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Algorytm branch-and-bound
dla pewnego problemu szeregowania zadan
uwarunkowanych czasowo

1. Wprowadzenie

Szeregowanie zadan uwarunkowanych czasowo jest uogolnieniem klasycznego szere-
gowania zadan. Czas potrzebny do wykonania zadania nie jest tu staly, lecz zalezy od chwili,
w ktorej procesor rozpocznie jego wykonywanie. Poniewaz sytuacja, w ktdrej funkcja opisu-
jaca czas wykonywania jest dowolna, jest trudna do analizy, najczesciej rozwaza si¢ przy-
padki, w ktorych funkcja ta jest liniowa. Status wielu takich problemow zostat juz okreslony
[1] (niestety wigkszos$¢ z nich jest NP-trudna), ciagle jednak pozostaje kilka problemow, kto-
rych status nie jest jeszcze ustalony. Jednym z tych problemoéw jest jednoprocesorowy pro-
blem szeregowania zadan, ktorych czasy wykonywania sa liniowo zalezne od momentu roz-
poczgcia wykonywania, a podstawowy czas wykonywania jest wspolny dla wszystkich za-
dan. Kryterium optymalizacji jest tu calkowity czas wykonywania, tj. suma, po wszystkich
zadaniach czaséw zakonczen ich wykonywania. Istnieje algorytm, ktory w wielomianowym
czasie rozwiazuje, w sposob optymalny, niektore instancje tego problemu [2], jednak instan-
cje te musza spetni¢ bardzo restrykcyjne warunki. Skonstruowano réwniez pewna liczbg
wielomianowych algorytméw przyblizonych ([3-6]), lecz zaden z nich nie daje gwarancji,
ze znalezione rozwiazanie bedzie leze¢ cho¢ w poblizu rozwiazania optymalnego. W pracy
tej pokazany zostanie algorytm typu branch-and-bound, pozwalajacy znacznie przyspieszy¢
poszukiwanie optymalnego rozwiazania przedstawionego problemu.

2. Sformulowanie problemu

Dany jest jeden procesor oraz zestaw n nieprzerywalnych zadan J, ..., J,,. Czas wyko-
nywania zadania J; wyraza si¢ wzorem p; = a + b;s;, gdzie s; to moment rozpoczgcia wyko-
nywania zadania J;, a > 0 to podstawowy czas wykonywania zadania (wspolny dla wszyst-
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kich zadan), za$ b; = 0 to wspotczynnik wydluzania i-tego zadania. Nalezy znalez¢ taki
harmonogram © (permutacjg zbioru zadan), ze laczny czas wykonywania (Zj_y , Cy ()
gdzie C; = s; + p;) jest najmniejszy z mozliwych. Czas rozpoczgcia wykonywania zadan jest
rowny zero (sy;) = 0). Funkcja celu ma postac [3]:

n n i i
TC:ECTCU) =n+az z H(1+b7t(k)) (1)
i=1

i=2 j=2k=j

Poniewaz podstawowy czas wykonywania nie ma wptywu na kolejnos¢ zadan w har-
monogramie (jego zmiana nie spowoduje, ze optymalny harmonogram przestanie by¢ ta-
kim), a jedynie ,,skaluje” warto$¢ funkcji celu, zazwyczaj przyjmuje sig, ze a = 1. Ztozo-
nos$¢ tego problemu nie zostata jeszcze ustalona. Znane sa jednak pewne wlasciwosci opty-
malnego harmonogramu. Jedna z nich jest V-ksztattnos¢ [3]:

(i) zadanie z najwigkszym wspotczynnikiem wydhuizania powinno by¢ wykonane jako
pierwsze,
(i) zadanie z najmniejszym wspotczynnikiem wydtuzania nie powinno by¢ wykonywane

ani drugie, ani ostatnie (gdy n > 3),

(iii) zadania umieszczone w harmonogramie przed zadaniem z pkt. (ii) powinny by¢é wyko-
nywane w kolejnosci nierosnacych wspotczynnikow wydtuzania,

(iv) zadania umieszczone w harmonogramie za zadaniem z pkt. (ii) powinny by¢ wykony-
wane w kolejnosci niemalejacych wspotczynnikow wydtuzania.

Kolejna przydatna cecha dowolnego harmonogramu w tym problemie jest jego ,,0d-
wracalno$¢”. Kolejno§¢é wszystkich, poza pierwszym, zadan w harmonogramie mozna od-
wroci¢ (tzn. z harmonogramu Jy, J,, ..., J, otrzymujemy harmonogram J4, J,, ..., J5) nie
zmieniajac przy tym wartosci funkcji celu [3].

2.1. Reprezentacja harmonogramu

Dzigki powyzszym cechom rozwiazania, zamiast przechowywaé rozwigzanie problemu
W postaci permutacji zbioru zadan, mozemy przedstawié je w postaci ciagu binarnego. Dla
permutacji © dlugosci n tworzymy ciag binarny, w ktorym bit j; odpowiada zdaniu J;, .,
gdzie J,, ., jest zadaniem, ktorego wspotczynnik wydtuzania znalazlby sig na i-tej pozycji po
uporzadkowaniu wg niemalejacych wspotczynnikow wydtuzania. j; jest rtéwne 1, gdy odpo-
wiadajace mu zadanie powinno by¢ wykonane po zadaniu J;.,, za$ 0 w przeciwnym wypad-
ku. Reprezentacja taka nie pozwala przedstawi¢ wszystkich mozliwych harmonogramow,
a jedynie wszystkie harmonogramy V-ksztattne — wlasnie te, ktore nas interesuja (tylko har-
monogram V-ksztaltny moze by¢ optymalny). Co wigceej, bit j,_; powinien mie¢ zawsze war-
to$¢ 0 (pkt. (1)) za§ wartos¢ bitu j, jest nieistotna (mozna wigc przyjac j, = 0). Z odwracalno-
$ci harmonogramu wynika takze, ze istnieja co najmniej dwa optymalne harmonogramy,
z ktérych w jednym j, , = 0, w drugim za$ j, , = 1. Z rozwazan tych wynika, ze algorytm
pelnego przeszukiwania ma do przejrzenia przestrzen o 2"~ elementach.
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3. Algorytm branch-and-bound

W najogdélniejszej wersji, algorytmy typu branch-and-bound ograniczaja rozmiar prze-
strzeni poszukiwan poprzez odrzucenie tych jej fragmentow, co do ktorych mozemy z cala
pewnoscia stwierdzié, ze nie zawieraja rozwiazania optymalnego. Potrzebujemy do tego
gornego oszacowania wartosci optymalnego rozwiazania (np. wartosci najlepszego dotych-
czas znalezionego rozwigzania) oraz metody oszacowania z dolu wartosci catego rozwiaza-
nia na podstawie jego czgsci. Dla uproszczenia opisu, od tej chwili przez J; bedziemy ozna-
cza¢ zadanie na i-tej pozycji w rozwazanym harmonogramie (analogicznie b; to wspotczyn-
nik wydluzania tego zadania). Rozwazmy zestaw zadaf J, ..., J, i niech s, = T. Momenty
zakonczenia wykonywania tych zadan C,, ..., C, mozemy obliczy¢ nastepujaco:

q i i
C; =(T-1) T (1+bray )+ 2, TT(1+bray) dlai = p,...q
k=p j=rk=j

P q q g i i @
2C :((CI—P+1)+)(T—1)ZH(1+bn(k))+Z )Y TT (14 bry)
i=q

i=pk=i i=p j=pk=j

Wykorzystujac to rownanie i wyrézniajac dwa zadania J, iJ, (p < q), mozemy podzie-
li¢ harmonogram na trzy czgsci: pierwsza czgs¢ to zadania J 1>« Jp» druga obejmuje zada-
nia Jp,q, ..., J,, ostatnia za$ zadania J,, ..., J,. Wkiad poszczegdlnych czgsei do funkeji
celu wyraza si¢ rOwnaniami:

i

TC, = i Y T (1+bray )+

i=2 j=2k=j

TC, = iﬁ(l"'bn(k)) qf ﬁ <1+bn(k)) +

j=2k=j j=p+lk=p+l
q-1 i i
+y Y H(1+bn(k))+(q—p—1),
i=p+l j=p+lk=j
p P q-1 no_Jj
TC3 = z H(1+b1t(k)) H (1+b1t(k)) z H<l+b7t(k)) +
J=2k=j k=p+1 j=ak=q
q-1 g-1 no i noi i
H X T10+0aw) || X TT(+beay ) [+ 2 X TT (e )+ (= p=D).
j=ptlk=]j J=qk=q i=q j=q k=]
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Zdefiniujmy nast¢pujace symbole:

p i i 1 i i noi i
$1=% 2 TT(1+bxr) ) So= % Y TT(+bee ) S3=2 X TT(1+bx) ),
i=2 j=2k=j i=p+1 j=p+k=j i=q j=q k=]
q-1  j q-1 g-1 q-1
Xpq = 2 I (1+bﬂ(k))’ Ypa= (1+bﬂ(k))’ Zpg= I1 (1+bﬂ(k))’
j=pHlk=p+ j=p+lk=j k=p+1
p P noj
P, =3 [T (1+bay ). Ry =2 T1(1+bnu)
j=2k=] j=qk=q

Mozna zauwazy¢, ze Sy, S, i S3 to catkowite czasy wykonywania odpowiednich czg$ci
harmonogramu przy zatozeniu, ze sg to jedyne zadania w harmonogramie. Wykorzystujac
te oznaczenia, warto$¢ funkcji celu mozemy przedstawi¢ w postaci 7C = S; + S, + S5 +
+ Ppr q tRX, 4+ PRZ, - W granicznym przypadku (p+1 = q) wartos¢ funkcji celu wy-
raza si¢ wzorem X;_; , C; =8 + S5 + P,R,. Sposrdd tych symboli wartosci Sy i P, zaleza
wylacznie od zadafh w pierwszej czgsci harmonogramu, S3 i R, od zadan z trzeciej jego
czgscei, zas pozostale wartosci (Sy, X,, 4, V), . Z,, ;) od zadan w srodkowej (drugiej) czesci. Gdy
znana jest poczatkowa (pierwsza) i koncowa (trzecia) cz¢$¢ harmonogramu, to aby oszaco-
wacé Wartos'é funkcji celu calego harmonogramu, musimy oszacowaé wartosci symboli S5,

p ¢ Ypq (2,4 jest iloczynem wartosci wspotezynnikow wydtuzania powigkszonych o jeden
ijego wartosé nie zalezy od ich kolejnosci). Wartosci X, , oraz Y, , mozemy ograniczy¢
z dotu przez wartos¢ tych sum obliczong dla zadan uporzadkowanych w kolejnosci niero-
snacych (dla X, ;) lub niemalejacych (dla Y, ;) wspotczynnikéw wydluzania [7]. Obserwa-
cj¢ t¢ mozemy wykorzysta¢ takze do oszacowania wartosci S, — jest to suma (g — p — 1)
sktadnikow, z ktorych kazdy ma posta¢ taka, jak X, .. S, ograniczamy z dotu przez sumg

dolnych ograniczen kolejnych sktadnikéw. Zdefiniujmy operacjg REV(m, p, q) jako:

REV (. p.g) = {1(1). o (p~1).7(q).7(q~1).rer(p+1).7(p).1 (g~ 1)or(n)}  (3)

Operacja REV bierze harmonogram © i zwraca harmonogram, w ktérym zdania na
pozycjach p, ..., g zostaly odwrdécone w stosunku do wejsciowego harmonogramu. Wplyw
takiej operacji na warto$¢ funkcji celu mozemy przedstawi¢ wzorem:

TCREV (r,p.q) = TCr = (Pps1 =Rg1)(Bp g —Apg) 4)

gdzie:

q qg J
> [T (1+bawy ). Bpg= 2 TT(1+bxe))

k=j J=pk=p

i
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Kolejna operacja (nazwijmy ja SWAP) polega na zamianie miejscami dwoch zadan
w harmonogramie. Jezeli zamienianymi zadaniami sa J; (,) oraz Jy (), to

SWAP(n, p,q) ={n(1),...n(p~1),n(q),7(p+1),...n(¢=1),m(p),n(q+1),..m(n)} (5)

Zmiang wartosci funkcji celu, spowodowana wykonaniem tej operacji, mozemy opisac
réwnaniem:

TCswap(x,p.q) ~TCr = (bn(p) ~r(q)) (Rq+1 + 1) <Ap+1,q—1 + 1) - <P p1T 1) (Bp+1,q—1 + 1) ©)

Wynika to z nastgpujacego faktu, iz SWAP(r, p, q) = REV (REV(mt,p + 1, g - 1), p, @).
Wezmy teraz pewien ciag zadaf J,,, ..., J, oraz pewna liczbg k > 0.

Twierdzenie 1. Jezeli b; 2 k (i = p, ..., q), to max(A

D Bp]q) — min(A
2min(4, , B,,) / k.

pe BP:‘I) =

Dowdd. Niechm = g —p + 1 oraz 0; = b;,,,  dlai =1, ..., m. Wéwczas
Apg=Zic o Moy j (0 + 1).

NieCh W/l = Hj=1,l (OLJ + 1) oraz Sl = Zj=1,lW]'

g <kl kel
k k
k+1 i+l 1 k+1
Siv1 =W +8; Wiy +—— . — Wi Wi+ il W = W+1+kVVi+1=TVVi+1

Zatem niezaleznie od kolejnosci zadan, A, i B, nie quq wigksze od ((k + 1) /
q (bj + 1), czyli max(4,,, pq) < ((k + 1) / k) ’’’’’ q (bj + 1). Rownoczesnie
q (bj+ 1) Wobec tego:

O,
zarowno A, Jak 1 By, , jest wigksze od I1

.....

. k+1 4 4 1 .
max (A, g Bpq ) =min(A, . By, ) < r H (b;+1)- 1 (b;+1)= P (4p.0-Bp.q )
j=p j=p

Zalozmy teraz, ze w harmonogramie 7 dla pewnego p i ¢ mamy b, > b, oraz P, ; 2
2Ry (k+1) / k+ 1/ k.

(Bpetg-1 +1)(Ppot +1)= (Apr1 g1 +1)(Ryur +1)

1 1
2 (Rq+1 + 1)(Bp+1,q—1 ~Apsig1 Tt % Bpig1t % J 2

1 1 1
2 (Rqu1 +1)(—;Bp+1,q_1 +—Bpi1g-1 +;)> 0.
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Analogicznie: (B, 41 + D(Ryy; + 1) — (A4 + D@y + 1) < 0. Niezaleznie
od wartoSci Ap, ., oraz B, ., o znaku wyrazenia (B,,,q + D@,y + 1) —
—(Api1,g-1 + DRyyq + 1) decyduje pozycja wigkszego z wyrazow P, ;, R, ¢ (jezeli wigk-
szy stoi przy B, 4| — Wyrazenie jest dodatnie, jesli przy A,
pewien poczatkowy i koncowy fragment harmonogramu i wiedzac, ze przedstawione zato-

+1,4-1 — ujemne). Majac zatem

zenia sa spetnione, mozemy odrzuci¢ wszystkie harmonogramy o takim poczatku i koncu,
gdyz na pewno nie bgdzie wsrod nich optymalnego — zamiana zadan J, i J, miejscami
powoduje poprawg harmonogramu. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢, gdy
P, 1 2R 1 (bin + 0) / (byin + 1) + i/ (byin + 1), co moze by¢ fatwiejsze do spetnienia dla
bardzo matych wartosci wspdtczynnikow wydtuzania zadan. Dowod wykorzystuje obser-
wacje, ze | A, ;= B, ;| < (bmin + q—p + 1)/ (bpyin + D T, (b + 1).

.....

3.1. Algorytm

Procedura B&B(n, b, h, poziom, s, p, q)

n — ilo§¢ zadan w instancji; b — wektor uporzadkowanych niemalejaco wspotczyn-
nikéw wydtuzania (b, to najmniejszy wspolczynnik wydtuzania, b, | — najwigkszy);
h — wektor binarny opisujacy budowany harmonogram; poziom — numer ustalanego w da-
nym kroku zadania; s — czgsciowa warto$¢ rozwiazania; p — biezaca warto$¢ wspotczynnika
P; q — biezaca warto$¢ wspotczynnika R,

(1) jezeli poziom < 1
(1.1) jezeli s + pg < best, niech best = s + pq 1 zapamigtaj & jako dotychczasowy
najlepszy harmonogram;
(1.2) zakoncz procedurg
(2) niech E; = s + E|[poziom] + qE,[poziom] + pE,[poziom] + pqEs[poziom]
(3) jezeli E; = best, zakoncz procedurg
(4) niech B=1+ b, k = by + poziom + 1/ (by + 1), add = poziom + 1/ (b + 1)
(5) jezeli poziom > (k+ 1)/ k,niechk=(k+ 1)/ k;add=1/k
(6) jezeli poziom <1 1lub p <kq + add lub by, = bpyoriom

(6.1) niech h[poziom] = 0 oraz wywotaj B&B(n, 1;), h, poziom — 1, s + B(p + 1),
Blp + 1), 9)
(7) jezeli kp + add > q Wb byi0m = bpoziom-1
(7.1) niech h[poziom] = 1 oraz wywotaj B&B(n, b, h, poziom — 1, s + B(q + 1),
P, Blg+1)

Algorytm branch-and-bound
wejscie: n — ilo§¢ zadan w instancji; b — wektor wspotczynnikéw wydtuzania

(1) uporzadkuj zadania tak, aby b; < b,,{,dlai=1,..,n-1

................
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(3) oblicz Ez[l] = Zj=1,--~,i Hk:l;-u;j (bk + 1) dlai= 1, ey 1 — 1

(4) oblicz E5fi] =1L,y ; (b;+1)dlai=0,...n-1

(5) ustaw A[1]=h[n] =h[n-1]=0

(6) znajdz wstepne rozwiazanie przy uzyciu pewnej heurystyki; ustaw best na warto$¢
funkcji celu znalezionego rozwigzania pomniejszong o n

(7) wywotaj B&B(n, b, h,n -2, (1 + b,_5), 0, (1 + b,_,))

Powyzszy algorytm podsumowuje przedstawione rozwazania. W krokach (2)—(4) al-
gorytmu branch-and-bound wyznaczane sa odpowiednie oszacowania dolne parametréw
$,(2), X, Yy, s (3)1Z, , (4). W kroku (6) wyznaczana jest, przy uzyciu dowolnej heurysty-
ki, warto$¢ poczatkowa najlepszego rozwiazania. W procedurze B&B, w kroku (1) spraw-
dzamy, czy caly harmonogram zostal juz skonstruowany. Jezeli tak, wyznaczana jest jego
warto$¢ funkcji celu, i odpowiednio aktualizowane jest najlepsze dotychczasowe rozwia-
zanie. W krokach (2)—(3) odrzucane sa rozwiazania czastkowe, ktore na pewno nie beda
optymalne (gdyz dolne oszacowanie na uzyskana wartos¢ przekracza najlepsze dotych-
czasowe rozwiazanie). W krokach (4)—(5) wyznaczane jest efektywniejsze kryterium od-
rzucania harmonograméw, ktore nie na pewno nie beda optymalne. Wreszcie w krokach
(6)—~(7) do rozwiazania dotaczane jest kolejne zadanie (jezeli tylko nie narusza wybranego
kryterium).

4. Wyniki

Poczatkowa warto$¢ najlepszego znanego rozwiazania podczas testow byta wyznacza-
na przy uzyciu prostej, a jednoczesnie efektywnej heurystyki N1 z pracy [6]. Wszystkie
wyniki sa srednig z 201000 (w zaleznosci od rozmiaru instancji problemu) wykonan algo-
rytmu dla losowych danych. Rysunek 1 oraz tabela 1 przedstawiaja poréwnanie czasu dzia-
fania algorytmu petnego przeszukiwania (PP) i branch-and-bound (B&B) dla r6znych roz-
miardéw instancji problemu (symbol ,,—” oznacza, ze dla danego przypadku nie przeprowa-
dzono pomiaru czasu). Dodatkowo na wykresie przedstawiono takze czas dzialania
algorytmu branch-and-bound wykorzystujacego tylko pierwsza z przedstawionych metod
ograniczania przestrzeni (B&B-). Dane losowane byly z rozktadem rownomiernym z za-
kresu <0, 1> (rys. la), <0, 10> (rys. 1b) oraz <0, 100> (tylko tabela). Rysunek 2 przedsta-
wia réznice w czasie dziatania w zaleznosci od zakresu warto$ci wspotczynnikow wydhluza-
nia dla r6znych rozmiaréw instancji problemu. Dane byly losowane z rozktadem réowno-
miernym z zakresu <0; o> dla oo = 0,1, 1, 10, 100. Mozna zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem
zakresu warto$ci, czas dzialania algorytmu maleje (przestrzen jest bardziej efektywnie
ograniczana).
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a) b)
100081 100081
10 P 10 P
1 / 4 1 /
0,1 /.///— 0.1 //
0,01 -/?//.‘//'//:‘4‘//- 0,01
0,001 0,001
0,0001 0,0001 -
0,00001 AM ! ! ! : : : : : 0,00001 ; . . . . . . . )
8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
—m PP —¢—B&B —4— B&B- n —a— PP —e—B&B ——B&B- n

Rys. 1. Poréwnanie czasu dziatania algorytmu pelnego przeszukiwania i branch-and-bound

108

1 "
0,1 P
0,01 /

0’001 7#
0,0001 ="
-
0,00001 =

0,000001 T T T ;

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

——0,1

1 —4—10 =« 100

n

Rys. 2. Czas dziatania algorytmu branch-and-bound w zaleznosci od zakresu danych

Tabela 1
Poréwnanie czasu dziatania pelnego przeszukiwania i branch-and-bound
n PP B&B(0=1) B&B(0=10) B&B(0=100)
[s] [s] [s] [s]
8 0,00001 0,00001 0,00001 0,00002
10 0,00005 0,00003 0,00002 0,00002
14 0,00089 0,00022 0,00006 0,00004
18 0,01742 0,00272 0,00015 0,00008
22 0,33307 0,03083 0,00036 0,00015
26 6,17603 0,33480 0,00086 0,00027
30 140,9034 3,84899 0,00266 0,00037
34 - 21,41071 0,01991 0,00049
38 - 156,4273 0,02816 0,00057
40 - 392,5959 0,11415 0,00067
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5. Podsumowanie

W pracy przedstawiony zostat algorytm branch-and-bound dla problemu szeregowa-

nia zadan uwarunkowanych czasowo 1 | p; = 1 + ag;s; | ZC;. Zastosowany algorytm umozli-
wia znalezienie optymalnego rozwiazania dla instancji o 6-10 zadan wigkszych (a przy
duzych warto$ciach parametrow zadan jeszcze wigkszych) niz te, ktore jestedmy w stanie
rozwiazaé¢ algorytmem pelnego przeszukiwania (28-30 zadan).

(1]
(2]

(3]
(4]
(5]

(6]

(7]
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