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Wykaz oznaczen

Przedstawiamy ponizej liste oznaczen, uzywanych w niniejszej pracy. Pomi-
jamy oznaczenia specyficzne dla poszczegdlnych algorytmow, w szczegdlnosei
znaczenie zmiennych, gdyz sa one wyjasnione bezposrednio przed pierwszym
ich uzyciem.

V(G) zbior wierzchotkow grafu G

E(G) zbior krawedzi grafu G

|A| moc zbioru A

n liczba wierzchotkow grafu (w dyskusji na temat ztozonosci)
Diam srednica grafu

N(v) zbior sasiadow wierzchotka v

G—v graf powstaly po usunieciu wierzchotka v z grafu G.

deg(v) stopient wierzchotka v, deg(v) = |N(v)]

A stopien grafu

d(u,v) odleglos¢ miedzy wierzchotkami u oraz v

e(v) acentrycznosé¢ wierzchotka v

e(v, u, s) acentrycznosé¢ krawedziowa wierzchotka v wzgledem krawe-

dzi {u,v} po stronie s

r(G) promien grafu G

C(G) centrum grafu G

G[A] graf indukowany przez zbior wierzchotkéw A w grafie G
Ax B iloczyn kartezjanski zbiorow lub grafow A i B
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A®B

MOP

roznica symetryczna zbiorow lub grafow A i B

graf dualny grafu G

graf pelny o n wierzchotkach

Sciezka o n wierzchotkach

cykl o n wierzchotkach

graf maksymalny zewnetrznie planarny

pusta strona w grafie maksymalnym zewnetrznie planarnym
waga wierzchotka v

waga grafu G

zmienna z ma lokalnie poprawng wartosé

zmienna 2z ma lokalnie niepoprawna wartosé
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Wstep i tezy rozprawy

Praca niniejsza jest po$wiecona samostabilizujacym algorytmom znajduja-
cym newralgiczne wezly w sieciach. Rozpatrujemy rézne definicje tego, co jest
newralgicznym elementem systemu rozproszonego; jednak zawsze bedzie to
kryterium oparte na strukturze sieci. W kazdym przypadku wynikiem dziata-
nia algorytmu bedzie wskazanie wezta sieci, ktoérego znaczenie jest najwicksze
zgodnie z przyjetymi kryteriami. Raz bedzie to wezel, w ktérym najbardziej
optaca sie umiejscowi¢ centrum dowodzenia sieci, innym razem bedzie to
element sieci, ktorego awaria lub wytaczenie przyniostoby najwicksze straty
w jakosci funkcjonowania systemu. O waznosci moze rowniez przesadzaé po-
tencjalna liczba polaczen miedzy weztami sieci, ktore odbywaja sie za po-
srednictwem danego wezta.

Niezaleznie od przyjetego kryterium, w kazdym z tych przypadkéw be-
dziemy starali sie wykorzysta¢ narzucona topologie sieci do skonstruowania
nowego lub zmniejszenia ztozonosci obliczeniowej juz istniejacego samosta-
bilizujacego algorytmu dziatajacego na danym systemie. W przypadku sieci
drzewiastych korzyscia w stosunku do sieci o dowolnej topologii, jest zapew-
nienie — na mocy definicji drzewa — braku istnienia cykli. Ma to nieba-
gatelne znaczenie przy konstruowaniu algorytmow samostabilizujacych, po-
niewaz likwiduje problem np. cyklicznego wedrowania po sieci fatszywych
wartosci obliczanych przez algorytm.

Podobnie w przypadku graféw maksymalnych zewnetrznie planarnych —
mimo wystepowania w nich cykli — unikamy zapetlenia dzieki wykorzystaniu
faktu, ze ich graf staby dualny jest drzewem.

Dodatkowo przedstawimy model systemoéw quasi-samostabilizujacych,
ktory wprowadza mozliwosé chronienia przed przejéciowym btedem pewnego
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zbioru zmiennych w wezle obliczeniowym. Na przykladzie algorytmu znaj-
dujacego zbior cykli fundamentalnych pokazemy, ze model ten umozliwia
stworzenie algorytmow dziatajacych szybciej w stosunku do podstawowego
modelu samostabilizacji.

Powyzsze rozwazania pozwalaja nam sformutowaé¢ nastepujace tezy ni-
niejszej rozprawy:

e [stnieja topologie sieci rozproszonych, ktore umozliwiaja konstrukcje al-
gorytméw samostabilizujacych dzialajacych efektywniej, niz algorytmy
dla sieci o dowolnej topologii.

e Zastosowanie modelu quasi-samostabilizacji umozliwia zwiekszenie efek-
tywnosci dziatania niektorych algorytmoéw samostabilizujacych.

Dodatkowo w rozdziale [f] prezentujemy napisang przez nas aplikacje kom-
puterows, ktoéra znaczaco utatwia testowanie nowo tworzonych algorytmow
na przyktadowych grafach. W dodatku [A] umiescilismy jej kod zrodtowy.
Program ten jest symulatorem dziatania systemu samostabilizujacego uru-
chomionego pod kontrola wybranego algorytmu.

1.2 Algorytmy samostabilizujace

Od poczatku historii obliczen jednymi z najbardziej pozadanych cech byty
duza szybko$é wykonywania oraz niezawodnosé. Obliczenia rozproszone po-
magaja osiagnac te cele. Przykladem jeszcze sprzed ery komputerow (jakie
znamy obecnie) moze by¢ podzial zadania wyznaczenia tablic logarytmicz-
nych pomiedzy wielu rachmistrzow, z ktorych kazdy miat za zadanie obliczy¢
logarytmy stosunkowo niewielkiej czesci wszystkich liczb majacych znalezé
sie w tablicach. Jesli obliczenie kazdej wartosci byto wykonane przez dwoch
rachmistrzow niezaleznie od siebie, przy taczeniu czgstkowych wynikow w ca-
tos¢ mozna je bylo ze soba poréwnac¢ i w ten sposéb znaczaco zwickszyé
szanse na wykrycie pomytek. Oczywiscie gdy do pracy zatrudnieni byli trzej
(lub wiecej) rachmistrze, cata praca wykonywana byta w krotszym czasie, niz
gdyby calo$é miat obliczyé jeden lub dwaj z nich.

W ostatnich kilkunastu latach motywacja do dzielenia obliczenn na wiele
komputeréw wzrosta z powodu spowolnienia przyrostu wydajnosci nowo pro-
dukowanych elektronicznych jednostek obliczeniowych [Wall6|. Piszac ,,jed-
nostek”, mamy na mysli procesory jednordzeniowe lub tez pojedyncze rdzenie
procesorow. To spowolnienie $wiadczy o zatamaniu sie wasko rozumianego
prawa Moore’a [Moo65].

Jednym z rozwiazan tego problemu jest wlasnie podzial zadan pomiedzy
wiele procesoréw. Jesli algorytm jest podzielony na wiecej, niz jeden watek
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obliczeniowy, moéwimy o programie wspdtbieznym. Wspotbieznosé mozemy ro-
zumie¢ jako potencjalna rownolegltosé wykonywania watkow programu [Varl3)].
Jesli program wspoétbiezny wykonuje sie na jednym procesorze, wykonanie
poszczegdlnych watkéow roztozone jest w czasie i mowimy wtedy o przeplo-
cite. Rownolegle wykonanie programu ma miejsce, gdy algorytm wykonuje
sie jednoczesnie na wielu procesorach. Jesli te procesory nie sa czedcia jed-
nego komputera (moga by¢ nawet od siebie oddalone o tysiace kilometrow),
moéwimy o programie 1 systemie rozproszonym.

Programowanie wspotbiezne, a w szczegdlnosci rozproszone, stwarza trud-
nosci, jakie nie wystepuja w programach sekwencyjnych. Programy wspot-
biezne moga ulec blokadzie, zakleszczeniu, zagtodzeniu; wymagaja tez syn-
chronizacji i komunikacji miedzy watkami [Ben06].

Z drugiej strony systemy rozproszone jako calosé sa bardziej odporne
na awarie. Gdy jaki§ wezel systemu rozproszonego ulegnie awarii, moze go
zastapi¢ inny wezet.

Idea algorytmoéw samostabilizujacych zostala zaproponowana przez Dijk-
stre [Dij74] w roku 1974. Jego artykut przez dekade pozostawal niezauwazany
az do publikacji Lamporta [Lam85|, w ktorej zwrocit on uwage na doniostosé
zaproponowanego przez Dijkstre podejscia do konstruowania algorytméow roz-
proszonych. Od tego czasu mozna zauwazy¢ znaczace zainteresowanie tema-
tem i wielki postep w tej dziedzinie.

Pracami, ktore moga stuzy¢ za wprowadzenie do algorytméw samosta-
bilizujacych sa: przegladowy artykul Schneidera [Sch93| oraz ksiazka Do-
leva [Dol00].

Rozproszony system samostabilizujacy bedziemy modelowaé za pomoca
spojnych grafow prostych. Wezty obliczeniowe systemu rozproszonego beda
modelowane wierzchotkami grafu, zas ich potaczeniom, umozliwiajacym bez-
posrednia komunikacje, beda odpowiadaty krawedzie grafu. W niniejszej roz-
prawie przyjmujemy, ze system jest jednolity (ang. uniform), tzn. kazdy wezet
wykonuje ten sam program, co oznacza, ze zawiera roéwniez jednakowy zestaw
przyporzadkowanych do niego zmiennych. W literaturze wystepuja réwniez
systemy pdtjednolite (ang. semi-uniform) [DIM93], [GP03|, w ktorych jeden
z weztow obliczeniowych wykonuje algorytm inny, niz pozostate.

W systemach samostabilizujacych kazdy z wierzchotkow zazwyczaj ma
swoj unikalny w obrebie systemu identyfikator. W definicjach regut bedziemy
przyjmowac, ze wartosc ¢ jest identyfikatorem biezacego wierzchotka, na rzecz
ktorego dziala dana reguta. Rozwaza sie réwniez systemy, w ktorych wierz-
cholki nie maja identyfikatoréow, czyli sa anonimowe.

Samostabilizujacy program (algorytm) dzialajacy na opisanym systemie
to zbior regut manipulujacych wartosciami zmiennych. Kazda reguta sktada
sie z dwoch czesci:
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e wartownika — predykatu zaleznego tylko od zmiennych w danym wierz-
chotku oraz w (bezposrednio) sasiadujacych wierzchotkach,

e zbioru instrukcji przypisania, ktore ustawiaja warto$ci zmiennych, zmie-
niajac stan lokalny wierzchotka.

Przyktad reguty algorytmu samostabilizujacego

etykieta:
if z; # nazwana_wartosé then
z; 1= nazwana_ wartosé
where

nazwana_ wartosé =

max;eng) 2; jeSli maxjengy z; > 0
w pozostatych przypadkach

W powyzszym przyktadzie wartownik to wyrazenie pomiedzy stowami
kluczowymi if i then; instrukcja przypisania znajduje sie w kolejnej linii.
Blok where jest opcjonalny — stuzy tylko uproszczeniu zapisu rozbudowa-
nych wyrazen matematycznych poprzez nadanie im krotkich nazw. Zadaniem
przedstawionej reguty jest utrzymywanie wartosci zmiennej z; zgodnie z de-
finicja nazwane; wartosci.

Wartownik nalezy do logiki pierwszego rzedu [Benl2|. Interesowaé nas
beda tylko takie postacie wartownikéw i instrukeji przypisania, ktore sa ob-
liczalne a ich ztozonos¢ obliczeniowa jest niewielka lub tez rozmiar danych
wejsciowych — w kontekscie sgsiedztwa pojedynczego wierzchotka np. liczba
sasiadow — jest ograniczony od gory. W praktycznych zastosowaniach po-
wyzsze zalozenia sa naturalnie spetnione dzieki charakterowi problemu, ktory
jest rozwiazywany przez dany algorytm, tzn. nie ma potrzeby stosowania wy-
razen, ktore nie spetnialyby wspomnianych warunkow.

Wartosci wszystkich zmiennych przyporzadkowanych do danego wierz-
chotka definiuja jego stan lokalny, za$ suma stanéw lokalnych we wszystkich
wierzchotkach grafu tworzy stan globalny systemu.

Problem grafowy bedziemy okre§la¢ poprzez zdefiniowanie oczekiwanego
stanu globalnego systemu, ktory nazwiemy stanem dozwolonym (ang. legiti-
mate state). Na przyktad dozwolonym stanem dla problemu wyznaczenia uko-
rzenionego drzewa rozpinajacego graf bedzie sytuacja, gdzie pewna zmienna
w kazdym wierzchotku (poza jednym wyr6znionym — korzeniem) wskazuje
jednego sasiada (w korzeniu: zmienna wskazuje wtasny wierzchotek lub nic
nie wskazuje) w ten sposob, ze wedrujac od dowolnego wierzchotka zgodnie
ze wskazaniami wspomnianej zmiennej zawsze dojdziemy do korzenia. Kazdy
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stan rozny od dozwolonego bedziemy nazywaé niedozwolonym (ang. illegiti-
mate).

Jesli w danym wierzchotku wartownik ktorejs z regut okaze sie prawdziwy,
mowimy, ze reguta jest aktywna. Podobnie bedziemy moéwili, ze wierzchotek ja
zawierajacy rowniez jest aktywny. W aktywnym wierzchotku moga wykonadé
sie instrukcje przypisania jednej z aktywnych regut na rzecz zmiennych lokal-
nych dla danego wierzchotka. Moéwimy wtedy, ze wykonal sie ruch. Czasem
zamiennie bedziemy tez méwié o wykonaniu reguty.

Wartosci zmiennych, ktére powoduja aktywnosé regut algorytmu w da-
nym wezle obliczeniowym okreslamy jako lokalnie niepoprawne. Jesli reguta,
ktorej wartownik zalezy od takiej zmiennej, wykona sie, zmieniajac wartosé
zmiennej w ten sposob, ze regula ta przestaje by¢ aktywna a ponadto nie
istnieje zadna inna reguta, ktéra moze w kolejnym ruchu zmieni¢ wartosé
zmiennej, to méwimy, ze zmienna osiagneta lokalnie poprawng wartosé.

Celem dziatania algorytmu samostabilizujacego jest sprowadzenie sys-
temu ze stanu niedozwolonego do stanu dozwolonego w skonczonej liczbie
ruchow, co nazywamy ustabilizowaniem systemu wedtug danego algorytmu.
Jesli algorytm spelnia to zalozenie, méwimy, ze ma wlasno$é¢ zbieznosci
(ang. convergence). Dodatkowo algorytm samostabilizujacy musi wykazywac
sie jeszcze domknietoscig (ang. closure), czyli jesli system znajduje sie w sta-
nie dozwolonym, to algorytm nie moze go doprowadzi¢ do stanu niedozwolo-
nego.

W tym miejscu mozemy jeszcze dokonaé¢ podzialu na algorytmy ciche
(ang. silent), ktore zatrzymuja sie osiagnawszy stan dozwolony. To ozna-
cza, ze w stanie dozwolonym zadna ich reguta nie moze byé aktywna. Do-
pelieniem powyzszej klasy (wsrod algorytmow domknietych) sa algorytmy
nieciche (ang. nonsilent), ktore moga wykonywa¢ ruchy nawet w stanie do-
zwolonym.

Warunkiem koniecznym dla zbieznosci algorytmu jest, aby w stanie nie-
dozwolonym co najmniej jeden wierzchotek w systemie byt aktywny.

System moze sie znalezé¢ w stanie niedozwolonym w wyniku przejsciowego
bledu (ang. transient failure), czyli zmiany topologii grafu bedacego mode-
lem systemu lub wartosci zmiennej w wierzchotku (wtedy taki wierzchotek
zawiera defekt), a na poziomie implementacji systemu: zmiany licznika in-
strukcji algorytmu w jednostce obliczeniowej wierzchotka. Zmiana taka ma
charakter zewnetrzny, tzn. nie jest wynikiem dziatania algorytmu. Ponadto
przejsciowy btad moze dotyczy¢ jedynie stanu a nie algorytmu — nasz model
zaktada, ze przejsciowy btad nie moze by¢ skutkiem modyfikacji regut algo-
rytmu (np. pamieci rozkazow realizujacych algorytm w jednostce obliczenio-
wej). Inna przyczyna niedozwolonego stanu systemu moze by¢ to, ze w takim
stanie zostal uruchomiony. Zaktadamy, ze system osiagnie stan dozwolony
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pod warunkiem, ze przejsciowe btedy nie wystapia przez wystarczajaco dlugi
czas.

O wyborze aktywnego wierzchotka i reguty, ktéra ma sie w nim wyko-
na¢, decyduje abstrakcyjny algorytm zwany dyspozytorem (ang. scheduler,
daemon). Projektujac i analizujac algorytm mozemy patrzeé¢ na dyspozytora
jak na przeciwnika w grze, ktory stara si¢ zmaksymalizowaé liczbe ruchow,
wykonanych przez algorytm; oczywiscie z drugiej strony — im mniej ru-
chow wykona algorytm, tym lepiej. Rozwaza sie dyspozytoréw z roéznymi
ograniczeniami i na ich podstawie dokonuje kolejnych klasyfikacji systemow
samostabilizujacych.

Jezeli dyspozytor w pojedynczym kroku moze wybiera¢ wiecej, niz je-
den aktywny wierzcholek do wykonania ruchu, moéwimy, ze jest rozproszony
lub asynchroniczny [BGM89|, w przeciwnym razie — centralny lub sekwen-
cyjny |Dij74]. Projektowanie i analiza algorytmoéw z rozproszonym dyspo-
zytorem jest co najmniej tak samo trudna, jak dla dyspozytora centralnego.
Mozna to uzasadni¢ tym, ze dyspozytor centralny jest podklasa dyspozytorow
rozproszonych. Ponadto intuicyjnie mozemy to uzasadni¢ tym, ze w przy-
padku dyspozytora centralnego nie wystepuje przeplot w obliczaniu war-
townikéw i wykonywaniu przypisan, w szczegélnosci dla dwoch sasiednich
wierzchotkéw. Zachodzi tu petna analogia do poréwnywania programowania
sekwencyjnego z wielowatkowym lub réwnolegtym.

Inng cechy, ktora dzieli dyspozytoréw na roztaczne klasy, jest sprawie-
dliwosé (ang. fairness) [Dol00, DTY15|. Dyspozytor jest silnie sprawiedliwy
(ang. strongly fair), jesli kazdy wierzchotek, ktory jest aktywny nieskoriczenie
czesto, zostanie wybrany aby wykonaé ruch. Staba sprawiedliwosé (ang. we-
akly fairness) polega na tym, ze aby zagwarantowaé sobie wybranie przez
dyspozytora i wykonanie ruchu, wierzchotek musi by¢ aktywny nieprzerwa-
nie. Dyspozytor niesprawiedliwy (ang. unfair, proper, adversarial) musi wy-
bra¢ dany aktywny wierzchotek jedynie wtedy, gdy w systemie nie ma juz
innego aktywnego wierzchotka — jednak dopoki w systemie sg inne aktywne
wierzchotki, dyspozytor moze pomijaé¢ dany wierzchotek dowolnie dtugo.

W rozdziale [j] przedstawiamy algorytm dziatajacy na podklasie systemow
samostabilizujacych, ktora nazwaliémy systemami quasi-samostabilizujgcyms
[BP13]. Roznica w stosunku do podstawowych zalozen jest objecie czesci
zmiennych przyporzadkowanych do wezta ochrona przed przejSciowymi bte-
dami oraz zapewnienie, ze system uruchamia sie z okre§lonymi wartosciami
tych zmiennych. To ostatnie zatozenie moze by¢ zapewnione w realizacjach
sprzetowych poprzez zainicjowanie wspomnianych zmiennych pozadanymi
wartosciami na koncu dziatania programu uruchomieniowego wezta oblicze-
niowego. Dzieki zastosowaniu quasi-samostabilizacji osiagneliémy algorytm
o mniejszej ztozonosci w poréwnaniu z jego zwyklym samostabilizujacym
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pierwowzorem. Wstepne rozwazania teoretyczne na temat takich systemow
mozna znalez¢ w pracach Arory i Goudy [AG93| oraz u Schneidera [Sch93].

W literaturze rozwazane sg jeszcze inne podklasy systeméw samostabili-
zujacych z rozluznionymi w rézny sposob zatozeniami, co — z jednej strony
— ulatwia (a czasem w ogole umozliwia) zaprojektowanie algorytmu rozwia-
zujacego dany problem — z drugiej strony — narzuca na system dodatkowe
wymagania sprzetowe lub, jak wspomniano, rozluznia wymagania stawiane
wobec algorytmu. Miedzy innymi z tych powodéw, a takze dla zwartosci
pracy, nie bedziemy sie zajmowa¢ systemami probabilistycznymi [LJ90], sys-
temami pseudosamostabilizujacymi [BGM93|, k-stabilizacja [BGK9S8, [GT02]
ani systemami stabo samostabilizujacymi [GouO1].

Oceniajac ztozonos$é obliczeniowa algorytmu samostabilizujacego bedzie-
my brali pod uwage liczbe ruchéow, ktore musiatyby sie wykonaé¢, aby system
osiagnat stan dozwolony (ustabilizowal si¢). Tak, jak w przypadku algoryt-
mow klasycznych, bedzie nas interesowa¢ pesymistyczna liczba ruchow.

W literaturze miara szybkosci dziatania algorytmow samostabilizujacych
bywa rowniez liczba rund [DIM97], ktore sie wykonaja zanim algorytm usta-
bilizuje system. Majac dany ciag ruchow E wykonywanych przez algorytm
na systemie, pierwsza runda nazwiemy taki poczatkowy najkrotszy podciag
ruchéw, w ktorym kazdy wezet, ktory byt aktywny w poczatkowej konfiguracji
albo wykonat ruch, albo przestat by¢ aktywny w wyniku ruchéw wykonanych
przez sasiadujace wezty. Druga runda jest definiowana analogicznie dla pozo-
statego ciagu ruchéw itd. Dla ustalonego grafu bedacego modelem systemu,
w przypadku niesprawiedliwego dyspozytora liczba ruchéw przypadajacych
na jedng runde moze byé potencjalnie nieskoriczona. Dlatego w naszych roz-
wazaniach skupimy sie na szacowaniu liczby ruchéw, a nie rund.

Wymiana informacji pomiedzy weztami obliczeniowymi moze przebie-
gaé¢ za pomocy przekazywania wiadomo$ci bezposrednio miedzy weztami,
wykorzystujac kolejki komunikatéw lub za pomoca wspoétdzielonej pamieci.
W obu przypadkach niskopoziomowa realizacja algorytmu samostabilizuja-
cego wymaga stalego, systematycznego przeplywu informacji pomiedzy we-
ztami. Gdyby tego zabrakto i informacja o zmianie wartosci zmiennych w kaz-
dym z weztow byta przesytana tylko w momencie zmiany dokonanej przez al-
gorytm, niemozliwe byloby stwierdzenie zmiany spowodowanej przejsciowym
bledem.

Systemy, ktore zaktadaja, ze przez caly czas dziatania topologia sieci nie
zmieni sie, nazywamy statycznymi. Natomiast tam, gdzie mozliwe jest do-
danie lub usuniecie wierzchotkéw i potaczenn pomiedzy nimi, méwimy o sys-
temach dynamicznych. Taka zmiana sieci musi jednak zachowywaé zatozona
klase topologii, np. jesli dynamiczny algorytm zaprojektowany jest dla drzew,
to jakakolwiek zmiana topologii musi zachowaé¢ wtasnosci drzewa. Zmiane to-
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pologii sieci w systemie dynamicznym bez utraty ogélnosci traktujemy jako
jeden z rodzajow przejsciowego bledu.

W niniejszej rozprawie we wszystkich prezentowanych przez nas algoryt-
mach samostabilizujacych przyjmujemy, ze system jest cichy, jednolity i dy-
namiczny, natomiast dyspozytor jest niesprawiedliwy i sekwencyjny.

1.3 Zarys teorii graféw

Bedziemy uzywaé terminéw i definicji zgodnych z klasycznym podrecznikiem
Hararego [Har69].

Definicja 1. Oznaczmy przez G = (V(G), E(G)) graf, gdzie V(G) i E(G) to
skoriczone zbiory odpowiednio wierzchotkow i krawedzi. Krawedz e € E(Q)
to dwuelementowy zbior wierzchotkow z V(G).

Z tak sformutowanej definicji grafu wynika, ze krawedzie lacza rdézne
wierzchotki (graf nie ma petli) i w grafie nie ma dwoch takich samych (wielo-
krotnych) krawedzi — mowimy wtedy, ze graf jest prosty. Zauwazmy ponadto,
ze nie wyrézniamy zadnego z elementow (koricow) krawedzi, wiec graf jest
nieskierowany.

Jesli wierzcholtki u, v € V(@) potaczone sa krawedzia e = {u,v} € E(G),
mowimy, ze u i v sgstadujq ze soba lub sa sgsiadami, natomiast wierzchotek u
i krawedz e sa wtedy incydentne, podobnie jak v i e. Liczbe krawedzi incy-
dentnych z wierzchotkiem v nazywamy jego stopniem i oznaczamy deg(v).
Stopniem A grafu nazywamy najwiekszy stopien jego wierzchotkow.

Definicja 2. Podgrafem grafu H nazywamy graf G C H, jesli zachodzi
V(G) C V(H) oraz E(G) C E(H).

Moéwimy, ze graf jest maksymalny ze wzgledu na pewna swoja wlasci-
wos¢, jesli nie jest mozliwe dotozenie do niego krawedzi (bez dodatkowych
wierzchotkow), tak aby nie utracilt rzeczonej wlasciwoscei.

Graf G C H rozpina H, jesli V(G) = V(H). Graf indukowany H|S]
w grafie H przez zbior S C V(H) to maksymalny podgraf grafu H, ktorego
zbiorem wierzchotkow jest S.

Definicja 3. Grafy G oraz H sq izomorficzne, jesli istnieje bijekcja miedzy
ich wierzchotkamsi, ktora zachowuje relacje sgsiedztwa.

Graf o n wierzchotkach, z ktorych kazdy jest potaczony krawedzia z po-
zostalymi, nazywamy grafem petnym i oznaczamy K,. Podgraf, ktory jest
pelny nazywamy klikq. Graf K| nazywamy trywialnym.
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Definicja 4. Cigg vi, v, ..., v, wierzchotkow, z ktorych kazde dwa kolejne
sqsiadujg ze sobq ({vi,vis1} € E(G), i = 1,...,k — 1), oraz Zaden z nich
(ewentualnie poza pierwszym i ostatnim, jesli k > 3) sie nie powtarza (v; #
vj, © # j, {i,5} # {1, k}), nazywamy écieZkaE. Jesli pierwszy wierzchotek
Sciezki jest rowniez jej ostatnim (vy = vy ), mowimy wtedy o cyklu.

Graf o n wierzchotkach, ktorego wierzchotki stanowiag Sciezke a jedyne
krawedzie tacza kolejne wierzchotki Sciezki, bedziemy oznaczaé jako P,, zas
analogiczny cykl o n wierzchotkach jako C,. W szczegélnosci cykl C3 be-
dziemy nazywaé trojkgtem.

Jesli kazda pare wierzchotkow tgczy Sciezka, mowimy, ze graf jest spdjny.
Spojny graf, ktory nie zawiera cykli, nazywamy drzewem. Graf nazywamy
n-spajnym, jesli minimalna liczba wierzchotkow, ktore nalezy usunaé¢, aby
rozspojni¢ graf lub otrzymac graf trywialny, jest nie mniejsza, niz n. W przy-
padku, gdy wystarczy usunaé jeden wierzchotek, aby rozspojni¢ graf, nazy-
wamy go punktem artykulacji.

Definicja 5 (JHOTI]). Liczba artykulacyjna wierzchotka v nazywamy liczbe
par wierzchotkéw w,w # v takich, zZe kazida Sciezka z u do w zawiera v.
Liczba artykulacyjna grafu to najwieksza liczba artykulacyjna sposrid jego
wierzchotkow. Centrum artykulacyjnym nazywamy taki zbior wierzchotkow,
dla ktorych liczba artykulacyjna jest rowna liczbie artykulacyjne; grafu.

Liczba artykulacyjna punktu artykulacji jest zawsze dodatnia. Jesli graf
jest dwuspojny, jego liczba artykulacyjna jest réwna 0.

Odlegtosciq d(u,v) miedzy wierzchotkami u i v w G bedziemy nazywaé
liczbe krawedzi wchodzacych w sktad najkrotszej $ciezki taczacej u z v. Acen-
trycznoscig eg(v) (wierzchotkowa) wierzchotka v w grafie G jest odlegtosé v
do najdalszego wierzchotka w tymze grafie, tj. eq(v) = max,cv(q) da(v, u).
Promieniem r(G) nazywamy minimalng acentrycznosé wsrod wszystkich wierz-
chotkow grafu G: r(G) = min,ecy () eq(v). Centrum C(G) grafu G nazwiemy
zbior wierzchotkéw o minimalnej acentrycznosci, tj. C(G) = {v € V(G) :
eq(v) =1r(G)}.

Komwuios 1 Tumodees [KT77] podali twierdzenie (bez dowodu), wedtug
ktorego dla dowolnego grafu H istnieje graf GG, ktorego centrum indukuje H.
S. T. Hedetniemi (wedtug [BMS81]) podal sposob na skonstruowanie grafu G
dla danego H (rysunek , uzywajac jedynie 4 dodatkowych wierzchotkow,
4. [V(G)| = [V(H)| + 4.

L Polscy autorzy nie sg tutaj zgodni i czasem stosuja termin droga, podczas gdy dopusz-
czaja, by w $ciezce dowolne wierzchotki mogty sie powtarzaé¢. My stosujemy konsekwentnie
terminologie zgodna z ksigzkami Hararego [Har69] i w tym przypadku réwniez Diestela
[Die05)].
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Rysunek 1.1: Konstrukcja grafu G o wtasnosci C(G) = V(H).

Graf planarny to taki, ktéry mozna przedstawi¢ na plaszczyznie w ten
sposob, aby zadne krawedzie si¢ nie przecinaly. Przedstawienie grafu planar-
nego w powyzszy sposob na plaszczyznie nazywamy grafem plaskim. Grafy
plaskie dziela plaszczyzne na regiony, z ktorych jeden jest nieograniczony
i nazywamy go regionem zewnetrznym. Mowimy, ze krawedz lub wierzchotek
sa styczne do regionu, jesli naleza do jego brzegu. Jesli region ograniczony
jest cyklem prostym, bedziemy czasem utozsamiac¢ tenze cykl z ograniczonym
przez niego regionem.

Grafem maksymalnym planarnym nazywamy graf planarny, do ktorego
nie mozna doda¢ krawedzi tak, by nie przestal byé planarnym. W grafie
zewnetrznie planarnym istnieje region, do ktérego wszystkie wierzchotki sa
styczne.

Problem znajdowania centrum grafu, szczegélnie w kontekscie systemow
rozproszonych, ma duze znaczenie praktyczne. Jest réwniez obiektem szero-
kich badan. W oczywisty sposéb pozwala zminimalizowaé¢ koszt komunikacji
w sieciach z wyréznionym jednym weztem-centrala.

Jordan [Jor69] udowodnit, ze centrum dowolnego drzewa sktada sie z jed-
nego lub dwoch sagsiadujacych ze soba wierzchotkow.

Definicja 6 (|[Bol98|). Graf dualny G* grafu G o regionach Fy, F, ..., F,
i krawedziach ey, eq, . . ., ey, ma wierzchotki vy, v, . . ., vy @ krawedzie f1, fa, ...,
fm takie, ze f; taczy v; z v, wtedy 1 tylko wtedy, gdy regiony F; i Fy, sqsiadujq
ze sobg poprzez krawed? e;. Zauwazmy, ze G jest grafem dualnym grafu G*.
Graf staby dualny to graf dualny pozbawiony wierzchotka odpowiadajgcego
zewnetrznemu (nieograniczonemu) obszarowi.

Na koniec zdefiniujemy konstrukcje, ktorej uzyjemy w rozdziale [3]
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Definicja 7. Iloczyn kartezjanski G, x Gy dwdch grafow Gy © Gy jest gra-
fem, ktorego zbior wierzchotkow definiujemy jako iloczyn kartezjanski zbiorow
wierzchotkow poszczegolnych grafow:

V(G1 x Gy) =V (Gy) x V(Gs)
natomiast zbior krawedzi definiujemy nastepujgco:

E(G1 x Ga) = {{(u1, u2), (v1,v2)} |
U, V1 € V(Gl) N Uz, Vg € V(Gg)/\
((Ul =1 AN {Ug, UQ} € E(Gg))\/
(’UQ = V2 A\ {Ul,’Ul} € E(Gl)))}
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Rozdzial 2

Przeglad dotychczasowych
wynikow

W niniejszym rozdziale skupimy sie na przegladzie znanych w literaturze algo-
rytméw samostabilizujacych, ktore rozwiazuja problemy wyznaczania drzewa
rozpinajacego oraz wyboru wiodacego wierzchotka zaréwno w sieciach o do-
wolnej topologii, jak i ograniczonej do drzew. Wspomniane zagadnienia czesto
sa ze sobg Scisle zwiazane. W szczegdlnodci, jesli wyznaczone drzewo rozpi-
najace ma by¢ ukorzenione, jego korzen jest naturalnym kandydatem do roli
wiodacego wierzchotka.

2.1 Algorytmy dla dowolnych graféw

Problem wyznaczania drzewa rozpinajacego w systemach samostabilizuja-
cych zostal rozwiazany przez Doleva et al. [DIM93], przy czym ich algorytm,
stabilizujacy system po O(Diam) rundach, wymaga, by w systemie jeden
wierzchotek (uznawany w rezultacie za korzen) wykonywal inny algorytm.
Jest to zatem algorytm potjednolity.

Afek et al. JAKY90|] pokazali algorytm jednolity, ktory stabilizuje system
po O(n?) rundach. Huang i Chen [HC92| oraz Sur i Srimani [SS92| réwniez
pokazali (bez okreslenia zlozonosci) algorytmy wyznaczajace drzewo rozpi-
najace, ktore wymagaja, by kazdy wezel obliczeniowy znatl rozmiar n sieci
lub przynajmniej jego goérne ograniczenie N.

Zagadnienie wyznaczania jednoczesnie wiodacego wierzchotka i drzewa
rozpinajacego w statycznych sieciach samostabilizujacych byto podejmowane
przez wielu autorow. Arora i Gouda [AGI0| podali algorytm wymagajacy
pamieci rzedu O(log N) na kazdy proces i stabilizujacy sie¢ po O(N) run-
dach, gdzie N to gorne ograniczenie liczby wierzchotkéw grafu, ktore musi
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by¢ z gory znane wszystkim wierzchotkom. Dolev i Herman [DH95| zaprezen-
towali niecichy algorytm stabilizujacy w czasie O(Diam) rund, ale wymaga-
jacy O(nlogn) pamieci na kazdy proces oraz sprawiedliwego dyspozytora.
Algorytmy Awerbucha et al. JAKM™93| oraz Burman i Kuttena [BK07| po-
trzebuja O(Diam) rund do ustabilizowania systemu i O(log D logn) pamieci
na proces, gdzie D jest gornym ograniczeniem srednicy sieci. Ponadto oba al-
gorytmy wymagaja, by kazdy wezel obliczeniowy z géry znal ograniczenie D.
Algorytm podany przez Afeka i Bremlera [AB97| stabilizuje sie¢ po O(n)
rundach i wymaga O(logn) pamieci w kazdym procesie, ale niestety wymaga
rowniez uczciwego dyspozytora. Datta, Larmore i Vemula [DLVO0S| zapre-
zentowali jednolity, dziatajacy pod kontrolg niesprawiedliwego dyspozytora,
samostabilizujacy algorytm, ktory wymaga O(logn) pamieci na kazdy proces.
Algorytm ten stabilizuje sie¢ po O(n) rundach, a po dodatkowych O(Diam)
wycisza sie.

Dla sieci dynamicznych Dolev et al. [DIM97] zaprezentowali randomizo-
wane rozwigzanie problemu stabilizujace system po O(ADiamlogn) run-
dach. Derhab i Badache [DBO§| oraz Ingram et al. [ISWWO09| pokazali algo-
rytmy wyznaczajace wiodacy wierzchotek, ktore jednak wymagaja zgodnie
dzialajacych zegarow w kazdym wezle obliczeniowym lub istnienia global-
nego zegara.

Datta, Larmore i Piniganti [DLP10| zaproponowali cichy, asynchroniczny
algorytm samostabilizujacy, pozbawiony powyzej opisanej wady, wyznacza-
jacy wiodacy wierzcholek w dowolnym grafie po O(n) rundach. Wada roz-
wiagzania jest istnienie w kazdym wezle zmiennej, ktérej warto$é moze rosnaé
bez ograniczen, wiec teoretyczne zapotrzebowanie na pamieé¢ w kazdym wezle
jest nieograniczone.

Rozwiazanie Kravchika i Kuttena [KK13|, wymagajace synchronicznego
dyspozytora, stabilizuje system w O(Diam) rundach. Kazdy wezel oblicze-
niowy wykorzystuje O(log n) bitow, tak jak rozwigzanie zaproponowane przez
Datte, Larmore’a i Vemule [DLVI1la, [DLVI11b|. Przy czym rozwiazanie
IDLVI1al] dziala na systemach quasi-samostabilizujacych.

Kosowski i Kuszner [KKO05| pokazali poljednolity algorytm stabilizujacy
system po O(nDiam) ruchach. Altisen et al. JACD™15| zaprezentowali cichy
algorytm dziatajacy pod kontrolg rozproszonego i niesprawiedliwego dyspozy-
tora, ktory wykorzystuje O(logn) bitéw na proces i zatrzymuje sie¢ po O(n)
rundach a po O(n?) ruchach.
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2.2 Algorytmy dla drzew

Blair i Manne [BMO03] skonstruowali samostabilizujacy algorytm znajdowania
centroidu w drzewach, o zlozonosci O(n?) ruchéw. Dla zupelnosci tresci pracy
przedstawiamy pelng tres¢ tego algorytmu wraz z twierdzeniami opisujacymi
wlasnosci algorytmu (Algorytm , poniewaz bedziemy sie do niego odwoly-
waé w dalszych cze$ciach niniejszej pracy. Na potrzeby algorytmu dla wza-
jemnie sasiednich weztow ¢ oraz j w drzewie T zdefiniowana jest zmienna
size;(j), ktorej warto$¢ po ustabilizowaniu systemu oznaczaé bedzie liczbe
weztow w spojnej sktadowej grafu T —j, ktora zawiera i, gdzie i,j € V(T).
Dodatkowo zdefiniowano predykat

sizeCorrect; < (VjeN(i) size;(j) =1+ > Sizek(i)> :
keN()\{7}

Algorytm 1: Algorytm Blaira i Mannego [BM03|
R1:

if Jjene) size;(J) 7& 1+ Yken()—) Sizex(i) then
szzez(j) L+ > ken)-{) szzek(@)

R2:
if sizeCorrect; N (Vjenq) size;(i) < n;/2) Ap; # i then
pii=1
R3:
if sizeCorrect; A\ (Jjenqy sizej(i) > n;/2) Ap; # j then
pi=1]
R4:
if sizeCorrect; N\ (Jjen) sizej(i) =n;/2) NID; > ID; Ap; # i then
pi =1
Rb5:
if sizeCorrect; A (Jjenq) size;(i) = n;/2) NID; < I1Dj Ap; # j then
bi =)

Twierdzenie 3.10 z pracy [BM03] mozna sformutowaé¢ w nastepujacy spo-
sob.

Twierdzenie 1 (|[BMO03|). Dia kazdej sieci o topologii drzewa algorytm R1-
R5 stabilizuje system w co najwyzej 2n? —n ruchach, z wartosciami p;
dla wszystkich weztow i definiujgcymi ukorzenienie drzewa w jednym z jego
centroidow.
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Harary i Ostrand [HOTI| wprowadzili pojecie centrum artykulacyjnego
(ang. cutting center) w drzewach, wykorzystujac liczbe artykulacyjng (ang. cut-
ting number) (definicja[f] s.[11). Ponadto Harary i Slater [HS86] przedstawili
liniowy algorytm znajdujacy centrum artykulacyjne w drzewie i podali wzor
stuzacy obliczaniu liczby artykulacyjnej w danym wierzchotku:

W= ¥ ra-r-wjr:;( > \c¢|~<p—1—\ci\>>, 21)

1<i<j<k+1 1<i<k+1

gdzie C,, oznacza jedno z drzew powstalych po usunieciu wierzchotka v, zas p
to liczba wierzchotkow w catym drzewie. Pierwsza cze$é wzoru jest zapisem
definicji liczby artykulacyjnej, zas druga wynika z faktu, ze |C;| wierzchotkow
ze spojnej sktadowej taczylo sie za posrednictwem v z (p—1—|C;|) wierzchol-
kami z reszty drzewa. Jednak w ten sposob kazde polaczenie byloby liczone
dwukrotnie, stad wspolczynnik %

Chaudhuri i Thompson [CT04] przedstawiajg samostabilizujacy algorytm
znajdujacy centrum artykulacyjne w drzewach ukorzenionych. Autorzy [CT04]
popemili kilka znaczacych btedow, ktore ponizej przedstawiamy.

e Zalozono, ze kazdy wezel z gory zna rozmiar systemu (liczbe wszystkich
weztow). Systemy samostabilizujace moga ulega¢ przejsciowym btedom,
w tym zmianie wartosci zmiennych na niewtasciwe. Rozmiar systemu n
rowniez miatby by¢ taka zmiennag w kazdym wezle, ktorej wartosé mo-
gltaby by¢ zaburzona i powodowaloby to btedne dziatanie algorytmu.
Aby przywrocié poprawna warto$¢ zmiennej n w kazdym wezle, nale-
zaloby dodaé fragment odpowiedzialny za wykrywanie takiej usterki
1 jej usuwanie, o czym autorzy nie wspominaja.

e Podobnie zostato zatozone, ze drzewo jest ukorzenione i kazdy wezet
zna zbiér swoich dzieci oraz zna swojego ojca (poza korzeniem). Analo-
gicznie, jak w punkcie powyzej, zmienne okreslajace te wlasnosci moga
zosta¢ zaburzone w trakcie dzialania systemu, co wymuszatoby odtwo-
rzenie ich prawidtowego stanu. Autorzy réwniez nie odnosza sie do tej
kwestii.

Potowicznym rozwiazaniem mogloby by¢ zapisanie tych wartosci w kaz-
dym wezle na state tak aby nie mogtly ulec zmianie w wyniku przejscio-
wych btedow. Jednak to rozwigzanie stawia pod znakiem zapytania sens
uruchamiania catego samostabilizujacego algorytmu (zamiast klasycz-
nego o mniejszej ztozonosci) — skoro znana jest z gory topologia drzewa
i wiadomo, zZe nie zmieni sie w czasie dziatania systemu oraz ze wie-
dza ta jest wykorzystana w celu zapisania kazdemu weztowi jego dzieci
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i rodzica, to rownie dobrze mozna w ten sam sposéb wyznaczyé, ktore
wezly stanowia centrum artykulacyjne drzewa a nastepnie zapisac te
binarng informacje w kazdym wezle.

e Algorytm podzielono na 3 fazy, przy zalozeniu, ze wszystkie wykonuja
sie sekwencyjnie |[CT04, s. 188|, tzn. faza druga nie zacznie sie wyko-
nywaé, zanim nie zakonczy sie dziatanie fazy pierwszej itd. Nie wska-
zano, jaki mechanizm mialtby by¢ za to odpowiedzialny — przeciwnie
— w opisie modelu obliczen okreslono, ze wyboér, ktory z uprzywilejo-
wanych wezlow wykona ruch, jest niedeterministyczny [CT04, s. 185],
co przeczy sekwencyjnosci wykonywania si¢ faz.

e W dowodzie ztozonosci algorytmu (O(n?) ruchow) [CT04, s. 188, wyko-
rzystano zalozenie z poprzedniego punktu, tym samym wprowadzajac
do niego btad. Latwo da¢ kontrprzyktad pokazujacy, ze ztozonosé algo-
rytmu jest co najmniej O(n?) ruchow: wezmy drzewo w postaci §ciezki
prostej o n weztach. Zal6zmy ponadto, ze wszystkie wartosci D(i) w ta-
kim systemie sa nieprawidtowe, wiec wszystkie wezly sa uprzywilejo-
wane (faza I). Pesymistyczny przypadek polega na tym, ze pierwszy
ruch wykona korzen, obliczajac swoja warto$¢ D na podstawie bled-
nej wartosci D w swoim jedynym dziecku. Nastepnie dziecko korzenia
wyznaczy swoja wartos¢ D na podstawie wartosci ze swojego dziecka
i znowu korzeri wykona ruch. Kazda kolejna fala obliczenn bedzie w ten
sposob zaczynala sie o jeden wezel dalej od korzenia i podazala w jego
strone, wiec liczba ruchéow bedzie réwna 1 +2+ 34 ...+ n, co w sumie
da w ruchow.

Zauwazmy teraz, ze fazy moga si¢ przeplatacé, wiec po kazdym oblicze-
niu wartosci D w ktoryms z wezlow, moze sie aktywowaé (posrednio
przez faze I1) reguta 3 z fazy I11. Wykonanie tej reguty w wezle powoduje
jej aktywacje w wezle-rodzicu i tak az do korzenia. Zatem po kazdym
z O(n?) ruchow z fazy I moze si¢ wykona¢ O(n) ruchéw fazy II1. Daje
to ostatecznie O(n?) ruchow.

W rozdziale prezentujemy samostabilizujacy algorytm o ztozonosci
O(n?) ruchéw, oparty na algorytmie Blaira i Mannego [BM03| oraz Chau-
dhuriego 1 Thompsona [CT04], ktory jest pozbawiony wymienionych wyzej
defektow, wyznaczajacy centrum artykulacyjne w drzewie nieukorzenionym.

Wybor wiodacego wezta (ang. leader election) jest zagadnieniem teorii
grafow, ktore ma bardzo duzo zastosowan [APRI5, [FJ01, [FZAMOS| [Pat14],
XS06]. Antonoiu i Srimani [AS96] udowodnili, Ze nie istnieje algorytm wyboru
liscia jako lidera w dowolnym drzewie, w ktérym wezty nie maja unikalnych
identyfikatorow.
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Rozdzial 3

Centra graféw maksymalnych
zewnetrznie planarnych 1 ich
1loczynow kartezjanskich

3.1 Wprowadzenie

Grafy zewnetrznie planarne byly i nadal sa intensywnie badane. Systo [Sys79|
podal wiele wlasnosci spetnianych przez grafy zewnetrznie planarne. Prosku-
rowski [Pro80] podal wszystkie siedem postaci centrow graféw maksymal-
nych zewnetrznie planarnych. Farley i Proskurowski [FP80| skonstruowali
klasyczny (sekwencyjny) algorytm wyznaczajacy centrum graféw zewnetrz-
nie planarnych — prezentujemy go w rozdziale |3.2]

Uzyjemy definicji przytoczonej przez Farleya i Proskurowskiego w [EP80].

Definicja 8. Graf maksymalny zewnetrznie planarny (w skrdcie MOP) otrzy-
mujemy poprzez triangulacje wielokgta (przyktad na rysunku .

Czesto w literaturze obiekty definiowane przy pomocy definicji [§ by-
waja nazywane grafami zewnetrznie planarnymi dwuspdjnymi, podczas gdy
w zwyktych grafach maksymalnych zewnetrznie planarnych moze wystepo-
waé punkt artykulacji. W dalszej cze$ci bedziemy zajmowac sie tylko obiek-
tami zgodnymi z definicja [§] czyli grafami dwuspojnymi. Najmniejszym takim
grafem jest trojkat K3. Wszystkie wierzchotki moga by¢ styczne do jednego
regionu; najczesciej uznajemy, ze jest to region zewnetrzny i przyjmiemy tak
w dalszych rozwazaniach.

Definicja 9. W grafie maksymalnym zewnetrznie planarnym G kazda kra-
wedZ p = {i,7} € E(G) dzieli zbior wszystkich wierzchotkéw z wytqczeniem
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wierzchotkow i oraz j (V \ {i,j}) na dwa roztgczne zbiory wierzchotkow,
zwane stronami krawedzi, indukujgcych spojne podgrafy.

Jedna ze stron moze by¢ pusta. Ma to miejsce w przypadku, gdy dzielaca
krawed? jest styczna z regionem zewnetrznym. Bedziemy nazywac takie kra-
wedzie zewnetrznymi. Zauwazmy, ze wszystkie krawedzie zewnetrzne tworza
jedyny cykl Hamiltona [Har69] w takim grafie. Pozostate krawedzie, czyli te,
ktore rozdzielajg regiony wewnetrzne, bedziemy nazywaé wewnetrznymi.

W grafie maksymalnym zewnetrznie planarnym kazde dwa sasiednie wierz-
cholki 7, 7 maja co najwyzej dwoch wspolnych sasiadow k, [, z ktorych kazdy
nalezy do roznych stron Sy (dla k) oraz S; (dla [) podzielonych przez kra-
wedz {i,j}. Dlatego, aby jednoznacznie wyr6znié¢ strone krawedzi {7, j}, wy-
starczy wskaza¢ ten z wierzchotkow k lub [ (jako wyrdznik strony), ktory
nalezy do odpowiedniej strony. Przyjmujemy, ze takim wyréznikiem dla pu-
stej strony jest symbol ().

AANA

Rysunek 3.1: Przyktady graféw maksymalnych zewnetrznie planarnych z centrami:
z jednym, dwoma i trzema wierzchotkami.

3.2 Klasyczny algorytm wyszukiwania centrum

Farley i Proskurowski [FP80] wprowadzili pojecie acentrycznosei krawedzio-
wej.

Definicja 10. Niech bedg dane dwa wierzchotki v, j potaczone krawedzig oraz

e jeden z ich dwoch wspdlnych sgsiadow — w przypadku, gdy krawedz
{i,j} jest wewnetrzna lub

e jedyny ich wspolny sqsiad albo ) — w przypadku, gdy krawedz {i,j} jest
zewnetrzna

oznaczony jako k. Acentrycznosé krawedziowa e(i, 7, k) dla danego grafu G
definiujemy jako funkcje eq : V(G)* x (V(G) U{0}) — Z okreslong naste-
PUJGCo:
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o bezwzgledna warto$é e(i, j, k) jest réwna acentrycznosci wierzchotka i
w podgrafie indukowanym przez zbidr wierzchotkéw Sy U {i,j},

o c(i,7,k) jest ujemna wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ od j do wszyst-
kich wierzchotkow ze zbioru Sy U {i,j} odlegtych od i o d = |e(i, j, k)|
jest rowna d—1.

Zwroémy uwage, ze pierwszy punkt powyzszej definicji okresla modut
acentrycznosci krawedziowej, natomiast drugi punkt okresla jej znak. Po-
nadto trzeci argument funkcji eq jest réowny ) w przypadku, kiedy strona
jest pusta.

Przedstawimy ponizej oryginalny sekwencyjny algorytm Farleya i Prosku-
rowskiego [FP80|, obliczajacy acentrycznosci wierzchotkow; wraz z kluczo-
wymi lematami i ich ilustracjg. Algorytm oblicza acentrycznosé krawedziowa
rekurencyjnie. Proces zaczyna sie od acentrycznosci krawedzi zewnetrznych,

dla ktorych e(-,-,0) = —1.

Rysunek 3.2: [FP80] Iustracja lematow , i

Lemat 1 ([EP80]). Niech bedzie dana krawedz p = {u, v}, nalezgca do maksy-
malnego grafu zewnetrznie ptaskiego G, oraz jej niepusta strona S. Oznaczmy
dodatkowo ey = e(v,w,Ss) oraz es = e(w,v,Ss). Ponadto niech r oznacza
acentryczno$é krawedziowq wierzchotka uw w podgrafie indukowanym G[Ss U
{u,v,w}]. Wtedy

—(1+e) dlaey >0,
r =
€] w przeciwnym razie.
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Lemat 2 (|FP80]). Niech bedzie dana krawed? p = {u,v} oraz jej nie-
pusta strona S w grafie maksymalnym zewnetrznie ptaskim G. Oznaczmy
es = e(w,u,S1) oraz di = e(v,u,S). Dodatkowo niech r oznacza acentrycz-
no$é krawedziowq wierzchotka u w podgrafie indukowanym G[Sy U {u, v, w}]
jak w lemacie[] Wtedy

g Jlesldlales| > rl,
! T W Przeciwnym razie.

Lemat 3 ([EP80]). Niech bedzie dana krawedz p = {u,v} oraz jej niepusta
strona S w grafie maksymalnym zewnetrznie ptaskim G. Dodatkowo niech

- +e(w,u,S))  dlae(w,u,S) >0,
) le(w, u, Sy)] w przeciwnym razie.
Wtedy
]e(w,v,52)| dla e(w7U752>| > |Q‘7

q W Przeciwnym razie.

e(u,v,S) = {

Farley i Proskurowski udowodnili powyzsze lematy i zastosowali je w swoim
sekwencyjnym algorytmie, ktéry prezentujemy ponizej.

Algorytm 2: [FP&()]
Dany jest maksymalny graf zewnetrznie planarny M. Acentrycznosé
krawedziowa kazdej krawedzi obliczamy w nastepujacy sposob:

1. Dla wszystkich krawedzi {u, v} na cyklu Hamiltona w M,
przypisz wartos¢ —1 do e(u, v, () oraz do e(v,u, D)

2. W kazdym trojkacie (u,v,w), w ktorym wartosci e(w, u, St),
e(u,w, Sy), e(w,v,Ss), oraz e(v, w, Sy) sa obliczone, przypisz warto-
Sci e(v,u, S) ie(u,v,S) zgodnie z zasadami opisanymi przez lematy

[1] 2] oraz [3

3.3 Samostabilizujacy algorytm wyszukiwania
centrum

Przedstawimy teraz samostabilizujacy algorytm wyznaczajacy centrum grafu
maksymalnego zewnetrznie planarnego, ktory jest oparty na sekwencyjnym
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algorytmie Farleya i Proskurowskiego [FP80)]. Ponizszy algorytm zostat opu-
blikowany w [PB14].

Bedziemy uzywaé grafu stabego dualnego (definicja |§|, S. do danego
grafu maksymalnego zewnetrznie planarnego [FGHT4]. Taki graf staby dualny
jest zawsze drzewem [Sys79| — przyklad na rysunku . Od tej pory piszac
o grafie dualnym bedziemy mieli zawsze na mysli graf staby dualny.

Informacje na temat wierzchotka v} € G* grafu dualnego beda przecho-
wywane w trzech najblizszych wierzchotkach podgrafu K3 C G (otaczajacego
wierzchotek v}) pierwotnego grafu maksymalnego zewnetrznie planarnego G.

Rysunek 3.3: Przyktad grafu maksymalnego zewnetrznie planarnego oraz jego grafu
(stabego) dualnego.

Ponizej przedstawiamy notacje, ktorej bedziemy uzywaé¢ w dalszej czesci
niniejszego rozdziatu. Nastepnie podamy reguty algorytmu oraz intuicyjne
wyjadnienie zasady jego dziatania. Na koniec udowodnimy poprawno$¢ na-
szego algorytmu.

N(7) zbior sasiadow wierzchotka i, tj. N(i) = {j : {i,7} € E(G)}.

n(7) zmienna przechowujaca zbior N (i). Zauwazmy, ze wartosé n (i)
moze nie byé¢ poprawna w poczatkowej fazie dziatania algo-
rytmu lub po wystapieniu przejsciowego btedu. Natomiast
N (i) jest zbiorem, ktorego wartosé jest okreslana na biezaco
na podstawie potaczen wierzchotka ¢ z innymi wierzchotkami
1 nie moze by¢ wyznaczony przez wierzchotki inne niz ¢. Dla-
tego stosujemy zmienna n(i), ktéra umozliwia poinformowa-
nie sasiadow wierzchotka ¢, jakich on ma sasiadow.

c(i,7) zmienna znajdujaca sie w wierzchotku i, ktorej wartoscia jest
zbiér wspolnych sasiadéow wierzchotkéw ¢ oraz j.
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e(i, j, k) zmienna znajdujaca si¢ w wierzchotku ¢, ktérej wartoscia jest
acentrycznosé krawedziowa wierzchotka ¢ wzgledem krawe-
dzi {i, 7}, po stronie zawierajacej wspolnego sasiada k wierz-
chotkow i i j; k = () dla pustej strony (zewnetrznego regionu).

opp(i, 7, k) zmienna znajdujaca sie¢ w wierzchotku ¢, przechowujaca iden-
tyfikator strony przeciwnej do k wzgledem krawedzi {1, j}.

v(17) zmienna znajdujaca sie w wierzchotku ¢, przechowujaca acen-
tryczno$é wierzchotka ¢. Nie jest to acentrycznosé krawedzio-
wa; zauwazmy, ze w stanie dozwolonym jest ona rowna v(i) =
maxy |e(, j, k)| dla dowolnego sasiada j € N (7).

m(i, j, k) zmienna znajdujgca sie w wierzchotku ¢, przyporzadkowana
wierzchotkowi drzewa dualnego lezacemu wewnatrz regionu
{i,j,k}. Jej wartoscia jest para, z ktorej pierwszy element
to promien grafu maksymalnego zewnetrznie planarnego; zas
drugim elementem pary jest wskazanie strony (regionu), z kto-
rej pochodzi informacja o promieniu grafu. Drugi element
tym samym wskazuje réwniez, w ktora strone nalezy pojsé,
aby przyblizy¢ sie do centrum grafu. Jesli co najmniej jeden
z wierzchotkow ¢, j lub k wchodzi w sklad centrum grafu,
warto$é drugiego elementu pary to ().

Przedstawiliémy notacje, zatem mozemy teraz zaprezentowaé reguly na-
szego algorytmu (algorytm . W dalszej czesci przedstawiamy znaczenie i in-
tuicje zwiazang z poszczegdlnymi czesciami algorytmu.

W regule numer 1 przypisywana jest poprawna warto$¢ zmiennej n(z),
aby kazdy z sasiadow wierzcholka i mial informacje o zbiorze sasiadow N (7).
Dzieki temu dwa sgsiednie wierzchotki ¢ oraz j moga okresli¢ zbior wspolnych
sasiadow i1 przechowa¢ w zmiennych odpowiednio: ¢(i, j) oraz ¢(j,14), co jest
wykonywane w regule 2.

Reguly 3a, 3b 1 4/ — bedace adaptacja sekwencyjnego algorytmu Farleya
i Proskurowskiego — obliczaja acentrycznosci krawedziowe i wierzchotkowe.

Reguta 5 zapewnia rozpropagowanie informacji o minimalnej acentrycz-
nosci (promieniu) po calym grafie przy uzyciu drzewa dualnego. W regule
tej uzywamy pomocniczej funkcji MinEcc (Funkcja {4} s. , ktora oblicza
warto$¢ m(i, j, k). Uzywamy w niej dwoch funkeji rzutujacych pare na po-
szczegolne jej elementy: fst i snd wybieraja odpowiednio pierwszy i drugi
element pary.

Funkcja Min Ecc oblicza minimalng acentrycznosé¢ w grafie i strone, w kto-
ra nalezy sie przemiesci¢, aby dotrze¢ do wierzchotka o tejze najmniejszej
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Algorytm 3: Wyznaczanie centrum MOP — pierwsza czes¢
1:

if n(i) # N(i) then

n(i) == N(7)
2:
if Jienq) @ ci, k) # n(i) Nn(k) then
c(i, k) :==n(i) Nn(k)
3a:
if ngn(i) <|C(Zaj)| =1A (6(i7j7 @) 7& -1V Opp(i7j7 (b) 7&
kV opp(i,j, k) # 0)) then
e(i, 7,0) == —1
opp(i, 7,0) ==k
opp(i, j, k) =10
where
{k} =c(i,))
3b:
if Jjene) @ (le(@, J)] =1 A (e(i, ), k) # d V(i) # max(|e(i, j, k)], 1))
then
e(i,j, k):=d
v(i) := max(le(i, 7, k)|, 1)
where
. {—(1 + e(j, k, opp(j, k,1)))  dla e(j, k, opp(j, k. ) > 0,
e(j, k,opp(J, k,1)) w pozostalych przypadkach

g — J etk opp(i k)| if le(i, k, opp(i, k. 7))] > lal,
q w pozostatych przypadkach

{k} = (i, g)

acentrycznosci. Funkcja obliczana jest dla wierzchotkow ¢, j, k& wyznaczaja-
cych trojkat K3, wewngtrz ktérego miesci sie wierzchotek grafu dualnego.
[ustracja dziatania funkcji MinFEcc znajduje sie na rysunku (s. .
Pierwszym krokiem jest przyjecie, jako potencjalnie najmniejszej, war-
tosci z wierzchotka ¢, w ktérym funkcja jest obliczana. W tym przypadku
jako strone przyjmujemy ), w celu oznaczenia faktu, ze minimalna wartosé¢
zostala znaleziona w lokalnym wierzchotku drzewa dualnego. W drugim i trze-
cim kroku poréwnywane sa wartosci zmiennych m(k, i, j) i m(j, i, k) zapisane
w wierzchotkach odpowiednio: k£ oraz j. Jesli wartosci w wierzchotkach &
lub 7 pochodza z regionéw stycznych poprzez krawedzie {i, k} lub {i,j}, to
nie sg zaufane. Gdyby$my ich uzyli, nieprawidlowe wartosci mogtyby oscy-
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Algorytm 3: Wyznaczanie centrum MOP — druga czesé

4
if E|j€n(i) : <|C<27j)‘ =2A EIkec(i,j) : (e(i7j7 k) 7é dVv 0pp(i7j7 k) #
LVopp(i, j, 1) # k V(i) # max(|e(i, j, k)|, le(7, ,1)])))
then
e(i,j, k) :=d
opp(i, j, k) =1
opp(i, j, 1) ==k
v(i) := max(le(i, j, k), [e(i, j, ))])
where
e(j, k,opp(J, k,1)) w pozostalych przypadkach
i {|e<i,k,0pp<@-7k,j>>| dia |e(i, k,opp(i, k, )| > lal.
q w pozostatych przypadkach
{k, 1} = (i, j)
d:

if Jjrene) 0 (K €c(i,j) Am(i,j, k) # MinEcc(i, j, k)) then
m(i, 7, k) := MinEcc(i, j, k)

lowa¢ po krawedzi drzewa dualnego przez dowolnie dtugi czas. W ostatnich
dwoch krokach sprawdzane sa (i ewentualnie uzyte) wartosci z regionow sa-
siednich, z ktérymi graniczy wierzchotek .

Lemat 4. Algorytm sktadajgcy sie z requt 1-4 zatrzymuje sie po O(n?)
ruchach.

Dowdd. Stabilizacja reguty 1 jest oczywista i zajmuje O(n) ruchéw, poniewaz
jej wartownik nie zalezy od zmiennych w wierzchotkach sasiednich.

Reguta 2 zalezy od wartosci obliczonych przez regute 1, dlatego poje-
dynczy wierzchotek wykona co najwyzej stata liczbe ruchéow i sumaryczna
ztozonosé¢ w tym przypadku rowniez jest O(n).

Podobnie reguta 3a wykona sie O(n) razy, poniewaz jej wartownik zalezy
jedynie od zmiennych lokalnych oraz tych obliczonych w sasiadach przez dwie
wczedniejsze reguly — reguta ta oblicza acentrycznosci dla przypadku bazo-
wego (jak w rekurencyjnym algorytmie [FP80]): zewnetrznej strony grafu
zewnetrznie planarnego.

Gdy zmienna c(i, j) zostanie poprawnie obliczona w wezle i, jej wartosé
nigdy sie juz nie zmieni. Od tego momentu poprawnie obliczone, na podstawie
c(i, j), wartosci zmiennych e(i, 7,0), opp(, j, 0) i opp(i, j, k) rowniez nie moga,
ulec zmianie w wyniku dziatania algorytmu.
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Funkcja 4: MinFEcc(i, j, k)

v = v(7)

dir := )

if fst( (k,i,7)) <vAsnd(m(k,i,7)) € {opp(k,j,i),0} then
(v, dir) := m(k,1, )

if fst( (4,1, k)) <vAsnd(m(j,i, k) € {opp(j, k,i), O } then
(v, dir) :=m(j,1, k)

if  fst(m(i,j,opp(i, j, k))) < v Asnd(m(i, j,opp(i, j, k))) # k then
v = fSt( (Z,j,opp(i,j, k)))
dir = opp(i, j, k)

if fst(m(i, k,opp(i, k, 7)) < v A snd(m(i, k,opp(i, k,j))) # j then
v = fst(m(i, k,opp(i, k, 7))
dir := opp(i, k, )

return (v, dir)

W tym momencie we wszystkich wierzchotkach reguta 3a przestata byé
aktywna. Reguta 4 dotyczy tylko graféow wiekszych niz K3, a w szczeg6lnosci
krawedzi oddzielajacych regiony wewnetrzne grafu. Wezmy dowolng taka kra-
wedz, ktéra dodatkowo ma po (przynajmniej) jednej ze stron S = {k} tylko
jeden wierzchotek k. Na tejze krawedzi reguta 4 obliczy acentrycznosé krawe-
dziowa dla obu koricow krawedzi {i, j} i strony przeciwnej do S na podstawie
wartosci acentrycznosci obliczonych przez regute 3a w wierzchotkach ¢ oraz j
— ilustracja na rysunku [3.5] W tym przypadku, gdy |S| = 1, acentrycznosci
te sa rowne —1.

Wykonanie reguty /4 w przyktadzie jak powyzej stanowi poczatek ostatniej
Sfali” wykonan regulty 4, ktora wyznaczy poprawne wartosci acentrycznosci
krawedziowych. Takich fal moze by¢ O(n), a kazda z nich sklada sie z O(n)
ruchéw. W rezultacie daje to O(n?) ruchéw wykonanych wedtug reguly 4.

Na koniec zajmiemy sie zliczeniem ruchéw wykonanych wedtug reguty 5b.
Uruchomi sie ona za kazdym razem, gdy fala obliczeri reguty 4 dotrze do kra-
wedzi zewnetrznej. Reguta 3b wyznacza acentrycznosé na takiej krawedzi
po stronie, z ktorej nadeszta fala. Mnozac liczbe fal przez liczbe takich kra-
wedzi, otrzymujemy O(n?).

Ostatecznie wszystkie etapy sumuja si¢ do O(n?) ruchéw dla calego algo-
rytmu 1-4. O

Lemat 5. Po zatrzymaniu sie requl 1-4 algorytmu [J faza 5 zatrzyma sie
po O(n?) ruchach.

Dowaod. Najbardziej pesymistycznym przypadkiem jest sytuacja, gdzie kazdy
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5
. I .
J 4 l
Rysunek 3.4: Ilustracja obliczenia funkcji MinFEcc(i, j, k). Kolejnosé obliczen jest
nastepujaca:

1. (v(7),0) (linie 1-2 w funkcji MinEcc),
2. m(k,i,7) (linie 3-5),

3. m(j,4,k) (linie 6-8),

4. m(i, j,0pp(i, j, k)) (linie 9-12),

5. m(i, k,opp(i, k, 7)) (linie 13-16).

Znak zapytania symbolizuje zmienna m(i, j, k), ktora jest wtasnie obliczana.

wierzchotek zawiera lokalnie niepoprawng warto$¢ zmiennej v i m(-, -, ).

Na poczatek przyjmijmy pesymistyczny przypadek, gdy zmienna v(i)
w kazdym z wierzchotkéw ¢ ma warto$¢ mniejsza niz rzeczywista poprawna
acentrycznos¢ wierzchotkowa, a ponadto nie ma dwoch wierzchotkéw ¢ oraz 7,
ktore miatyby jednakowe wartosci zmiennych v(4) i v(7).

Podobnie najbardziej pesymistyczna kolejnosé rozprzestrzeniania sie po-
prawnej wartosci zmiennej m(-, -, -) bytaby wtedy, gdy wartosé¢ v(i) dla pew-
nego i, ktoéra jest mniejsza od rzeczywiscie poprawnej wartosci, rozprzestrze-
nia sie¢ posrod weztow k, w ktorych zmienne v(k) maja warto$¢ mniejsza
od v(i).

Ta faza zajmuje O(n) ruchow. Po jej zakoriczeniu drzewo dualne za-
wiera jako warto$é promienia grafu zewnetrznie planarnego niepoprawna war-
tosé v(1). Pozostalo jeszcze n — 1 kandydatoéw z niepoprawna wartoscia mini-
malnej acentrycznosci do rozprzestrzenienia po drzewie dualnym. Ponownie
pesymistyczny przypadek polega na rozprzestrzenieniu sie najwiekszej spo-
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l

Rysunek 3.5: llustracja reguty 4.

§rod tych wartosci. Kazda z tych faz sktada sie z O(n) ruchéw a faz jest O(n),
wiec faza 5 zajmuje w sumie O(n?) ruchow. O

Z lematow [4i[f|oraz z faktu, ze po kazdym ruchu wykonanym przez reguty
1—4 moze sie wykonaé cata faza 5, wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Algorytm@ wykonuge sie w O(n*) ruchach.
Na koniec przytaczamy twierdzenie dotyczace poprawnosci algorytmu.

Twierdzenie 3. Po zatrzymaniu sie algorytmul(d system znajdugje sie w stanie
dozwolonym.

Dowod. Przypus$émy, ze po zakoriczeniu algorytmu system jest w stanie nie-
dozwolonym. Oznacza to, ze wartownik reguty 5 jest spelniony co najmniej
w jednym z wierzchotkow. Przeczy to zalozeniu, ze algorytm sie zatrzy-
mat. O

3.4 Rozszerzenie na iloczyn kartezjanski MOP
Z K2

W tej czesci zaprezentujemy samostabilizujacy algorytm wyznaczajacy cen-
trum iloczynu kartezjanskiego grafu maksymalnego zewnetrznie planarnego
oraz grafu K,. Algorytm ten zostal opublikowany w [BP14].
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W iloczynie kartezjariskim dowolnego grafu (w szczegolnosei planarnego)
G i Ky mozemy wyr6zni¢ dwie warstwy, z ktorych kazda jest izomorficzna

z grafem G (rysunek [3.6)).

7
Rysunek 3.6: Przyktad iloczynu kartezjanskiego grafu maksymalnego zewnetrznie
planarnego oraz Ko.

Twierdzenie 4. W iloczynie kartezjanskim G = M x K, gdzie M jest gra-
fem maksymalnym zewnetrznie planarnym, graf indukowany przez C(G) jest
iloczynem kartezjaniskim Ko z grafem indukowanym przez C(M;) dla kazdej
z warstw M; grafu G.

Dowdd. Niech z € V(G), wtedy eccg(x) = ecep,(z) + 1, i € {1,2}. Stad
C(G) = C(M;) U C(Ms). O

Aby dostosowaé algorytm wyznaczania centrum dla grafu maksymalnego
zewnetrznie planarnego do iloczynu takiego grafu z Ky, nalezy znalezé¢ sposéb
na okreslenie, czy dwa sasiednie wierzchotki leza w jednej warstwie, czy nie.
W tym celu zdefiniujemy predykat

pairing(i, j) < (j € N(i)) A (N()) NN (5)) = 0), (3.1)

ktory stwierdza, czy wierzchotki ¢ oraz j leza w réznych warstwach na odpo-
wiadajacych sobie pozycjach.
Uzyjemy predykatu pairing do zdefiniowania sgsiedztwa warstwowego

L(i) ={j € N(i) : —pairing(i, )}, (3.2)

czyli zbioru sasiadéw wierzchotka i, ktore leza w tej samej warstwie.

Teraz mozemy juz nanie$¢ drobna zmiane (algorytm do reguty 1,
gdzie zastepujemy wyrazenie N (i) wyrazeniem L(7). Jest to jedyna wyma-
gana zmiana w algorytmie. Z tego powodu zachowuje on wszystkie pierwotne
wlasciwosci dotyczace poprawnosdci i czasu dziatania.
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Algorytm 5: Reguta 1 algorytmu dla MOP x Ky

1:
if n(i) # L(i) then
n(i) == L(7)

3.5 Rozszerzenie na iloczyn kartezjanski MOP
z P,

Dla grafow MOP x P, udowodnilismy, ze centrum zawiera si¢ w obu war-
stwach grafu (twierdzenie . Uogoélnimy to twierdzenie na iloczyny karte-
zjaniskie MOP x P,,.

Twierdzenie 5. Podgraf indukowany przez centrum iloczynu kartezjanskiego
MOP x P, jest iloczynem kartezjarskim podgrafow indukowanych przez cen-
trum MOP oraz centrum P,,.

Dowadd. Niech bedzie dany maksymalny zewnetrznie planarny graf M oraz
ciezka Py,. Oznaczmy przez r(M) acentryczno$é dowolnie wybranego wierz-
chotka u € C(M) i przez r(P,,) acentrycznos¢ dowolnie wybranego wierz-
chotka v € C(P,,). Wezmy teraz graf G = M x P,, oraz wierzcholek w =
(u,v) € V(G). Z definicji iloczynu kartezjarnskiego mamy, ze krawedzie w gra-
fie G maja postac¢ {(w;,vi), (u;, vy)} lub {(w;, vk), (u;,ve)}, gdzie {u;,u;} €
E(M) oraz {vg, v} € E(Py,). Stad wynika, ze eq(w) = (M) + r(P,,).

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy wykazaé, ze w grafie G nie istnieje wierz-
chotek x € V(G) o acentrycznosci mniejszej, niz eq(w). Gdyby tak byto,
to w sktad Sciezki laczacej x z najdalszym wierzchotkiem z V(G) musia-
taby wchodzi¢ chociaz jedna krawedz postaci {(u;, vi), (uj, v)} (w;,u; € M,
w; # uj, Vg, v € Py, vy, # up), co, z definicji iloczynu kartezjanskiego grafow
(definicja [7], s.[13)), jest niemozliwe. O

Aby rozszerzy¢ nasz algorytm na iloczyn kartezjanski ze sciezka P, (rysu-
nek [3.7), powtérnie wykorzystamy predykat pairing do rozpoznawania,
czy dane dwa sasiadujace wierzchotki naleza do jednej warstwy. Dla wierz-
chotka ¢ definiujemy zbior sasiadow nalezacych do warstwy innej niz warstwa
zawierajaca wierzchotlek 7 nastepujaco

P(i) ={j € N(i) : pairing(i, j)}. (3.3)

Ze wzorow (3.2)) oraz (3.3)) wynika, ze dla kazdego wierzchotka i zachodzi row-
nos$¢ N (i) = L(1)UP(i) i jednoczesnie L(i)NP(i) = 0. W iloczynie kartezjani-
skim MOP x P, dla kazdego wierzchotka i zbior P(i) zawiera 0 (gdy m = 1),
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Rysunek 3.7: Przyktad iloczynu kartezjanskiego grafu maksymalnego zewnetrznie
planarnego oraz Sciezki Ps. Wierzchotki nalezace do centrum poszczegolnych warstw
zostaly zaczernione. Wierzchotki nalezace do centralnej warstwy zostaly powiek-
szone. Wierzchotki nalezace do centrum calego grafu M OP x Pj sa zaznaczone
duzymi, zaczernionymi kotkami.

1 lub 2 elementy. Zatem jesteSmy w stanie rozrézni¢ warstwy, do ktérych na-
leza wierzcholki i, na skrajne (wtedy |P(:)] < 1; |P(i)] = 0, gdy Sciezka
P,, jest zdegenerowana do pojedynczego wierzchotka Pj) oraz wewnetrzne
(wtedy |P(i)] = 2). Do kazdego wezla i wprowadzamy nowa zmienna lx;,
ktorej wartosé zalezy od warstwy, w ktorej lezy wierzchotek ¢

llL’Z’ =

0 dla |P(i)| < 1,
1 +minjepgy lo;  dla [P(i)] =2

Poprawnie obliczone wartosci zmiennych lx; w kazdym z weztéw ¢ po-
zwalaja okredli¢, czy dana warstwa jest jedyna lub jedna z dwdch central-
nych warstw grafu. Jesli dla danego wierzchotka ¢ nie istnieje sasiad j lezacy
w innej warstwie, dla ktorego wartos¢ lx; bylaby wigksza, niz lz;, wtedy
wierzchotek ¢ nalezy do warstwy centralnej. Dla uproszczenia dalszego za-
pisu zdefiniujemy predykat isInCentral Layer(), ktory stwierdza, czy dany
wierzchotek ¢ nalezy do centralnej warstwy

isInCentral Layer (i) < Vjep)(lz; > lx;).

Ponizej przedstawiamy reguty algorytmu S-MOPXP-CENTER — algo-
rytm [6] Wyznacza on centrum iloczynu kartezjanskiego MOP x P, jako ilo-
czyn kartezjanski centrum $ciezki i centrum grafu maksymalnego zewnetrznie
planarnego.

Po ustabilizowaniu sie catego systemu, znajdujac sie w dowolnym wierz-
chotku grafu, mozemy dojs¢ do centrum wedrujac w pierwszej kolejnosci
do wierzcholkéw zawierajacych coraz wicksza warto$¢ zmiennej lz (czyli
przemieszczajac sie do warstw coraz blizszych centralnej). Gdy juz dalsza we-
drowka miedzy warstwami jest niemozliwa z powodu braku weztow o wickszej
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Algorytm 6: S-MOPXP-CENTER — pierwsza czesé¢
la:
if n(i) # N(i) then
n(i) == N(7)

1b:
if p(i) # P(i) then
p(i) = P(i)
Ic:

if (i) # L(i) then
[(i) := L(7)
1d:

if |p(i)| <1Alz; #0 then
lz; =0
le:
if |p(i)] =2 Alx; # 1+ minjep(;) lz; then
lz; == 1+ minjepy) lo;

if isInCentralLayer(i) A Jperq) @ c(i, k) # L(i) Nn(k) then
c(iy k) == L(i) N n(k)

wartosci [x, nalezy wedrowac tak, jak w przypadku pojedynczego grafu MO P
— zgodnie z wartosciami zmiennych m(-, -, ).

Na podstawie twierdzenia 5] centrum MOP x P, znajduje sie w warstwie
centralnej czyli generowanej przez centrum $ciezki P,,. Odpowiadaja za to
reguty 1—1Ie.

Za wyznaczenie centrum w centralnej warstwie odpowiadaja reguty 2-5,
ktorych poprawnosé zostata juz udowodniona w rozdziale [3.3|

Zlozonosé algorytmu jest tego samego rzedu, jak wezesniejszego (O(n?)),
z zastrzezeniem, ze faza opisana przez reguly 2-5 moze wykonywaé ruchy
niezaleznie od siebie w kazdej warstwie, dopoki reguty 7a—d nie wskaza tylko
jednej lub dwoch centralnych warstw, dla ktorych wymagane jest wykonanie
reguty 2-5.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

3.5 Rozszerzenie na iloczyn kartezjaiiski MOP z P, 34

Algorytm 6: S-MOPXP-CENTER — druga czesé

Sa:
if Jjere @ (Je(@, 5)] = 1A (e(i,5,0) # =1V opp(i, j,0) #
kv opp(z J, k) #0)) then
e(i, 7,0) := —1
opp(i, j,0) ==k
opp(i, j, k) =0
where

{k} =c(i,))
3b:

1 ieuy (i )] = LA (6(i.3.K) # 4V v(0) # max(fe(i, )1 1)
then

e(i, j,k) :==d
v(i) := max(le(i, j, k)|, 1)
where
= |~ F el kopp(jik,a))) - dlae(f, k,opp(j, &, ) > 0
e(j, k,opp(J, k,1)) w pozostalych przypadkach
g — J etk opp(i k. 7))l dla fe(i, k, opp(i, k, 7)) > lal,
q w pozostatych przypadkach
{k} =c(i,))
4: . . . . .
if E|j€L(z') : (’C(Zaj” =2A Elkec(l j) (6(27]7 k) 7& av Opp(l,], k) 7&
LV opp(i, j, 1) # k V(i) # max(le(é, j, k)], (i, j,1)]))) then
e(i,j, k):=d
opp(i, j, k) =1
opp(i, j, 1) =k
v(i) := max(|e(i, j, k)|, le(i, 4, 1))
where
_ ) (L +eG kopp(y, k1) dlae(j, k, opp(j, k, 7)) > 0,
e(j, k,opp(J,k, 1)) w pozostalych przypadkach
g — ) leti K opp(i,k,5))| - dla |e(d, k, opp(i, k, 5))| > lal,
q w pozostatych przypadkach
{k, 1} = (i, j)
5:

if Jjpere : (k€ c(i,j) Am(i,j, k) # MinEcc(i, j,k)) then
m(i, j, k) = MinEcc(i, j, k)
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Rozdzial 4

Wybrane algorytmy
samostabilizujace dla drzew

4.1 Algorytm znajdowania wazonego centroidu

Blair i Manne [BMO03| pokazali szybki algorytm wyboru lidera w drzewach
bez wag. My zaprezentujemy zmodyfikowany algorytm dla drzew z dodatnimi
wagami na wierzchotkach, opublikowany w [BP12].

Niech bedzie dane niezakorzenione drzewo 7. Kazdemu weztowi ¢ drzewa
przyporzadkowana jest waga w; bedaca dodatnia liczba catkowita (przyktad
na rysunku . Sume wag wszystkich weztéw oznaczamy przez Wr, zas
przez T;(j) bedziemy oznaczaé¢ poddrzewo zawierajace wezel i, ktére powsta-
nie po usunieciu krawedzi {7, j} z drzewa T

Definicja 11. Wazonym centroidem nazywamy wezel drzewa, ktorego usu-
niecie rozdzieli drzewo na dwa poddrzewa, w ktorych suma wag wierzchotkow
jest nie wieksza od Wr /2.

Lemat 6. Istnieje co nagmniej jeden centroid w drzewie z wagami.

Dowadd. Zatdzmy, ze nie istnieje zaden centroid w drzewie. To oznacza, ze jesli
usuniemy dowolny wezel, zawsze jedno z powstalych poddrzew bedzie miato
sume wag wieksza od Wr/2.

Wybierzmy na poczatku dowolny wezel w drzewie. Bedziemy wedrowac
do sasiada, ktory znalaztby sie w poddrzewie o wadze wiekszej od Wr/2,
gdybysmy usuwali dany wezel. Powtarzajmy te czynnosé do momentu, gdy
cofniemy sie do wezta, w ktorym juz bylismy. Od tego momentu bedziemy
wedrowa¢ pomiedzy dwoma weigz tymi samymi weztami. Jesli usuniemy kra-
wedz je taczaca, powstang dwa poddrzewa, z ktorych kazde ma wage wicksza
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wy =295 we = 1

w2:3 @ w5:4

w3:2 w7:10

Rysunek 4.1: Przyktad drzewa z wagami.

od Wr/2. Prowadzi to do sprzecznosci, poniewaz suma ich wag musi by¢
réwna Wr. O

Udowodniliémy istnienie centroidéow w kazdym drzewie, wiec teraz ogra-
niczymy ich liczbe od gory.

Twierdzenie 6. Liczba centroidow w drzewie z wagami jest rowna 1 lub 2.
Ponadto, jesli istniejg 2 centroidy, to sq one sgsiadams.

Dowdd. Zalozmy, ze w danym drzewie istnieja dwa centroidy i, j (rysu-
nek , ktore nie sasiaduja ze soba. Wtedy istnieje co najmniej jeden we-
zel pomiedzy nimi, ktory nalezy do poddrzewa indukowanego przez zbidr
wezlow B, do ktorego nie nalezy ani ¢, ani j. Ponadto oznaczmy przez A
i C' zbiory wierzchotkéw nalezgce do poddrzew zakorzenionych w sasiadach
(spoza B) wierzchotkow odpowiednio i oraz j.

Mozemy zatem zapisa¢ rownanie

wa +w; +wp + w; + we = Wr, (4.1)

gdzie wa, wp, we, w;, w; oznaczaja wagi poddrzew indukowanych przez zbiory
odpowiednio A, B, C,{i}, {j}. Wezel ¢ jest centroidem, wiec zachodzi nieréw-
nosc:

wp + wj +we < WT/Q.
Podobnie dla j zachodzi:

wa + w; +wp < WT/2.

Jedli dodamy do siebie stronami dwie powyzsze nieréwnosci, otrzymamy:

wA+wi+2wB+wj+wc<WT,
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Rysunek 4.2: Zaktadana topologia drzewa w dowodzie Twierdzenia @ 1 oraz j to
centroidy.

co, porownujac z (4.1)), implikuje wp < 0. Stoi to w sprzecznosci z zatoze-
niem, ze wagi wszystkich wierzchotkéw sa dodatnie. To dowodzi, ze centroidy
zawsze ze soba sasiaduja.

Wszystkie centroidy tworza klike, poniewaz kazdy musi sasiadowaé z kaz-
dym innym. W przypadku 3 lub wiecej centroidéw taka klika nie moze wy-
stapi¢ w drzewie, wiec maksymalna liczba centroidéw w drzewie to 2. n

Ponizej prezentujemy samostabilizujacy algorytm W-CENTROID znajdu-
jacy wazony centroid w drzewie z wagami. Algorytm wykonuje sie w dwoch
fazach. W czasie wykonania pierwszej z nich dla kazdego wezta ¢, dla kazdego
jego sasiada j obliczana jest waga poddrzewa T} (i).

Po ustabilizowaniu sie pierwszej fazy kazdy wezet moze okresli¢ wage ca-
tego drzewa. Druga faza algorytmu wybiera centroid na podstawie wartosci
obliczonych w czasie pierwszej fazy.

Wykonanie obu faz si¢ przeplata; nazywamy je fazami tylko dlatego, ze po-
prawnos$¢ wynikoéw obliczen drugiej zalezy od zakonczenia sie pierwszej.

Na potrzeby naszego algorytmu kazdy wezet ¢ zawiera tablice wag W;.
Po zakoriczeniu pierwszej fazy, wartoscia W;[j] bedzie waga poddrzewa T;(j).
Ponizej podajemy algorytm pierwszej fazy.

Algorytm 7: Pierwsza faza algorytmu W-CENTROID
RI:
if ElJ‘EN(Z‘) Wl[]] # w; + Zk‘EN(i)—{j} Wk[z] then
VVZ[]] =w; + ZkEN(i)—{j} Wk[l]

Ponizszy lemat, dotyczacy stabilizacji algorytmu R1 (algorytm , jest
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analogiczny do lematu 3.1 z pracy [BMO03|, przy czym dotyczy drzew z wa-
gami.

Lemat 7. Dla drzewa z wagami algorytm R1 zatrzymuge sie.

Dowod. Niech bedzie dany ciag Fn, Es, ..., By wykonan reguty R1 na ciagu
kolejnych weztow sy, s9,..., s, tak, ze ruch F;,;1 < i < k powoduje pierw-
sza zmiane wartosci Wy, [s;11] w wezle s;, wykorzystujaca wartosé Wi, | [s;]
z wezta s;_1. Na przyktad ruch Es jako pierwszy spowoduje aktualizacje war-
tosci Wi, [s3] wykorzystujac wartos¢ Wi, [ss]. Ostatni ruch dotyczy warto-
sci W, [Sk+1]-

Pokazemy teraz, ze s; # s; dla i # j. Zgodnie z regula R1, zachodzg
dwie nieréwnosci: s; # s;41 oraz s; # S;4o. Pierwsza wynika wprost z definicji
reguty R1. Aby uzasadni¢ druga nier6wnos$é, zauwazmy, ze na wartos¢ W;[j]
maja wplyw (poza w;) tylko wartosci W;[i], ¢ # j (przyklad na rysunku [4.3)).
Z kolei W;[j] ma wptyw tylko na W;[p|, p # i.

C S

Wy li]

Rysunek 4.3: [BM03] Ciagi wykonania reguty R1 wzdluz $ciezek w drzewie. Wza-
jemna zalezno$¢ poprawnych wartosci zmiennych W.[-| pokazano strzatkami.

Wezmy teraz t = s; a 7 = s;1. dla ¢ > 2. Rownos¢ s; = s, implikuje
istnienie cyklu w rozpatrywanym grafie. Mamy wtedy sprzeczno$é, gdyz roz-
patrujemy drzewa. Skoro zadne dwa wezlty w ciagu s, So, ..., S, nie moga
by¢ sobie rowne, to musi zachodzi¢ k < n z zasady szufladkowej Dirichleta.

W drzewie istnieje doktadnie jedna $ciezka pomiedzy dwoma wybranymi
weztami. Stad liczba wszystkich opisanych powyzej maksymalnych Sciezek
wykonania reguty RI jest réowna co najwyzej n?, jesli rozrézniany jest zwrot
Sciezki.

Przypusémy, ze algorytm R1 sie nie zatrzymuje. To oznacza, ze przynaj-
mniej jedna z maksymalnych $ciezek S wykonania reguty R1 musi wystapi¢
wielokrotnie w ciggu wszystkich wykonan reguly. Oznaczmy przez S® i S°
dwie maksymalne rézne Sciezki wykonan reguty R1, gdzie ciagi wykonania
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sa identyczne, czyli B = Ef . Zauwazmy, ze poczatkowy ruch w kazdym
maksymalnym ciagu zalezny jest od poczatkowego stanu systemu. Zatem ru-
chy EY oraz Elﬂ musza by¢ identyczne i pozostawiaja po sobie identyczny
stan w pierwszym (tym samym) elemencie $ciezki. Podobnie kolejny ruch
w wezle so — zalezny tylko od stanu poczatkowego, wagi ws, oraz stanu Wy, [ss]
w wezle s1 (obliczonego przez analogiczny ruch w s;) — daje ten sam stan we-
zta sy. Powtarzajac to rozumowanie indukeyjnie dla kazdego wezta w Sciezce,
wnioskujemy, ze S® i S” skladaja sie z tych samych ruchéw, wiec sg tozsame.
Przeczy to zaltozeniu, ze algorytm sie nie zatrzymuje. O

w; =95 wg =1

w3:2 w7:10

Rysunek 4.4: Drzewo z rysunku z wyznaczonymi poprawnie (po zakonczonej
stabilizacji fazy pierwszej) wartosciami W;[j] dla kazdego wezla i oraz jego sa-
siada j.

Lemat 8. Po zatrzymaniu sie algorytmu R1 dla drzewa z tablicg wag warto-
$ci Wi[j] sq obliczone poprawnie dla wszystkich weztow i oraz ich sqgsiaddw j

(rysunek [4.4)).

Dowad. Zastosujemy dowod indukcyjny wzgledem rozmiaru drzewa.
Przypadkiem bazowym jest pojedynczy lis¢. Wystepuja wtedy dwie moz-
liwosci: albo wartos¢ W;[j] w lisciu ¢ jest poprawna, albo nie jest poprawna
przed rozpoczeciem dziatania algorytmu. Jesli wystapilta druga mozliwosé, re-
guta R1 w wezle 7 jest aktywna i po skonczonym czasie zostanie wykonana,
wiec przestanie by¢ aktywna. Jesli zas od poczatku W;[j] byto poprawne,
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reguta RI réwniez nie jest aktywna. W obu przypadkach, z powodu nieak-
tywnosci reguty R1, warto$¢ W;[j] nigdy sie nie zmieni i do korica dziatania
algorytmu pozostanie poprawna.

Zatozenie indukcyjne polega na stwierdzeniu, ze dla danego wezta i kazdy
jego sasiad k poza weztem j ma obliczona poprawnie wartos¢ Wy[i]. Wtedy,
jesli w wezle i jest niepoprawna warto$¢ zmiennej W;[j], moze ona by¢ po-
prawiona uwzgledniajac mieszczace sie w sasiadach wartosci Wy[i]. Obliczona
w ten sposob warto$¢ zmiennej W;[j] jest poprawna i nie ulegnie zmianie
do konca dziatania algorytmu, co dowodzi teze indukcyjna i tym samym kon-
czy dowod. O]

Zajmiemy sie teraz maksymalng liczba ruchéow, ktére musi wykonaé al-
gorytm, aby sie¢ zatrzymac. Niech |T;(j)| bedzie liczba weztow w poddrze-
wie T;(j), za$ ¢;(j) liczba zmian zmiennej W;[j] w trakcie dzialania algo-
rytmu R1. Ponizej przytaczamy (przystosowany do naszego algorytmu) lemat
z pracy [BMO3|, ktory pozwoli nam okresli¢ ztozonosé naszego algorytmu.

Lemat 9. Po zakonczeniu dziatania algorytmu R1 dla drzewa z tablicg wag,
dla kazdego wezta i oraz jego sqsiada j zachodzi nieréwnosé ¢;(j) < |Ti(j)|-

Dowdd. Dowod jak dla lematu 3.2 w [BMO03]. O

Liczba ruchoéw wykonywanych przez algorytm RI jest taka, jak w drze-
wach bez wag, zatem nastepujacy lemat réwniez ma zastosowanie w naszym
algorytmie.

Lemat 10. Algorytm R1 dla drzewa z wagami wykonugje co najwyzejn-(n—1)
ruchow.

Dowdd. Dla kazdej pary weztéow ¢ oraz j potaczonych krawedzia zachodzi
rownosc |T;(5)| +|T5(i)| = n. Stad z lematu [9] taczna liczba zmian zmiennych
W[j] 1 W;[i] wynosi co najwyzej n. Zauwazmy, ze w drzewie jest n—1 par
potaczonych wezlow, co konczy dowod. O]

Po ustabilizowaniu si¢ pierwszej fazy czyli algorytmu RI kazdy wezel
moze okresli¢ wage calego drzewa. Aby to udowodni¢, wprowadzimy predy-
kat, analogicznie do tego wprowadzonego przez Blaira i Mannego [BMO3]
dla rozmiaru drzewa, ktory orzeka, czy z punktu widzenia wezta ¢ mozna
okresli¢ wage catego drzewa:

wCorrect; < <VjeN(i) ( Wilj] = ws + Z Wi[d] )) :

keN(i)—{j}
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Poréwnujac wCorrect z wartownikiem reguty RI, mozna stwierdzié,
ze dla danego wezta predykat jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy re-
guta R1 jest nieaktywna.

Po ustabilizowaniu sie algorytmu R1, zachodzi ponizszy lemat, ktory
wskazuje, jak wezet ¢ moze obliczy¢ wage catego drzewa.

Lemat 11. Jesli zachodzi predykat wCorrect;, wtedy W;[j]+W;[i] = W;[k]+
Wili] dla dowolnych sqsiaddw j, k wezta i.

Dowadd. Po ustabilizowaniu algorytmu R1, z definicji predykatu wCorrect;
wynika:
Wz[]] + VV][Z] = w; + quN(i)—{j} Wq[i] + Wj M
= wi + Xgene We [1]
= w;+ quN(i)—{k} Wq [Z] + Wi [Z]
= Wilk] + Wili]

]

W ten sposob kazdy wezel ¢ moze stwierdzi¢, czy waga Wr,(;) zapisana
w ktoryms z jego sasiadow j jest wicksza od potowy wagi catego drzewa. Jesli
ta wlasnos¢ zachodzi, wezel ¢ nie moze by¢ wazonym centroidem, odlegtosé
od centroidu jest mniejsza dla j, niz dla <. Jest nawet mozliwe, ze j jest wtedy
centroidem. Z drugiej strony, jesli dla zadnego sasiada j wezta i nie zachodzi
Wr, i) > Wr/2, wezel i jest centroidem.

Zgodnie z twierdzeniem@ (s. w drzewie moga wystapi¢ dwa centroidy.
Nasz algorytm konczy dzialanie wskazujac centroid o wiekszym identyfikato-
rze.

Za kazdym razem, gdy predykat wCorrect; jest spetniony, wezel ¢ moze
obliczy¢ wage catego drzewa. Wtedy to obliczenie bedzie poprawne lokalnie.
Globalna poprawnosé¢ jest zapewniona, gdy algorytm RI1 zakonczyl swoje
dzialanie we wszystkich wierzchotkach. Przez W; bedziemy oznaczaé wage
calego drzewa obliczona przez wezel . Zauwazmy, ze poki algorytm R sie
nie skonczyt, moze zachodzié¢ sytuacja, ze W; # Wr dla pewnego i.

Ponizej (s. prezentujemy druga faze sktadajaca sie z czterech kolejnych
(ostatnich) regul naszego algorytmu. Ich celem jest wskazanie centroidu —
po ustabilizowaniu, jesli wezel jest centroidem, wskazuje na siebie; w przeciw-
nym razie wskazuje na sasiada, ktorego odlegtosé od centroidu jest mniejsza.
Tak wiec kazdy wezet i zawiera zmienna p;, ktorej wartoscia jest identyfikator
sasiada lub samego siebie w przypadku centroidu.

W wartownikach wszystkich regut od R2 do RS predykat wCorrect; musi
by¢ spetniony. W wyniku tego reguty te sa nieaktywne, poki, z punktu widze-
nia wezla i, wagi sasiadujacych z nim poddrzew nie zostaly jeszcze poprawnie
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Algorytm 8: Druga faza algorytmu W-CENTROID

R2:
if (wCorrect;) N (Vjen@W;li] < Wi/2) A (p; # i) then
Di =1
R3:
if (wCorrect;) N (Jjen@W;li] > Wi/2) A (p; # j) then
pii=]
R4:
if (wCorrect;) N (JjeneyW;lil = Wi/2) N (ID; > ID;) A (p; # i) then
pi =1
Rb5:
if (IUCOT’T‘eCti> VAN (HjeN(i)Wj [Z} = WZ/2) A (IDl < ID]) VAN (pz % j) then
bi =17

obliczone za pomocg reguty R1. Stad jakakolwiek reguta sposrod R2 az do RS
moze byé¢ aktywna jedynie, gdy RI nie jest aktywna.

Przeznaczeniem reguty R2 jest oznaczenie w wezle i, ze ¢ jest jedynym
centroidem. Reguta R3 ustawia warto$¢ p; na identyfikator sasiada, ktory
jest blizej centroidu, niz ¢ (jesli oczywiscie ¢ nie jest centroidem). Reguty R4
oraz R5 sa aktywne jedynie w sytuacji wystepowania dwoch centroidow —
wtedy obie wybieraja centroid o wiekszym identyfikatorze: R/ jest aktywo-
wana w wybieranym centroidzie i wskazuje na tenze wezel, natomiast RS
jest aktywowana w centroidzie, ktory nie bedzie wskazywany — wskazuje
wybierany centroid.

Lemat 12. Algorytm R1-R5 zatrzymugje sie po co najwyzej 2n? —n ruchach.

Dowaod. Zgodnie z lematem pierwsza faza (stabilizacja R1) potrzebuje
co najwyzej n? — n ruchow.

Druga faza sktadajaca sie z regut R2-R5 potrzebuje nastepujacej liczby
ruchow: kazdy wezel moze wykonaé co najwyzej jeden ruch sposrod R2-
RS przed jakimkolwiek wykonaniem reguty RI, co daje n ruchéow. Ponadto
po kazdym ruchu R1 w wezle moze si¢ wykona¢ jeden ruch sposréd R2-R5,
co daje kolejne n?2—n ruchow. W sumie dostajemy n? —n+n+n?—n = 2n2—n
ruchow. O]

Lemat 13. Po zatrzymaniu sie algorytmu RI1-R5, wartosci p; w kazdym
wezle © wyznaczajq drzewo zakorzenione w centroidzie drzewa.

Dowdd. Wykonanie regut R2—-R5 nie ma zadnego wplywu na aktywnosé re-
guty R1. Dlatego od momentu zakonczenia pierwszej fazy algorytmu warto-
ci W;[j] beda poprawne i nie zmienia sie do konca dzialania algorytmu.
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WeZmy stan systemu po zakonczeniu dziatania drugiej fazy. Kazdy we-
zel 7, ktory nie jest centroidem, ma dokltadnie jednego sasiada j, dla ktérego
W;[i] > Wr/2. Tuz po zakonczeniu pierwszej fazy, w takim wezle ¢ mogta
by¢ aktywna reguta R3, ale nie mogta by¢ aktywna zadna z regut R2, R4
ani R5. Po wykonaniu reguty R3 zmienna p; bedzie wskazywaé¢ na wezet 7,
dla ktorego odlegto$é od centroidu jest mniejsza, niz dla .

Zatozmy teraz, ze istnieje jeden wazony centroid, czyli nie ma wezta
dla ktorego zachodzitaby rownos¢ W;[i] = Wr/2. Kazdy sasiad j centro-
idu ¢ spemia nieréwnos¢ W;[i] < Wr/2. Wtedy wezet i moze zastosowaé
regute R2, wskazujac siebie jako centroid: p; = 7. Dodatkowo, ¢ nie moze wy-
kona¢ zadnej z regut R3—-R5, dlatego wszystkie inne wezly moga zastosowaé
tylko regute R3, co omowiliémy w poprzednim akapicie.

Zatozmy teraz drugi przypadek — gdy w drzewie wystepuja dwa centro-
idy. Oznacza to, ze istnieja dwa sasiadujace ze soba wezlty p oraz ¢, spetnia-
jace rownos¢ Wylql = W,[p] = Wr/2. Wtedy zaden z weztow i@ w drzewie
nie spelnia nier6wnosci W;[i] < Wy/2 dla wszystkich sasiadow j € N(i).
Stad oba wierzchotki bedace centroidami nie moga mie¢ aktywnych regut R2
ani R3, zas wszystkie pozostate moga mieé¢ aktywna tylko regute R3. Wezly
niebedace centroidem ustawiag wartosci p; zgodnie z reguta R3, jak opisalisémy
powyzej. Wezty bedace centroidami sg sasiadami, z ktérych ten o wiekszym
identyfikatorze zostanie korzeniem (wybranym przez algorytm centroidem),
za$ drugi bedzie na niego wskazywat. O]

Z naszych rozwazan wynika ostatecznie nastepujacy wniosek.

Whniosek 1. Jesli algorytm R1-R5 rozpocznie swoje dziatanie w systemie
o dowolnym stanie poczgtkowym, wykona co najwyzej 2n* —n ruchéw. Po za-
trzymaniu wartosci zmiennych p; w kazdym weZle i bedq wskazywac najkrotszq
droge do wybranego centroidu.

Koncowy stan przyktadowego systemu pokazanego na rysunku jest
pokazany na rysunku 1.5
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w1:5

U)322

Rysunek 4.5: Stan ustabilizowanego systemu pokazanego uprzednio na rysunku
Pokazano stan zmiennej p; w kazdym wezle ¢ tak, ze strzatka ma zwrot ¢ — j jedli
p; = j. System zawiera dwa centroidy (wezlty 4 1 5), z ktorych algorytm wybral ten
o wiekszym identyfikatorze (na rysunku zaznaczony dodatkowym okregiem).

4.2 Algorytm wyznaczania centrum artykula-
cyjnego

Ponizej prezentujemy algorytm S-CUTTINGCENTER (Algorytm @, S. —
poprawiona wersje algorytmu Chaudhuriego i Thompsona [CT04], o ktérym
pisalismy w rozdziale (s. . W pierwotnym algorytmie zastepujemy
dwie pierwsze fazy regutami R1—-R5 z algorytmu Blaira i Mannego [BMO3]
oraz dodajemy regute R6 ze zmienna c; dla kazdego wezta i, oznaczajaca
liczbe artykulacyjna (definicja [5] s. . Celem dziatania tych szesciu regut
jest ukorzenienie drzewa oraz wyznaczenie liczby artykulacyjnej. W przeci-
wienistwie do S-CUTTINGCENTER, oryginalny algorytm |[CT04] wymagal, by
drzewo bylo ukorzenione. Dla poprawnosci i ztozonosci algorytmu nie ma
znaczenia, ktory z weztow zostanie korzeniem. Po ustabilizowaniu tej czesci
algorytmu kazdy wezet poza korzeniem bedzie wskazywal swojego rodzica
(zmienna p), dodatkowo bedzie miat réwniez obliczong liczbe artykulacyjna
(zmienna c).

Reguta R6 moze by¢ aktywna tylko wtedy, gdy zadna z wczesniejszych
regut nie jest aktywna — zapewnia to rozbudowany warunek, ktory sktada
sie z koniunkcji zaprzeczonych fragmentow warunkow regut R2-R5 oraz za-


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

4.2 Algorytm wyznaczania centrum artykulacyjnego 45

Algorytm 9: S-CUTTINGCENTER — pierwsza czes¢ (regulty R1-R6)
R1:

if Hj-eN(i)-: sizei(§) # 1+ Xren(i)—q) Sizex(i) then
sizei(§) == 14+ Xyen@)—{jy stzex(i)

R2:
if sizeCorrect; N (Vjenq) size;(1) < n;/2) Ap; # i then
pi =1
R3:
if sizeCorrect; N (Jjenqy size;(i) > n;/2) Ap; # j then
bi =)
R4:
if sizeCorrect; N (Jjenq) size;(i) = n;/2) N1D; > ID; A\ p; # i then
pi =1
R5:
if sizeCorrect; AN (jenq) size;(i) = n;/2) NID; < ID;j A p; # j then
bi =
R6:

if sizeCorrect; A — ((VjGN(i) size;(1) < n;/2) Np; # z) A
= ((EljeN(i) size;(i) > n;/2) N\ p; # j) A

- ((EIJGN(Z sizej(i) =n;/2) NID; > ID; \ p; # z) A

- ((HJGN(Z) size;(i) =ni/2) NID; < ID; Api # 5) A #
szze](z D kenN@)\ {5} Stzex(i )) then

) -
(szze] DN sizey(i ))

przeczonego catego wartownika reguty R1.

Druga czes¢ algorytmu S-CUTTINGCENTER (algorytm to faza III
algorytmu Chaudhuriego i Thompsona [CT04].

Blair i Manne udowodnili, ze algorytm skladajacy sie z regut R1-R5
stabilizuje system w stanie ukorzenionym. Poprawno$é¢ algorytmu RI1-R5
wynika z twierdzenia |1 (s. [16)).

Ponadto zmienna size; w kazdym wezle i, po zatrzymaniu si¢ algorytmu
ma poprawng warto$¢, w przeciwnym razie reguta R1 bytaby nadal aktywna.

Zmienna ¢; w kazdym wezle i zalezy od wartosci size;(i) w kazdym sa-
siedzie j wezta 1. Z wartownika reguty R6 oraz tego, ze ¢; jest modyfikowane
tylko w R6, wynika, ze jesli system si¢ ustabilizowal, to

L (w5 s

]EN (1) keN(H\{7}
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Algorytm 10: S-CUTTINGCENTER — druga czes$¢ (reguly R7-R11)

R7:
if DMAX, # max ({DMAX;: p; =i} U{¢}) then
DMAX,; :=max ({DMAX; : p; =i} U{q})

RS:
RY:
if AMAX; # AMAX,, then
AMAX, == AMAX,,
R10:
if ¢, = AMAX; N\CCENTER; # 1 then
CCENTER; =1
Ri1:
if ¢, # AMAX; N\CCENTER; # 0 then
CCENTER; =0

zatem kazdy wezet ma obliczona liczbe artykulacyjna w postaci ¢;. Odpo-
wiada to formule na s. [L7]

Whprost z definicji regut R7-R11 wynika, ze wykonanie kazdej reguty po-
woduje jej dezaktywacje. Jesli algorytm sie zakoniczyt, to wszystkie zmienne p
maja poprawne wartosci — wynika to z twierdzenia [I Wtedy z falszy-
wosci wartownikow regut R7-R11 wynika, ze zmienne DMAX, AMAX
i CCENTER przyjely oczekiwane wartosci, tj. DM AX; to najwieksza liczba
artykulacyjna w poddrzewie zakorzenionym w wezle 1; AM AX; to najwiek-
sza liczba artykulacyjna w calym drzewie; za§ CCENTER; jest prawdziwa
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nalezy do centrum artykulacyjnego.

Ztozonosé czesci R1-R5 bedacej algorytmem Blaira i Mannego [BMO03|
wynosi O(n?) — twierdzenie|l} Regula R6 nie zwicksza zlozonosci algorytmu
R1-R6 w stosunku do R1-R5.

Lemat 14. Algorytm R1-R6 zatrzymuge sie po wykonaniu O(n?) ruchdéw.

Dowdd. Rozpatrzmy, jako pierwszy, przypadek gdy w momencie uruchomie-
nia systemu lub po wystapieniu przej$ciowego btedu reguta R6 jest aktywna
w pewnym podzbiorze weztéw systemu. W kazdym z tych weztow reguta R6
wykona sie co najwyzej raz i stan systemu bedzie taki, jak w drugim rozpa-
trywanym przypadku.

W drugim przypadku warto zauwazy¢, ze wartownik regulty R6 wyklucza
jej aktywnos¢ rownoczesnie z ktorakolwiek z regut R1-R5. Ponadto wykona-
nie reguty R6 nie wpltywa na aktywacje regut R1-R5, poniewaz R6 mody-
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fikuje tylko zmienng c, ktora nie wystepuje w wartownikach wcze$niejszych
regut.

Z drugiej strony po kazdym wykonaniu ktérejkolwiek z regut RI1-R5
w wezle ¢ lub ktoryms z jego sasiadow, reguta R6 moze staé sie aktywna
i wykona¢ ruch w wezle ¢, po czym powraca do stanu nieaktywnego. Zatem
po kazdym ruchu wedlug regut R1-R5, reguta R6 moze sie wykonaé¢ co naj-
wyzej 2 razy, co dodaje do ogblnej ztozonosci liczbe ruchow tego samego rzedu
jak zlozonoéé czesci R1-R5, pozostawiajac w sumie O(n?) ruchow. ]

Lemat 15. W wyniku ruchu wykonanego przez jedng z requt R1-R6, moze
sie wykonaé co najwyzej O(n) ruchéw wedtug requt R7-R11.

Dowad. Jeden ruch wedtug regul R71-R6 moze zmieni¢ warto$é zmiennej c
w co najwyzej jednym wezle drzewa. Zmiana wartoéci ¢ w jednym z wezlow
moze powodowaé aktywacje i wykonanie w nim reguty R7 i dalszy ciag wy-
konan tej reguty w wezlach na Sciezce od danego wezta az do korzenia —
co najwyzej n ruchéw. Nastepnie dla wszystkich weztéw wykona si¢ maksy-
malnie jeden ruch reguty z pary RS, R9 i jeden ruch z pary R10, R11 —
co najwyzej 2n ruchow. Lacznie daje to nie wiecej, niz 3n ruchow. O]

Lemat 16. Od momentu uruchomienia systemu lub wystgpienia przejscio-
wego bledu requly R7-R11 mogq sie wykonaé co najwyzej O(n?) razy zanim
requty R1-R6 wykonajq nie wiecej, niz O(n) ruchow.

Dowdd. Pesymisty przypadek ma miejsce, gdy wszystkie zmienne DM AX
i AM AX maja niepoprawne wartosci. Pierwszy ruch wykonuje korzen, popra-
wiajac warto$¢ swojej zmiennej DM AX | co powoduje nastepnie poprawienie
wartosci zmiennej AM AX w calym drzewie od korzenia, w dot az do wszyst-
kich lisci. Kolejna fala ruchéw zaczyna sie w dziecku korzenia od aktualizacji
zmiennej DM AX, wedruje do korzenia i ponownie do wszystkich lisci (na-
stepuje poprawienie AM AX). Takich fal moze by¢ O(n), a kazda zajmuje
O(n) ruchéw, co daje O(n?) ruchow.

W przypadku wystapienia przeplotu z regutami R1—-R6, po kazdym z O(n)
ruchéw RI-R6, zgodnie z lematem [15], wykona si¢ maksymalnie O(n) ru-
chow, co w sumie daje réwniez O(n?) ruchow. O

Ostatecznie otrzymujemy ztozono$é catego algorytmu S-CUTTINGCENTER.

Twierdzenie 7. Algorytm S-CUTTINGCENTER zatrzymugje sie po O(n?) ru-
chach.

Dowadd. Bez utraty ogélnosci podzielmy wykonanie algorytmu na dwa etapy:
pierwszy, w ktorym reguty R1-R6 wykonaly O(n) ruchow oraz reszta ruchow
az do zakonczenia.
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Zgodnie z lematem w pierwszym etapie algorytm wykona co najwy-
zej O(n?) ruchéow. Z lematu wynika, ze w drugim etapie regulty R1-R6
wykonaja si¢ O(n?) razy, zas na mocy lematu (15| po kazdym z tych wykonan
moze sie wykona¢ O(n) ruchow wedlug regut R7-R11. Zatem drugi etap
moze zaja¢ maksymalnie O(n?) ruchow.

W sumie pierwszy i drugi etap wymagaja O(n?) ruchéw do zakonczenia
algorytmu. O]
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Rozdzial 5

Zbior cykli fundamentalnych
w dowolnym grafie

5.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawimy modyfikacje algorytmu Chaudhuriego [Cha99]
znajdujacego zbior cykli fundamentalnych w dowolnym grafie. Oryginalny al-
gorytm bedziemy nazywa¢ SASFCI. Nasz zmodyfikowany algorytm
SASFC II ma pesymistyczna ztozonosé czasowa O(n), podczas gdy SASFC 1
ma zlozonosé¢ O(n?).

Niech bedzie dana para cykli C oraz Cy w grafie G. R6znica symetryczna
cykli C) i Cy nazywamy taki cykl C = C) @ Cy, ze krawedz e € E(C') nalezy
albo do E(C}), albo do E(Cy). Zbior cykli fundamentalnych (ang. set of fun-
damental cycles) jest minimalnym (w sensie licznosci) zbiorem cykli, ktorego
elementy umozliwiaja zbudowanie kazdego cyklu w grafie przy pomocy roz-
nicy symetrycznej.

Oryginalny algorytm Chaudhuriego SASFC I potrzebuje O(n?) ruchéw,
aby sie zatrzymacé, pod warunkiem, ze dane jest rozpinajace drzewo prze-
szukiwania wglab grafu. Zlozonosé O(n?) algorytmu SASFC I jest mozliwa
do osiggniecia jedynie wtedy, gdy informacja na temat drzewa rozpinaja-
cego jest nienaruszalna w trakcie dziatania algorytmu, czyli w modelu quasi-
samostabilizacji.

Nasz algorytm SASFC II wymaga dwubitowej zmiennej ¢ w kazdym wierz-
chotku grafu. Stan poczatkowy zmiennej ¢ powinien by¢ ustawiony w trakcie
lub tuz po wyznaczeniu drzewa rozpinajacego wgtab. Zmienna ¢ musi by¢
umieszczona w pamieci chronionej, tak aby nie byta mozliwa jej modyfikacja
z zewnatrz w wyniku przejéciowego btedu. Gdy wyznaczone jest drzewo rozpi-
najace wgtab (DFS) oraz w kazdym wierzchotku zainicjowana jest zmienna g,
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moze sie rozpoczaé wlasciwa czesé algorytmu SASFC II.

Tak, jak w przypadku SASFC I, wynik dziatania SASFC II zapisany jest
w sposob rozproszony w calym grafie jako stan zmiennych lokalnych poszcze-
gblnych wierzchotkoéw. Gdy algorytm sie zatrzymuje, kazdy wierzchotek prze-
chowuje informacje, ile cykli fundamentalnych przez niego przechodzi i jakie
sg ich identyfikatory.

5.2 Notacja

Przedstawimy teraz notacje, ktoérej bedziemy uzywaé¢ w dalszej czesci roz-

dzialu — wiekszo$¢ jest zgodna z ta uzywana w [Cha99|. Przez Tg(r) =

(V, Er) bedziemy oznaczaé¢ drzewo rozpinajace wglab grafu G, gdzie r jest

korzeniem. Za pomoca NT = E(G) \ Er bedziemy oznaczaé¢ zbior cieciw

grafu G wzgledem drzewa T', czyli krawedzi z G nienalezacych do T
Bedziemy ponadto uzywaé¢ nastepujacej notacji:

n(i) zbior wlasciwych sasiadow wierzcholtka i,

p(7) rodzic wierzchotka i w drzewie T (r) (przyjmujemy, ze p(r) =
null),

(i) zbioér dzieci wierzchotka i w drzewie T (r)

nt(7) zbior cieciw incydentnych z wierzchotkiem i,

C(i,7) cykl fundamentalny zawierajacy cieciwe {i, j} oraz Sciezke po-
miedzy wierzchotkami i i j, zawarta w drzewie T (r),

a(t) zbior przodkow wierzchotka i w drzewie T (r) (przyjmujemy,
ze i € a(i)),

d(1) zbiér potomkow wierzchotka i w drzewie T () (przyjmujemy,
ze 1 € d(i)),

s(7) zbior cieciw taczacych potomkéw wierzchotka ¢ z wlasciwymi

przodkami ¢, czyli s(i) = {{z,y}: {x,y} € NT,z € d(i),y €

a(i) \ {i}},

su(7) suma zbiorow s(7) dla kazdego dziecka j wezta i, czyli su(i) =
Ujec(i) S(j),

fe(t) zbior cieciw nalezacych do cykli zawierajacych wierzchotek 1,
czyl fe(i) = {{z,y} : {2y} € NT,z € ali),y € d(i)},
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A®B roznica symetryczna zbiorow A i B; w przypadku grafow:
graf, ktorego zbior krawedzi jest roznica symetryczng zbiorow
krawedzi grafow A i B.

Na rysunku przedstawiono przyklady ilustrujace powyzej przedstawiong
notacje.

Rysunek 5.1: Przyklad uzycia notacji wzgledem wierzchotka ¢ = 5: n(5) =
{1,2,8,9,10,12}, su(5) = {{2,8},{5,12}}, fe(5) = {{1,5},{2,8},{5,12}}. Czer-
wone linie oznaczajg cieciwy. Linie ciagle oznaczaja krawedzie nalezace do drzewa,
natomiast jeden z cykli (C(5,12)) zaznaczono linia przerywana.

5.3 Algorytm

Jak juz bylo wspomniane, nasz algorytm SASFC II jest modyfikacja algo-
rytmu Chaudhuriego [Cha99|, ktory oznaczamy na potrzeby niniejszej pracy
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jako SASFC I. Nasza zmiana wprowadza jedynie inng prekondycje dla sys-
temu w momencie startu oraz kolejnos¢, w jakiej wezly obliczeniowe (wierz-
chotki grafu) sa uaktywniane w celu wykonania ruchu. Z tego powodu zmienia
si¢ zlozono$¢ obliczeniowa w stosunku do oryginalnego algorytmu: z O(n?)
dla SASFC I maleje do O(n) dla SASFC II.

W obu przypadkach, jesli nie jest znane rozpinajace drzewo przeszukiwa-
nia wgtab, musi by¢ ono wyznaczone np. za pomoca algorytmu Collina i Do-
leva [CD94|. Koniecznosé wyznaczenia drzewa rozpinajacego w przypadku
obu algorytméw zwiekszy zlozono$é obliczeniowa do O(n?).

Algorytm SASFC II do swojego dziatania wymaga istnienia zmiennej ¢(7)
dla kazdego wierzchotka i. Na poczatku dziatania algorytmu jej wartos¢ po-
winna by¢ ustawiona na stala a.

Jesli dane jest poprawne drzewo rozpinajace, ale wartosci ¢(i) sa zaini-
cjowane nieprawidlowo, ztozonos¢ wraca do poziomu O(n?). W takim pesy-
mistycznym przypadku algorytm SASFC II dziata jak SASFC 1.

Zmaczenie wszystkich zmiennych (poza ¢(i)) oraz nadawane im wartosci
w algorytmie SASFC II sa takie same, jak w oryginalnym algorytmie Chau-
dhuriego SASFC I. Ponizej przedstawiamy algorytm SASFC I; jego pierwotna
forme mozemy znalez¢ w pracy [Cha99].

Zatozmy, ze drzewo rozpinajace DFS jest dane. Zmienne p(i), (i), nt(7)
zawarte w kazdym wierzchotku okreslaja strukture drzewa T (r). Glownym
zadaniem algorytmu jest wyznaczenie wartosci fc(i) dla kazdego wierzchotka i
w systemie. Poprawne wartosci zmiennej fe(i) rozprzestrzeniaja sie
wraz ze zmienng s(7) od lisci az do korzenia. Algorytm Chaudhuriego przed-
stawiony jest ponizej jako algorytm [I1]

Algorytm 11: SASFC I: oryginalny algorytm Chaudhuriego [Cha99].

if c(z) =0A (s(z) # nt(i) V fe(i) # nt(i)) then

wewnetrzny:
if c(i) £ 0 A (s(i) # nt(i) ® su(i) V fe(i) # su(i)) then
s(1) == nt(i) & su(1)
fe(i) := su(q)

Ponizej przytaczamy twierdzenie, ktérego dowdd mozna znalezé w arty-

kule [Cha99].

Twierdzenie 8. Algorytm SASFC I stabilizuje system po co najwyzej O(n?)
ruchach, pod warunkiem, ze dane jest drzewo rozpinajgce DFS.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

5.3 Algorytm 53

Idea réznicy symetrycznej w regule dotyczacej weztow wewnetrznych (wier-
sze H—6 algorytmu jest nastepujaca: wraz z rozprzestrzenianiem sie¢ po-
prawnie obliczonej wartosci s (oraz su) po $ciezce od liscia do korzenia, pierw-
sze napotkanie danej cieciwy (dolny koniec) powoduje jej dodanie do zbioru s.
Drugie (ostatnie) napotkanie tejze cieciwy (gorny koniec) spowoduje usunie-
cie jej ze zbioru s.

Prostym przyktadem wykonania algorytmu SASFC I, ktory pokazuje kwa-
dratowy czas dziatania, jest graf, ktorego drzewo rozpinajace DFS jest prosta
Sciezka, a wezlty wykonuja ruchy w falach przesuwajacych sie w goére drzewa,
za$ kazda fala zaczyna sie o jeden poziom nizej od poprzedniej. Pierwszy ruch
wykona korzen; kolejny ruch — syn korzenia a nastepny — znowu korzen,
poniewaz wykonanie drugiego ruchu uaktywnito korzen. W ten sposob ostat-
nia fala zaczetaby sie od jedynego liscia a skonczyla w korzeniu. W sumie,
n fal, z ktorych i-ta miataby i ruchéw, datoby (n? + n)/2 ruchow.

Usprawnienie w naszym algorytmie SASFC II polega na tym, ze zmiana
wartosci zmiennej fc lub s nie nastepuje natychmiast po wykryciu jej nie-
poprawnego stanu (co moze doprowadzi¢ do sytuacji, jak opisana powyzej),
lecz jest odktadana do momentu, w ktéorym wszyscy potomkowie maja juz
poprawnie obliczone wartosci tych zmiennych. Jest to mozliwe dzigki zazna-
czeniu danego wezta jako wymagajacego przeliczenia wartosci fci s (stan 3).
Jednoczesnie wezel nie moze powrocié bezposrednio po obliczeniu wartosci
zmiennych do stanu «, poniewaz musi poczekaé¢, az wszystkie wezty w drze-
wie przelicza poprawne wartosci fc oraz s. Gdy juz wszystkie wezty przelicza
wartosci fci s, kazdy wezel przyjmuje stan 6 — w pierwszej kolejnosci korzen
a po nim jego potomkowie rekurencyjnie. Nastepnie, poczawszy od lisci az
do korzenia, wszystkie wezly przyjmuja stan a.

Stan wezla reprezentuje zmienna ¢, ktorej zbior dopuszcezalnych wartosci
jest okreslony nastepujaco:

q(i) € {a, B,7, 6}

Jak juz wspomnielismy, zaktadamy, ze drzewo rozpinajace DFS jest juz
wyznaczone i zapisane w sposob rozproszony w weztach systemu. Wedtug
Arory i Goudy [AG93| oraz Schneidera [Sch93| stosuje sie algorytmy samo-
stabilizujace, w ktorych stan poczatkowy systemu jest zawezony przez pewna
okreslong w specyfikacji algorytmu prekondycje. W opisywanym algorytmie
bedziemy przyjmowac, ze poczatkowo (i) = « dla kazdego wezta i systemu.

Mozemy spetni¢ ten warunek, umieszczajac zmienng ¢ w pamieci chro-
nionej przed modyfikacja z zewnatrz — takiej, ktéora moze by¢ zapisywana
jedynie jako wynik dzialania akcji umieszczonej w regule algorytmu.

Na stronie przedstawiamy algorytm SASFC II (algorytm , kto-
rego reguly ilustrujemy rysunkiem [5.2] (s. . Dla uproszczenia umieszczono
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na nim jedynie krawedzie nalezace do drzewa rozpinajacego grafu (bez cie-
ciw). Rysunek na stronie 58| przedstawia przyktad wykonania algorytmu.

l.a)

1.b)

Fe(i)) v s(i)

l.c)

l

Free(q(k) € {ﬂ,’y}

2b) (i) = 3 fg((ii))T:AZ(i)T

Vieenq(k) =

q(p(i)) =0

Viee)a(k) = @

Rysunek 5.2: Tlustracja regut algorytmu SASFC II; k € ¢(i). Poprzez z| oznaczamy

lokalng niepoprawno$é zmiennej z.
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Algorytm 12: SASFC II

l.a:
if q(i) =aAc(i) =0AN(s(i) #nt(i) V fe(i) # nt(i)) then
q(i) = p
1.b:
if q(i) =a Ac(i) # 0N (s(i) # nt(i) ® su(i) V fe(i) # su(i)) then
q(1) =8
l.c:
if q(1) = aAq(p(i)) = § then
q(1) = p
1.d:
i (i) = 0 A cli) £ 0 A e (k) € {5.7}) then
q() =3
2.a:
if q(i) = 8 Ac(i) =0 then
q(i) =1
s(1) := nt (i)
fe(i) == nt(i)
2.b:
if q(i) = B Ac(i) # 0 A Vieep(a(k) = ) then
q(i) =1
s(i) = nt(i) ® su(i)
fe(i) == su(1)
3.a:
if q(i) =~ A p(i) = null A Viecy(q(k) =) then
q(i) =6
3.b:
if g(i) =y Aq(p(i)) = 6 then
q(i) =0
41
i (i) = 0 A Vyews (a(k) = ) then
q(i) =«
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5.4 Zbieznosé 1 ztozonosé

Pokazemy teraz, ze system stabilizuje sie po doktadnie 4n ruchach, jesli wy-
stapily jakiekolwiek defekty (niezaleznie od ich liczby). Przez caly czas za-
ktadamy, Ze po wystgpieniu defektu spetniony jest warunek Vicy(cyq(i) = o
oraz wyznaczone jest drzewo rozpinajace DFS.

Lemat 17. Kazdy wezel i zmienia stan zmiennej q(i) cyklicznie od stanu «,
poprzez 3, v, 0, az do poczgtkowego c.

Dowdd. Dowdd wynika z regut algorytmu SASFC II. Wykazemy, ze graf
przejs¢ miedzy stanami zmiennej g jest prostym cyklem. Tylko reguty 1.a—1.d
zmieniaja stan z a, w wyniku czego ustawiaja stan 3. Nastepnie, tylko reguty
2.a oraz 2.b zmieniaja stan z 3 i ustawiaja go na ~. Analogicznie reguty 3.a
i 3.b zmieniaja stan v na ¢, natomiast regula 4. zmienia ¢ na stan a. n

Lemat 18. Jesli wezet i zmienia stan q(i) z B na v, wowczas wszyscy jego
potomkowie majqg poprawnie wyznaczone wartosci zmiennych s, fc i znajdujg
sie w stanie 7.

Dowdd. Zgodnie z reguta 2.0 wezel wewnetrzny moze zmieni¢ swoj stan z (3
na v tylko wtedy, gdy wszystkie jego dzieci maja stan . Dla kazdego jego
dziecka mozemy przeprowadzi¢ podobne wnioskowanie; rekurencyjnie dopro-
wadzi nas to do wniosku, ze kazdy potomek wezta ¢ w drzewie musial by¢
chociaz przez chwile w stanie v, w momencie, gdy wezet ¢ zmienial stan z «
na 7.

Aby zakonczyé¢ dowod, wystarczy pokazacé, ze wezet i nie moze zmienié
swojego stanu z -y, poki jego rodzic p(i) réwniez ma stan «y. Innymi stowy:
wezel w stanie v jest nieaktywny, poki jego rodzic nie jest w stanie 6. Wynika
to z faktu, ze jedynie reguta 3.b moze zmieni¢ stan i; jednak moze by¢ ona
aktywna tylko wtedy, gdy stan p(i) jest rowny .

Z taktu, ze wartosci s oraz fc sa wyznaczane podczas zmiany stanu na +y
oraz z tego, ze stan ten propaguje sie od lisci w gore do korzenia, wynika,
ze wartosci s oraz fc sg obliczane prawidlowo. O]

Z lematu (18 wynika, ze jesli korzen zmienia swoj stan na -y, kazdy inny
wezel w drzewie wyznaczyt juz poprawne wartosci zmiennych s i fc oraz znaj-
duje sie w stanie 7.

Lemat 19. Jesli wezet zmienia swdj stan na 0, wtedy kazdy jego przodek jest
Juz w stanie 6.
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Dowdd. Rodzic p(i) wezta i musi mie¢ stan §, aby wezel i mogl zmieni¢
stan na 0 (reguta 3.b). Powtarzajac to rozumowanie indukcyjnie, dochodzimy
do wniosku, ze kazdy przodek mial stan d przynajmniej w przesztosci.
Teraz wystarczy tylko pokaza¢, ze zaden przodek nie mogt zmieni¢ swo-
jego stanu (az do momentu zmiany stanu ¢ na ¢). Aby dowolny z przodkéw
mogl zmienié stan z § na «, kazdy z jego dzieci musi by¢ w stanie « (reguta 4).
Znowu, powtarzajac to rozumowanie indukcyjnie w dot do wezta ¢ i biorac
pod uwage lemat [I7, dochodzimy do wniosku, ze poki wezel i nie osiagnat
stanu «, wszyscy jego przodkowie maja stan o. O

W szczegolnosci na mocy lematu lis$¢ moze zmieni¢ stan na 0 tylko
wtedy, gdy kazdy jego przodek réwniez ma stan o.

Reguta 4 stanowi blokade — wezel musi poczekaé, az wszystkie jego dzieci
zmienig stan z 0 na «, aby samemu mdc zmienié¢ stan na . Ponownie na za-
sadzie indukcji, wtasnosé ta zachodzi nie tylko dla dzieci, ale tez wszystkich
potomkéw danego wezta.

Wezel — po przejéciu catego cyklu zmian stanu zmiennej ¢ — zawiera
poprawne wartosci zmiennych fc oraz s. Z lematow wynika, ze po wy-
stapieniu defektu przynajmniej w jednym wezle, kazdy wezel w systemie musi
przejsé caty cykl zmian stanu, przywracajac poprawne wartosci wszystkich
swoich zmiennych. Mamy stad nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9. Jesli dane jest drzewo rozpinajgce DFS, kazdy wezet ma
stan ¢ = « 1 w systemie wystepuje dowolna liczba defektow, to algorytm
ustabilizuje system po 4n ruchach.
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a)

Rysunek 5.3: Przyktad wykonania algorytmu SASFC II:
a) wezel i (otoczony okregiem) ma defekt,
b) stan ¢ zmienia sie na 3 (reguta 1.b),
c¢) przodkowie (reguta 1.d) i potomkowie (reguta 1.c) (rekurencyjnie) przyjmuja
stan (3,
d) liscie przyjmuja stan v (regula 2.a),
e) stan -y propaguje sie w gore az do korzenia (reguta 2.b),
f) korzen przyjmuje stan § (regula 3.a),
g) stan 0 wedruje w dot az do lisci (reguta 3.0),
h) liscie przyjmuja stan « (reguta 4),
i) stan a propaguje sic w gore do korzenia (reguta 4); po tej fazie system jest
ustabilizowany.
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Rozdzial 6

Program komputerowy

Jako wsparcie w opracowywaniu algorytmoéw stworzyliSmy program kom-
puterowy [Panl6|, ktorego zadaniem jest symulowanie dziatania systemow
rozproszonych pod kontrola dowolnego algorytmu samostabilizujacego. Pro-
gram ten mozna uruchamia¢ w srodowisku tekstowym, jak réwniez w postaci
graficznego interfejsu uzytkownika. Na rysunku pokazany zostal widok
programu w czasie symulowania algorytmu znajdujacego centroid w grafie
z wagami, ktory przedstawiliémy w podrozdziale (przyktad systemu jak
na rysunku S. .

Program zostal napisany w jezyku Python przy uzyciu bibliotek PyQt.
W aplikacji intensywnie wykorzystywane sa obiektowe wtasciwosci jezyka Py-
thon. W ten sposob implementacja algorytmu samostabilizujacego w celu jego
przetestowania w naszym programie polega jedynie na stworzeniu klasy dzie-
dziczacej po bazowej klasie wezta i utworzeniu w niej jednej metody na kazda
regule algorytmu. Zadaniem takiej metody jest obliczenie wartownika i ewen-
tualnych nowych wartosci zmiennych, jesli wartownik okaze sie prawdziwy.

Program wykonuje jeden ruch po nacisnieciu przycisku. Podglad stanu
systemu jest nieprzerwanie widoczny w postaci drzewka z warto$ciami zmien-
nych dla kazdego wezta. Ponadto dostepna jest rowniez historia wykonanych
ruchow, gdzie widoczne jest: ktory wezel wykonal ruch, zgodnie z ktora reguta
oraz jaka zmienna i jak zmienita warto$ci. Aktualna wersja programu wyko-
rzystuje dyspozytora, ktory jest niesprawiedliwy i sekwencyjny. Standardowo,
jesli reguty sa jednakowe dla wszystkich weztow, system jest jednolity, choé
w tatwy spos6b mozna je zréznicowacé np. ze wzgledu na identyfikator lub ja-
kakolwiek inng obliczalng wlasno$é wezta.

Kod zrodtowy umiescilismy w dodatku[A]l Program udostepnilismy na wol-
nej licencji, zatem kazdy chetny ma dostep do jego kodu Zrodtowego i moze
go modyfikowa¢ na wlasne potrzeby. Jest to tym tatwiejsze, ze Zrodta pod-
stawowej aplikacji (bez przyktadowych implementacji algorytmow) zawieraja
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mniej niz 600 linii kodu. Ponadto program jest napisany w zwarty sposob,
zawiera komentarze dokumentujace dziatanie poszczegolnych partii kodu.

Move
= =
1 2 =
¥ node(1) CentroidAlgNode
v w defaultdict (1 items)
node(2) 5 (type: int)
id 1 (type: int)

= neighbours set (1 items)
node(2)  CentroidAlgNode

[ node(2) (type: CentroidAlgNode)
w 5 (type: int)
¥ node(2) CentroidAlgNode =
v W defaultdict (3 items)

node(l) 297.69236552772884 (type: float)
node(3)  14.193216721109563 (type: float)
node(4) 130.2161 163 (type: at)
id 2 (type: int)
= neighbours set (3 items)
node(l)  CentroidAlgNode
node(3)  CentroidAlgNode

- a
move node rule variable pre-value post-value node(4)  CentroidAlgNode
p node(2) (type: CentroidAlgNode) I
1 1 6 1 W.node(5) 67.1596174... 1 .
w 3 (type: int)
2 |2 4 1 W.node(5)  44.3958494... 135.216105... ¥ node(3) CentroidAlgNode
v w defaultdict (1 items)
3 3 7 1 W.node(5) 17.6232640... 10 node(2) 2 (type: int)
— id 3 (type: int)
4 4 2 1 W.node(3) 150.842317... 177.538694... = neighbours set (1 items)
7 node(2)  CentroidAlgNode
5 3 1 1 W.node(2) 168.345477... 5 [ node(3) (type: CentroidAlgNode)
6 6 2 1 Wnode(3)  177.538694... 14.1932167... W 2 (type: int)
¥ node(4) CentroidAlgNode
77 2 1 Wnode(l) | 52.7899549... 297.692365... vw defaultdict (2 items)
— node(2) 6.193216721109563 (type: RandomFloat)
8 8 3 1 W.node(2) 288.499148... 2 node(5)  135.21610550559163 (type: float)
id 4 (type: int)
9 9 1 3 p node(1) node(2) ¥ neighbours  set (2 items)
2 troidAlgh
10 10 5 1 Wnode(6)  50.7141451... 149.216105... | node(2) - Centroldalgiode =i
node(5) __CentroidAlaNod: B
(i [« n | [>]

Rysunek 6.1: Okno programu symulatora algorytmoéw samostabilizujacych. Zielone
wezty sa aktywne; duze wskazuja na siebie jako na centroid. Pod rysunkiem grafu
znajduje sie historia wykonanych ruchéw. Po prawej stronie umieszczony jest pod-
glad aktualnego stanu systemu (wartosci zmiennych w kazdym z weztow).
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Rozdzial 7

Podsumowanie

W niniejszej pracy pokazaliSmy, ze mozliwe jest wykorzystanie specyficznych
cech topologicznych sieci do konstrukeji szybkich algorytmow samostabilizu-
jacych.

W rozdziale [3| wykorzystaliémy topologie graféw maksymalnych zewnetrz-
nie planarnych do skonstruowania samostabilizujacego algorytmu znajduja-
cego centrum grafu o zlozonosci O(n?). Jest to adaptacja klasycznego algo-
rytmu Farleya i Proskurowskiego [FP80]. Idac krok dalej, rozszerzylismy po-
wyzszy algorytm na sieci bedace iloczynami kartezjariskimi pierwotnej klasy
grafow (MOP) z klika K5 i ogolnie ze Sciezkami P,,.

W rozdziale |4 zajeliSmy sie drzewami. W sekcji pokazalismy algorytm
wyznaczajacy wazony centroid drzewa (O(n?)), bazujacy na algorytmie Bla-
ira i Mannego [BM03], zas w sekcji zaprezentowaliSmy poprawiony algo-
rytm (o zlozonosci O(n?)) Chaudhuriego i Thompsona [CT04].

Rozdzial 5| poswiecilismy algorytmowi wyznaczajacemu zbior cykli funda-
mentalnych w dowolnym grafie, przy czym algorytm ten znowu wykorzystuje
specyficzng strukture wyznaczong jako drzewo rozpinajace wglab danego
grafu. Zaprezentowany algorytm obniza ztozonosé¢ obliczeniowa (w stosunku
do oryginalnego algorytmu Chaudhuriego [Cha99]) do O(n) ruchow dzieki
wykorzystaniu zaproponowanego przez nas modelu quasi-samostabilizacji.

W swietle przedstawionych przyktadéw mozemy stwierdzi¢, ze tezy roz-
prawy zostaly potwierdzone. Mamy S$wiadomo$é, ze niektére z zaprezen-
towanych algorytmoéow wydaja sie bardzo rozbudowane. Powstaje pytanie,
czy mozliwe byltoby zredukowanie liczby regul zaprezentowanych algorytmow
bez pogorszenia ich ztozonosci.

W naturalny sposéb pojawiaja sie dalsze szczegdlowe kierunki badan
w postaci poszukiwania kolejnych topologii i zagadnien z teorii grafow, ktore
mozna rozwigzywaé¢ w sposob efektywniejszy, niz przypadki ogélne. W szer-
szej perspektywie mozna pokusi¢ sie o badania, ktére odpowiedziatyby na py-
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tania:

e Czy poza drzewami i ich pochodnymi istniejg inne klasy graféw, na kto-
rych algorytmy samostabilizujace szybciej stabilizuja system?

e (Czy istnieje ogdlna zaleznosé, a jesli tak, to jaka, miedzy zlozonoscig
algorytmow klasycznych a samostabilizujacych dla grafow o réznych
topologiach?

e Dla jakich innych kryteriow wyrdzniania wierzchotkow w grafie (pet-
nigcych specjalng funkcje z racji potozenia) mozna tatwo zbudowaé
(lub tez otrzymaé szybki) algorytm samostabilizujacy znajdujacy ta-
kie wierzchotki?

e Czy model quasi-samostabilizacji ma praktyczne zastosowania w reali-
zacjach sprzetowych?


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Bibliografia

[AB97]

[ACD*15]

[AG90)

[AG93]

[AKM*93]

[AKY90]

[APR15]

|AS96]

Yehuda Afek, Anat Bremler. Self-stabilizing unidirectional net-
work algorithms by power-supply. SODA, wolumen 97, strony
111-120. Citeseer, 1997.

Karine Altisen, Alain Cournier, Stéphane Devismes, Anais Du-
rand, Franck Petit. Self-stabilizing leader election in polynomial
steps. Stabilization, Safety, and Security of Distributed Systems,
strony 106—119. Springer, 2015.

Anish Arora, Mohamed G. Gouda. Distributed reset. Founda-
tions of Software Technology and Theoretical Computer Science,
strony 316-331. Springer, 1990.

Anish Arora, Mohamed G. Gouda. Closure and convergence: A
foundation of fault-tolerant computing. IEEE Transactions on
Software Engineering, 19(11):1015-1027, 1993.

Baruch Awerbuch, Shay Kutten, Yishay Mansour, Boaz Patt-
Shamir, George Varghese. Time optimal self-stabilizing synchro-
nization. Proceedings of the twenty-fifth annual ACM symposium
on Theory of computing, strony 652-661. ACM, 1993.

Yehuda Afek, Shay Kutten, Moti Yung. Memory-efficient self
stabilizing protocols for general networks. Distributed Algorithms,
strony 15-28. Springer, 1990.

John Augustine, Gopal Pandurangan, Peter Robinson. Fast By-
zantine Leader Election in Dynamic Networks. Yoram Moses,
redaktor, DISC, wolumen 9363 serii Lecture Notes in Computer
Science, strony 276-291. Springer, 2015.

Gheorghe Antonoiu, Pradip K. Srimani. A Self-Stabilizing Leader
Election Algorithm for Tree Graphs. Journal of Parallel and
Distributed Computing, 34(2):227-232, 1996.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Bibliografia 64

[Ben06|

[Ben12|

[BGKOS]|

[BGMS9)

[BGMO3|

[BKO7]

[BMO3]

[BMSS1]

[Bol9g]|

IBP12]

[BP13]

Mordechai Ben-Ari. Principles of Concurrent and Distributed
Programming. Prentice Hall international series in computer
science. Addison-Wesley, 2006.

Mordechai Ben-Ari. Mathematical Logic for Computer Science,
3rd Edition. Springer, 2012.

Joffroy Beauquier, Christophe Genolini, Shay Kutten. k-
stabilization of reactive tasks. Proceedings of the seventeenth

annual ACM symposium on Principles of distributed computing,
strona 318. ACM, 1998.

James E. Burns, Mohamed G. Gouda, Raymond E. Miller. On
relaxing interleaving assumptions. Proceedings of the MCC Work-
shop on Self-Stabilizing Systems, MCC Technical Report No.
STP-379-89, 1989.

James E. Burns, Mohamed G. Gouda, Raymond E. Miller.
Stabilization and pseudo-stabilization. Distributed Computing,
7(1):35-42, 1993.

Janna Burman, Shay Kutten. Time Optimal Asynchronous Self-
stabilizing Spanning Tree. Andrzej Pelc, redaktor, DISC, wolu-
men 4731 serii Lecture Notes in Computer Science, strony 92-107.
Springer, 2007.

Jean R. S. Blair, Fredrik Manne. Efficient Self-stabilizing Al-
gorithms for Tree Network. 23rd International Conference on
Distributed Computing Systems (ICDCS 2003), 19-22 May 2003,
Providence, RI, USA. IEEE Computer Society, 2003.

Fred Buckley, Zevi Miller, Peter J. Slater. On graphs containing
a given graph as center. Journal of Graph Theory, 5(4):427-434,
1981.

Béla Bollobas. Modern Graph Theory. Graduate texts in mathe-
matics. Springer, Heidelberg, wydanie corrected, 1998.

Halina Bielak, Michat Panczyk. A self-stabilizing algorithm for
finding weighted centroid in trees. Annales UMCS, Informatica,
12(2):27-37, 2012.

Halina Bielak, Michal Panczyk. A quasi self-stabilizing algorithm
for detecting fundamental cycles in a graph with DFS spanning


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Bibliografia 65

IBP14]

[CDY4]

[Cha99]

[CT04)

[DBOS]

[DHO5]

[Die05]

[Dij74]

[DIMO3]

[DIM97]

tree given. 2013 Federated Conference on Computer Science and
Information Systems (FedCSIS), strony 293-297. IEEE, 2013.

Halina Bielak, Michat Panczyk. A self-stabilizing algorithm for
locating the center of cartesian product of Ky and maximal outer-
planar graphs. Position Papers of the 201/ Federated Conference
on Computer Science and Information Systems, strony 93-99,
2014.

Zeev Collin, Shlomi Dolev. Self-stabilizing depth-first search. In-
formation Processing Letters, 49(6):297-301, 1994.

Pranay Chaudhuri. A self-stabilizing algorithm for detecting fun-
damental cycles in a graph. Journal of Computer and System
Sciences, 59(1):84-93, 1999.

Pranay Chaudhuri, Hussein Thompson. A self-stabilizing graph
algorithm: finding the cutting center of a tree. International Jo-
urnal of Computer Mathematics, 81(2):183-190, 2004.

Abdelouahid Derhab, Nadjib Badache. A self-stabilizing leader
election algorithm in highly dynamic ad hoc mobile networks. Pa-
rallel and Distributed Systems, IEEE Transactions on, 19(7):926—
939, 2008.

Shlomi Dolev, Ted Herman. Superstabilizing protocols for dy-
namic distributed systems. Proceedings of the fourteenth annual
ACM symposium on Principles of distributed computing, strona

255. ACM, 1995.

Reinhard Diestel. Graph Theory (Graduate Texts in Mathema-
tics). Springer, August 2005.

Edsger W. Dijkstra. Self-stabilizing Systems in Spite of Distri-
buted Control. Communications of the ACM, 17(11):643-644,
1974.

Shlomi Dolev, Amos Israeli, Shlomo Moran. Self-Stabilization of
Dynamic Systems Assuming Only Read/Write Atomicity. Distri-
buted Computing, 7(1):3-16, 1993.

Shlomi Dolev, Amos Israeli, Shlomo Moran. Uniform dynamic
self-stabilizing leader election. IEEE Transactions on Parallel
and Distributed Systems, 8(4):424-440, 1997.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Bibliografia 66

[DLP10]

[DLVO8]

[DLV11al

[DLV11b]

[Dol00]
[DTY15]

[FGHT4|

[FJO1]

[FPS0]

[FZAMOS)

Ajoy Kumar Datta, Lawrence L. Larmore, Hema Piniganti. Self-
stabilizing Leader Election in Dynamic Networks. Shlomi Do-
lev, Jorge Arturo Cobb, Michael J. Fischer, Moti Yung, redakto-
rzy, SSS, wolumen 6366 serii Lecture Notes in Computer Science,
strony 35-49. Springer, 2010.

Ajoy Kumar Datta, Lawrence L. Larmore, Priyanka Vemula. Self-
Stabilizing Leader Election in Optimal Space. Sandeep S. Kul-
karni, André Schiper, redaktorzy, 5SS, wolumen 5340 serii Lecture
Notes in Computer Science, strony 109-123. Springer, 2008.

Ajoy Kumar Datta, Lawrence L. Larmore, Priyanka Vemula. An
O(n)-time self-stabilizing leader election algorithm. .J. Parallel
Distrib. Comput., 71(11):1532-1544, 2011.

Ajoy Kumar Datta, Lawrence L. Larmore, Priyanka Vemula.
Self-stabilizing leader election in optimal space under an arbi-
trary scheduler. Theoretical Computer Science, 412(40):5541—
5561, 2011.

Shlomi Dolev. Self-stabilization. MIT press, 2000.

Stéphane Devismes, Sébastien Tixeuil, Masafumi Yamashita.
Weak vs. Self vs. Probabilistic Stabilization. International Jour-
nal of Foundations of Computer Science, 26(3):293-320, 2015.

Herbert J. Fleischner, Dennis P. Geller, Frank Harary. Outer-
planar graphs and weak duals. Journal of the Indian Mathema-
tical Society, 38:215-219, 1974.

Faith E. Fich, Colette Johnen. A Space Optimal, Determini-
stic, Self-Stabilizing, Leader Election Algorithm for Unidirectio-
nal Rings. Jennifer L. Welch, redaktor, DISC, wolumen 2180 se-
rii Lecture Notes in Computer Science, strony 224-239. Springer,
2001.

Arthur M. Farley, Andrzej Proskurowski. Computation of the
center and diameter of outerplanar graphs. Discrete Applied Ma-
thematics, 2(3):185-191, 1980.

Jose Alberto Fernandez-Zepeda, Juan Paulo Alvarado-Magana.
Analysis of the average execution time for a self-stabilizing lea-
der election algorithm. International Journal of Foundations of
Computer Science, 19(06):1387-1402, 2008.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Bibliografia 67

[Gou01]

[GPO3]

[GT02]

[Har69|
[HC92]

[HOT1|

[HS86]

[1J90]

[ISWW09)

[Jor69|

[KKO5]

Mohamed G. Gouda. The theory of weak stabilization. Self-
Stabilizing Systems, strony 114-123. Springer, 2001.

Felix C. Gartner, Henning Pagnia. Time-efficient self-stabilizing
algorithms through hierarchical structures. Self-Stabilizing Sys-
tems, strony 154-168. Springer, 2003.

Christophe Genolini, Sébastien Tixeuil. A lower bound on dyna-
mic k-stabilization in asynchronous systems. Reliable Distribu-
ted Systems, 2002. Proceedings. 21st IEEE Symposium on, strony
212-221. IEEE, 2002.

Frank Harary. Graph theory. Addison Wesley, 1969.

Shing-Tsaan Huang, Nian-Shing Chen. A Self-Stabilizing Algo-
rithm for Constructing Breadth-First Trees. Information Proces-
sing Letters, 41(2):109-117, 1992.

Frank Harary, Phillip A. Ostrand. The cutting center theorem
for trees. Discrete Mathematics, 1(1):7-18, 1971.

Frank Harary, Peter J. Slater. A Linear Algorithm for the Cutting
Center of a Tree. Information Processing Letters, 23(5):317-319,
1986.

Amos Israeli, Marc Jalfon. Token management schemes and ran-
dom walks yield self-stabilizing mutual exclusion. Proceedings of
the ninth annual ACM symposium on Principles of distributed
computing, strony 119-131. ACM, 1990.

Rebecca Ingram, Patrick Shields, Jennifer E. Walter, Jennifer L.
Welch. An asynchronous leader election algorithm for dynamic
networks. Parallel € Distributed Processing, 2009. IPDPS 2009.
IEEFE International Symposium on, strony 1-12. IEEE, 2009.

Camille Jordan. Sur les assemblages de lignes. Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, 70(185):81, 1869.

Adrian Kosowski, Yukasz Kuszner. A Self-stabilizing Algorithm
for Finding a Spanning Tree in a Polynomial Number of Moves.
Roman Wyrzykowski, Jack Dongarra, Norbert Meyer, Jerzy Was-
niewski, redaktorzy, PPAM, wolumen 3911 serii Lecture Notes in
Computer Science, strony 75-82. Springer, 2005.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Bibliografia 68

[KK13]

[KT77]

[Lam85]

[Moo65]

[Pari16]

[Pat14]

[PB14]

[Pro80]

[Sch93]

1SS92]

[Sys79]

[Varl13|

[Wall6]

Alex Kravchik, Shay Kutten. Time Optimal Synchronous Self
Stabilizing Spanning Tree. Yehuda Afek, redaktor, DISC, wolu-
men 8205 serii Lecture Notes in Computer Science, strony 91-105.
Springer, 2013.

I'. H. Komewtos, E. A. Tumodees. O menrpax m paamycax
rpaoB. Yenexu mamemamuueckur wayx, 32(6 (198)):226-226,
1977.

Leslie Lamport. Solved Problems, Unsolved Problems and Non-
Problems in Concurrency. Operating Systems Review, 19(4):34—
44, 1985.

Gordon E. Moore. Cramming More Components onto Integrated
Circuits. Electronics, 38(8):114-117, 1965.

Michat Panczyk. Selfstabilising Systems Simulator. https://
github.com/mpanczyk/SelfStabSimulator, 2015-2016.

Stacy Patterson. In-Network Leader Selection for Acyclic Graphs.
Computer Research Laboratory, abs/1410.6533, 2014.

Michal Panczyk, Halina Bielak. A self-stabilizing algorithm for
locating the center of maximal outerplanar graphs. Journal of
Universal Computer Science, 20(14):1951-1963, 2014.

Andrzej Proskurowski. Centers of maximal outerplanar graphs.
Journal of Graph Theory, 4(1):75-79, 1980.

Marco Schneider. Self-stabilization. ACM Computing Surveys
(CSUR), 25(1):45-67, 1993.

Sumit Sur, Pradip K. Srimani. A Self-Stabilizing Distributed Al-
gorithm to Construct BF'S Spanning Trees of a Symmetric Graph.
Parallel Processing Letters, 2:171-179, 1992.

Maciej M. Systo. Characterizations of outerplanar graphs. Dis-
crete Mathematics, 26(1):47-53, 1979.

Carlos A. Varela. Programming Distributed Computing Systems:
A Foundational Approach. MIT Press, 2013.

M. Mitchell Waldrop. The chips are down for Moore’s law. Na-
ture, 530(7589):144-147, 2016.


https://github.com/mpanczyk/SelfStabSimulator
https://github.com/mpanczyk/SelfStabSimulator
http://mostwiedzy.pl

Bibliografia 69

/\/\\ MOST WIEDZY Pobrano z mostwiedzy.pl

[XS06]

Zhenyu Xu, Pradip K. Srimani. Self-stabilizing Anonymous Lea-
der Election in a Tree. International Journal of Foundations of
Computer Science, 17(2):323-336, 2006.


http://mostwiedzy.pl

Pobrano z mostwiedzy.pl

A\ MOST

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

Dodatek A

Kod programu

Plik basenode.py:

#!/usr/bin/env python3d
# -x- coding: utf-8 -*-

import uuid

from functools import (
total_ordering,

)

from PyQt5.QtCore import (
QPoint,
Qt,

)

from PyQt5.QtGui import (
QBrush,
QColor,

)

from randomtypes import (
RandomInt,
RandomBool,

)

import utils

Ototal_ordering
class BaseNode(object):

"""Abstract class representing a node in a self-stabilising system.
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71

Its subclasses ought to implement a self-stabilising algorithm
by implementing methods 'rule_x', for example 'rule_1'.

A 'rule_z' should return a pair:
- bool - True if the guard of the rule evaluates to True,
- dict - dictionary with variable names as keys
and their new values as the dict values.

def __init__(self, *xkwargs):

self.id = uuid.uuid4()
self .net = None
self._r = 10

self .neighbours = set()
for neighbour in kwargs.pop('neighbours', ()):
self.connect(neighbour)

self.variables = set(('id',))
for var, val in kwargs.items():
self.__setattr__(var, val)
self .variables.add(var)
for var, type_ in self.__class__.variables.items():
if var not in self.__dict__:
self.__setattr__(var, type_Q))

self.variables.add(var)

def __repr__(self):
return '{}({}) ' .format(self.__class__.__name

_—— ——— —_—

self.id)

def __str__(self):
return 'node({})'.format(self.id)

def __le__(self, other):
return self.id <= other.id

def connect(self, other):
self .neighbours.add(other)
other.neighbours.add(self)
if self.net is None:
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self.net = other.net
if other.net is None:
other.net = self .net
assert self.net is other.net
if self.net is not None:
self .net.nodes.add(self)
self .net.nodes.add(other)

def disconnect(self, other):
if other in self.neighbours:
self .neighbours.remove (other)
if self in other.neighbours:
other.neighbours.remove(self)

def is_active(self):
"!"'"Check ©1f there exists any active rule in the node.

rr

return bool(self.get_active_rules())

Q@classmethod
def get_rule_names(klass):
names = [
method_name [5:]
for method_name
in dir(klass)
if method_name.startswith('rule_')
]
if not names:
raise NotImplementedError(
'You must implement at least one rule in the {} class
klass.__name__,

)

return names

def get_rule(self, name):
return self.__getattribute__('rule_' + name)

def get_active_rules(self):
return [
name

. format (
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for name in self.get_rule_names()
if self.get_rule(name) () [0]
]

def assign(self, **xkwargs):
""'4ssign new values to the node's wvariables.
Thts way a mode may change its state.

rr

self.__dict__.update(kwargs)

def move(self):

"'"'"Pick up a random active rule in the node
and make a move according to its assignment.

o
active_rule_names = self.get_active_rules()
assert active_rule_names, 'There is no active rule in the node.'
rule_name = utils.random_pick(active_rule_names)
is_active, variables = self.get_rule(rule_name) ()
assert is_active
self .assign(**variables)
return rule_name

def get_state(self):
return {
var: self.__getattribute__(var)
for var in self.variables

def get_random_neighbour(self):
return utils.random_pick(list(self.neighbours))

def centre(self):
return QPoint(self._x, self._y)

def get_color(self):
if self.is_active():
return QColor(0x1f, Oxff, Ox1f)
return QColor (0x8f, 0x8f, 0x8f)

def get_radius(self):
return self._r
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def set_radius(self, r):
self._ r =r

radius = property(get_radius, set_radius)

def draw(self, painter):
painter.setBrush(QBrush(self.get_color()))
painter.drawEllipse(
self.centre(),
self.radius,
self.radius,
)
painter.drawText (
self._x-self.radius,
self._y-self.radius,
2*self .radius,
2*self .radius,
Qt.AlignCenter | Qt.AlignVCenter,
str(self.id)
)

Plik basenetwork.py:

#!/usr/bin/env python3
# -x- coding: utf-8 -*-

import random

import copy

from PyQt5.QtCore import (
QRect,

)

import utils
class BaseNetwork(object):

def init__(self):

self .nodes = set()

def get_active_nodes(self):
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return [node for node in self.nodes if node.is_active()]

def is_stabilised(self):
return not self.get_active_nodes()

def __iadd__(self, node):
self .nodes.add(node)
node.net = self

return self

def connect(self, nodel, node2):
for node in nodel, node2:
self .nodes.add(node)
nodel.connect (node2)

def move(self):
node = utils.random_pick( self.get_active_nodes() )
info = {'prestate': copy.copy(node)}
rule = node.move()
info['rule'] = rule
info['poststate'] = copy.copy(node)
return info

def run(self):
while not self.is_stabilised():
yield self .move()

def draw_edge(self, painter, edge):
nodel, node2 = edge
painter.drawLine(nodel.centre(), node2.centre())

def draw(self, painter):

# Edges drawing
edges = {
frozenset ((node, neighbour))
for node in self.nodes
for neighbour in node.neighbours
}
for edge in edges:
self .draw_edge(painter, edge)
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# Nodes drawing
for node in self .nodes:
node.draw(painter)

def boundingBox(self):

margin = 25
mini_x = min(node._x for node in self.nodes)
maxi_x = max(node._x for node in self .nodes)
mini_y = min(node._y for node in self.nodes)
maxi_y = max(node._y for node in self .nodes)
width = maxi_x - mini_x
height = maxi_y - mini_y
return QRect(

mini_x-margin,

mini_y-margin,

2*margin+width,

2*margintheight
)

def adjustedBoundingBox(self, painter):

boundingBox = self.boundingBox()

bbRatio = boundingBox.height() / boundingBox.width()

viewPort = painter.viewport()

vpRatio = viewPort.height() / viewPort.width()

if vpRatio > bbRatio:
diff = boundingBox.width() * (vpRatio-bbRatio)
boundingBox.adjust( 0, -diff/2, 0, diff/2)

elif vpRatio < bbRatio:
diff = boundingBox.height() * (1/vpRatio-1/bbRatio)
boundingBox.adjust( -diff/2, 0, diff/2, 0 )

return boundingBox

Plik utils.py:

#!/usr/bin/env python3
# -x- coding: utf-8 -*-

import random
import copy
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def random_pick(sequence):
""'Choose one rule amongst the active ones.

o

return random.choice(sequence)

def updated_dict(d, *args):
""'"Return copy of a nested dictionary d
with keys args[:-1] updated with value args[-1].
For example: updated_dict(d, 'keyl', 'key2', 'value')

will return copy of d with d['keyl']['key2']=="value'.

if len(args) == 1:
return args[0]
d = copy.copy(d)
d[args[0]] = updated_dict(d[args[0]], *args([1:])
return d

def diff_dict(dO, di):
""'Return diff between two dictionaries

wn form of a dict with keys only for different wvalues.

The differences are inspected recursively
(for values being another dictionaries)
and respectively returned.
o
diff = {}
for key, valueO in d0.items():

valuel = di[keyl]

if isinstance(value0O, dict):

diff_rek = diff_dict(value0, valuel)

if diff_rek:
diff [key] = diff_rek
elif valueO '= valuel:

diff [key] = (valueO, valuel)
return diff

def formated_diff (diff):
""'"Iterates over the diff_dict items
and yields pairs:
- array of keys with different wvalue,
- pair with former and actual wvalue.
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for key, value in diff.items(Q):
if isinstance(value, dict):

for rek_key, rek_value in formated_diff (value):

yield ((key, rek_key), rek_value)
else:
yield key, value

Plik randomtypes.py:

#!/usr/bin/env python3
# -*%- coding: utf-8 -*-

import random

MAX_RAND_INT = 2x%31
MAX_RAND_FLOAT = 300.0

class RandomType(object):
pass

def RandomInt (upper_bound=MAX_RAND_INT):
class ClassRandomInt(int, RandomType) :
def __new__(T):
value = random.randint (0, upper_bound)
return int.__new__(T, wvalue)
ClassRandomInt.__name__ = 'RandomInt'
return ClassRandomInt

def RandomBool():
class ClassRandomBool (int, RandomType) :
def __new__(T):

return int.__new__(T, random.randint(0, 1))

def __repr__(self):
return 'True' if self else 'False’
ClassRandomBool.__name__ = 'RandomBool'

return ClassRandomBool

def RandomFloat (upper_bound=MAX_RAND_FLOAT) :
class ClassRandomFloat(float, RandomType) :
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def __new__(T):

value = random.random()*upper_bound
return float.__new__(T, value)

ClassRandomFloat.__name__ =
return ClassRandomFloat

'RandomFloat'

Plik app.py:

#!/usr/bin/env python3d
# -x- coding: utf-8 -*-

import sys

from PyQt5.QtWidgets import (
QApplication,
QWidget,
QPushButton,
QVBoxLayout,
QHBoxLayout,

)

from PyQt5.QtGui import (
QPainter,
QBrush,
QColor,
QStandardItemModel,
QStandardItem,
QFont,

)

from PyQt5.QtCore import (
qt,

)

from PyQt5.QtWidgets import (
QTreeView,
QTableView,

)

from utils import (
diff_dict,
formated_diff,

)

from basenode import (
BaseNode,
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def typeValueItem(value):

typeFont = QFont()
typeFont.setItalic(True)

textlList = [value.__class__.__name__]
if hasattr(value, '__iter__'):
if value:

textList.append(' ({} items)'.format(str(len(value))))
else:
textList.append(' (empty) ')
valueltem = QStandardItem(
" '.join(textList)
)
valueItem.setFont (typeFont)
return valueltem

def scalarValueltem(value):

valueFont = QFont()
valueFont.setBold(True)
valueltem = QStandardItem(
'{} (type: {})'.format(
str(value),

value.__class name__,

)
valueltem.setFont (valueFont)
return valueltem

def getItems(obj, level=0):

exclude_keys = ('net', '_r', 'variables')
retVal = []
if level > 1 and isinstance(obj, BaseNode):
return retVal
if isinstance(obj, dict):
for key, value in sorted(obj.items()):
if key not in exclude_keys\
and not (
isinstance(key, str)\
and key.startswith('_"')
):
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keyItem = QStandardItem(str(key))
children = []
if hasattr(value, '__iter__'):
valueltem = typeValueItem(value)
for child in getItems(value, level+1):
keyItem.appendRow(child)
else:
valueItem = scalarValueItem(value)
retVal.append([keyItem, valueltem])
elif hasattr(obj, '__dict__'):
retVal = getItems(obj.__dict__, level+1)
elif isinstance(obj, (set, list, tuple)):
for item in sorted(obj):
keyItem = QStandardItem(str(item))
children = getItems(item, level+1)
valueItem = typeValueltem(item)
for child in children:
keyItem.appendRow(child)
retVal.append([keyItem, valueltem])
return retVal

class MovesView(QTableView, object):
def __init__(self, parent=None):
super (MovesView, self).__init__(parent)
self.setModel (QStandardItemModel (self))
self .model() .setHorizontalHeaderLabels ([
'move',
'node',
'rule',
'variable',
'pre-value',
'post-value',
D

self .moveNo = 1

def addRow(self, status):
backgrounds = (
QBrush(QColor (Oxef, Oxef, Oxef)),
QBrush(QColor (Oxff, Oxff, Oxff)),
)

for keys, values in formated_diff(
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diff_dict(
status['prestate'] .get_state(),
status['poststate'] . get_state(),

)

items = [QStandardItem(str(x)) for x in (
self .moveNo,
status['prestate'].id,
status['rule'],
'.".join(str(key) for key in keys),
values[0],
values[1],
)]
for item in items:
item.setBackground(
backgrounds [self .moveNo 7, 2]
)
self .model() .appendRow(items)
self .moveNo += 1
self.resizeColumnsToContents ()
self.scrollToBottom()

class VariablesView(QTreeView, object):
def __init__(self, network, parent=None):
super (VariablesView, self).__init__(parent)
self .network = network
self.redraw()

def redraw(self):
self.setModel (QStandardItemModel (self))
for row in getItems(self.network):
self .model() .appendRow(row)
self.expandAll()
self.resizeColumnToContents(0)
self .resizeColumnToContents (1)

class DrawArea(QWidget, object):
def __init__(self, network, parent=None):

super (DrawArea, self).__init__(parent)
self .network = network
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def redraw(self):

self.

update ()

def paintEvent(self, event):
painter = QPainter(self)
painter.fillRect(
painter.window(),
QBrush(Qt.white),

)

painter.setRenderHint (QPainter.Antialiasing)
painter.setWindow(
self .network.adjustedBoundingBox (painter)

)

self.

network.draw( painter )

class MainWindow(QWidget, object):

def __init__(self, network, parent=None):

super (MainWindow, self).__init__(parent)

self

self
self

self
self
self
self

self
self
self
self
self
self
self

.setWindowTitle('Selfstabilising Systems Simulator')

.move_button = QPushButton("Move", self)
.move_button.clicked.connect (self .make_move)

.network = network

.drawArea = DrawArea(self.network, self)

.variablesView = VariablesView(self.network.nodes, self)
.movesView = MovesView(self)

.mainlayout = QHBoxLayout(self)
.leftLayout = QVBoxLayout ()
.leftLayout.addWidget (self.drawArea, 1)
.leftLayout.addWidget (self .movesView, 1)
.rightLayout = QVBoxLayout ()
.rightLayout.addWidget (self move_button)
.rightLayout.addWidget (self.variablesView)
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self .mainLayout.addLayout (self.leftLayout, 3)
self .mainLayout.addLayout (self.rightLayout, 3)

def make_move(self):
status = self.network.move()
self .movesView.addRow(status)
if self.network.is_stabilised():
self .move_button.setEnabled( False )
self.drawArea.redraw()
self.variablesView.redraw()

def main(Q):
app = QApplication(sys.argv)
import centroid
network = centroid.test_network()
w = MainWindow(network)
w.show()
return app.exec()

if __name__ == '__main__"':

main()
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