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Czy kurtoza mierzy spiczastos¢ rozktadu?
Btazej Kochanski®

Streszczenie. Celem artykutu jest przedstawienie i uzasadnienie interpretacji klasycznego
wspotczynnika kurtozy jako miary grubosci ogonéw oraz zaproponowanie modyfikacji tresci
dydaktycznych w tym zakresie. W wielu polskich podrecznikach akademickich podaje sig, ze
wspotczynnik kurtozy (lub ekscesu) mierzy ,wysmuktosc”, ,spiczastos¢” lub ,sptaszczenie” roz-
kfadu. Taka interpretacja jest nieprawidtowa. Kurtoza mierzy bowiem w istocie stopien rozpro-
szenia wartosci cechy w ogonach rozktadu lub — innymi stowy - intensywno$¢ wartosci skraj-
nych. W artykule wskazano, dlaczego starsze interpretacje, méwiace o ksztatcie wierzchotka
krzywej gestosci, sa niewlasciwe. Zaprezentowano przyktadowe leptokurtyczne rozktady
sptaszczone i platykurtyczne rozktady wysmukte. Na podstawie danych z Diagnozy Spotecznej
z lat 2000-2015 wykazano, ze w badaniach empirycznych warto$¢ kurtozy wynika ze stopnia
natezenia wartosci odstajacych. Zaproponowano nowe sformutowania, ktére mozna wykorzy-
sta¢ w dydaktyce statystyki zamiast nieprawidtowych, stosowanych dotychczas.
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Does kurtosis measure the peakedness
of a distribution?

Abstract. The aim of the article is to present and justify the interpretation of the classical
kurtosis as a measure of fat-tailedness and to propose modifications in the relevant didactic
content. Many Polish academic textbooks describe kurtosis (or excess kurtosis) as a measure of
the ‘slenderness’, ‘peakedness’ or ‘flat-toppedness’ of a distribution. This interpretation is
incorrect. Kurtosis in fact measures the level of the dispersion of the values in the tails of the
distribution or, in other words, the intensity of the extreme values. The article illustrates why
the older interpretations which refer to the shape of the peak of the probability density
function are incorrect. The study provides examples of leptokurtic flat-topped distributions and
platykurtic peaked distributions. Using data from the 2000-2015 Social Diagnosis, the paper
demonstrates that in empirical studies, the value of the kurtosis results from the level of the
extremity of the outliers. New formulations are proposed which could replace the current,
incorrect ones in statistical didactics.

Keywords: kurtosis, excess, leptokurtic distribution, platykurtic distribution, flat-toppedness of
a distribution, slenderness of a distribution, peakedness of a distribution

2 Politechnika Gdanska, Wydziat Zarzadzania i Ekonomii, Polska / Gdarisk University of Technology, Faculty
of Management and Economics, Poland. ORCID: https://orcid.org/0000-0001-8502-931X.
E-mail: blazej.kochanski@pg.edu.pl.

© Btazej Kochanski
Artykut udostepniony na licencji CC BY-SA 4.0 / Article available under the CC BY-SA 4.0 licence


https://orcid.org/0000-0001-8502-931X
mailto:blazej.kochanski@pg.edu.pl
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/legalcode

A\ MOST

44 Wiadomosci Statystyczne. The Polish Statistician 2022 | 11

1. Wprowadzenie

Klasyczny wspdlczynnik kurtozy zostal zaproponowany przez Karla Pearsona
w 1905 r. (Fiori i Zenga, 2009; Pearson, 1905). Nazwa nadana wspotczynnikowi wy-
wodzi si¢ od greckiego stowa xvptog (wygiety) i moze sugerowaé — wprowadzajaca
w blad - interpretacje kurtozy jako miary spiczastosci (lub splaszczenia) rozkladu
zmiennej. Taka interpretacja nie ma matematycznego uzasadnienia, co zostanie
wykazane w dalszej czesci artykutu. Wynika ona prawdopodobnie z tego, ze dla nie-
ktérych rodzin rozkltadéw teoretycznych (np. dla rozktadu Pearsona typu VII, czyli
niestandaryzowanego rozkladu ¢-Studenta) wysokiej kurtozie towarzyszy ,wysmu-
kto$¢” krzywej gestosci. Nie jest to jednak matematyczna koniecznosé. Wspdtczyn-
nik kurtozy nie mierzy tej wlasnosci rozktadu (,wysmuklosci”), mierzy on natomiast
natezenie rozproszenia wartosci cechy w ogonach rozkladu. Ksztalt centralnej czesci
krzywej gestosci jest dla tej miary w zasadzie bez znaczenia. W rzeczywistosci roz-
klad z zupelnie ptaskim wierzchotkiem moze mie¢ nieskoriczong kurtoze, podczas
gdy rozklad nieskonczenie spiczasty moze charakteryzowaé sie kurtoza nizsza niz
rozklad Gaussa.

Celem artykulu jest przedstawienie i uzasadnienie interpretacji klasycznego
wspolczynnika kurtozy jako miary grubosci ogonéw oraz zaproponowanie modyfi-
kacji tresci dydaktycznych w tym zakresie. W artykule zaprezentowano uzyteczng
interpretacje kurtozy, przytoczono réwniez przyklady nieprawidlowych interpretacji
tej miary. Przywolano podstawowe argumenty matematyczne przemawiajace za tym,
ze kurtoza nie jest miarg splaszczenia, spiczastosci ani wysmukloéci, ale miarg roz-
proszenia warto$ci w ogonach rozkladu (intensywnosci wystepowania wartosci
skrajnych). Czytelnika mogg przekona¢ podane kontrprzyklady: funkcje gestosci
leptokurtycznych rozkladéw sptaszczonych i platykurtycznych rozkltadéw wysmu-
ktych. Zaproponowano tez odpowiednig korekte tresci dydaktycznych.

2, Kurtoza - definicja i problemy interpretacyjne

Definicja klasycznego wspotczynnika kurtozy, ktory w tym artykule bedzie oznacza-
ny symbolem K, jest wyrazona wzorem:

k= EX—p” W
o

gdzie:

E - operator warto$ci oczekiwanej,

X - zmienna losowa,

U — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X,
o - odchylenie standardowe X.
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Konstrukcja miary (1) wymaga istnienia skoniczonych momentéw zmiennej X (do
czwartego wlacznie), jezeli chcemy, zeby kurtoza istniala i byta skonczona.

Analogicznie mozna wyznaczy¢ kurtoze z proby i na jej podstawie zbudowac
estymator odpowiedniej nieznanej wielkosci populacyjnej (por. np. Joanes i Gill,
1998).

Najczgéciej kurtoze przedstawia sie jako kurtoze nadwyzkowa (ang. excess
kurtosis) w odniesieniu do rozktadu normalnego, nazywang w polskiej literaturze
przedmiotu wspétczynnikiem ekscesu (ewentualnie kurtozg wzgledng — w odrdznie-
niu od kurtozy absolutnej), ktérg w tym artykule oznaczono symbolem Kz. Wyzna-
cza si¢ ja poprzez odjecie od standaryzowanego czwartego momentu centralnego
warto$ci kurtozy dla rozkltadu normalnego:

KE=K_3

Klasyczne wspotczynniki kurtozy i ekscesu mierzg ogony rozkladu: wyzsza war-
tos¢ kurtozy oznacza wigksze natezenie wystepujacych (w przypadku rozktadéw
empirycznych) lub generowanych (w przypadku rozkladéw teoretycznych) wartosci
skrajnych, czyli wartoéci znacznie oddalonych od $redniej. Dodatni wspdtczynnik
ekscesu oznacza wigkszg intensywno$¢ wartosci skrajnych niz w rozkltadzie normal-
nym, a ujemny eksces §wiadczy o tym, ze ogony rozktadu sa wezsze w poréwnaniu
z rozkladem normalnym (Campbell i in., 1997; Weisstein, b.r.). Pearson (1905) na-
zwal rozklady z dodatnim ekscesem (K > 3) leptokurtycznymi, a rozklady z ujem-
nym ekscesem (K < 3) - platykurtycznymi.

Westfall (2014) zwrécil uwage, ze o ile statystycy probuja wyjasni¢ i uporzadko-
wac sytuacje (dostownie ang. set the record straight), o tyle niektérzy autorzy pod-
recznikéw nadal stosuja opis kurtozy niezgodny z rzeczywistoscia. Taka sytuacja ma
miejsce réwniez w Polsce. W popularnym, ttumaczonym z jezyka angielskiego, pod-
reczniku Aczel i Sounderpandian (2018, s. 50-51) twierdza, ze ,kurtoza to miara
splaszczenia” (angielski oryginal nie moéwi o splaszczeniu, ale o peakedness - spicza-
stosci), dodajac, Ze ujemny wspolczynnik ekscesu ,,charakteryzuje rozkltady sptasz-
czone bardziej niz rozktad normalny, nazywane sg one platokurtycznymi” (pisownia
oryginalna), a dodatnig kurtoze ,majg rozklady bardziej spiczaste w poréwnaniu
z rozkladem normalnym, tzw. leptokurtyczne”. Sobczyk (2007, s. 63-64), opisujac
wspolczynnik kurtozy, kilkukrotnie odwotuje sie do ,,wysmukloséci” i ,,sptaszczenia”
rozkladu, np.: ,Im wyzsza warto§¢ m, i a, [czwartego momentu centralnego

i wspotczynnika kurtozy K - przyp. autora], tym wieksza wysmuklo$é krzywej li-
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czebnosci, co sygnalizuje, ze warianty zmiennej majg tendencje do skupiania sie¢
wokol $redniej”. Maksimowicz-Ajchel (2007, s. 110-112), interpretujgc rozpatrywa-
ne przez siebie dane, wyjasnia: ,,Wspotczynnik ekscesu jest duzo wiekszy od 0,
co oznacza, ze rozklad stazu pracy charakteryzuje si¢ silniejsza tendencja skupiania
wartoséci wokot sredniej niz rozklad standardowy”. Debski (2014, s. 617) pisze: ,,Kur-
toza rozkladu oznacza z kolei jego smukto$¢ lub plaskos¢. Wskazuje, czy odchylenia
od $redniej beda silnie wokdt niej si¢ koncentrowaé (rozklad smukly lub leptokur-
tyczny), czy tez beda szeroko rozproszone (rozktad plaski lub platykurtyczny)”.
W podreczniku Wiktorowicz i in. (2020, s. 64-65) podano, ze gdy zmienne sg ,,lep-
tokurtyczne - K’ > 0, wartosci cechy sa bardziej skoncentrowane wokdt $redniej niz
w rozkladzie normalnym (rozklad jest bardziej smukly niz «odpowiedni» rozklad
normalny, tj. rozklad normalny o konkretnych parametrach u i 0)”. Podobne przy-
ktady mozna mnozy¢. Daje sie zauwazy¢, ze taka nieprawidlowa interpretacja poja-
wia si¢ w tej czy innej formie w wigkszoséci polskich podrecznikéw, w ktérych
wzmiankuje si¢ o kurtozie.

W niewielu podrecznikach i materiatach dydaktycznych wspomina si¢ w kontek-
$cie kurtozy o ,grubych ogonach” lub wartosciach skrajnych. Wagner i Mantaj
(2014, s. 163) pisza: ,Poréwnujac ksztalty wielokata liczebno$ci rozkladu empirycz-
nego z krzywa normalng, mozna wskaza¢ typ kurtozy, czyli odstepstwo zachodzace
miedzy obu rozkladami takze na ich koncach. [...] Cienkie i grube ogony moga wy-
stepowac jednostronnie lub dwustronnie wokoét skupienia préby”.

Innym przykladem jest Gérecki (2013, s. 150), w tym jednak przypadku dokona-
no zamiany definicji rozkladu platykurtycznego i leptokurtycznego oraz smuklosci,
co niestety wprowadza dodatkowe zamieszanie: ,,Dla rozkladu normalnego kurtoza
wynosi 3. Gdy K > 3 rozklad staje si¢ platokurtyczny [pisownia oryginalna — przyp.
autora] (jest splaszczony; méwimy, Ze rozklad ma grube ogony), a rozktad, w ktérym
K < 3 nazywamy rozkladem leptokurtycznym (jest on smuklejszy od rozkladu
normalnego)”.

Jak pokazuja przytoczone fragmenty, polskojezyczne zrédla dos¢ czgsto interpre-
tujg wspotczynnik kurtozy w kategoriach ,,spiczasto$ci” i ,,splaszczenia”. Warto wiec
wskaza¢, ze taka interpretacja nie ma matematycznego uzasadnienia, i zapropono-
wa¢é modyfikacje sformutowan stosowanych w dydaktyce i pi$miennictwie.

3. Kurtoza jako miara rozproszenia wartosci w ogonach rozktadu

Formuta definiujgca wspdétczynnik kurtozy wskazuje, ze nie moze on mierzy¢ spicza-
sto$ci rozkltadu. Aby wyznaczy¢ kurtoze, podnosi si¢ standaryzowane odchylenia
wartoéci zmiennej od $redniej do czwartej potegi, co oznacza, Ze odchylenia
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w poblizu $redniej niemal zupelnie znikaja, kluczowego znaczenia nabierajg za$ ob-
serwacje lub warto$ci zmiennej znajdujace si¢ w znacznym oddaleniu od $redniej.
Tym samym wplyw tego, co dzieje si¢ w poblizu centrum (np. w przedziale u + o),
w zasadzie nie ma znaczenia dla warto$ci wspotczynnika kurtozy lub ekscesu. Na
kurtoze maja za$ wplyw wartoéci skrajne, oddalone od $redniej, znajdujace si¢
w ogonach. Zgodnie bowiem z formulg (1) gestos¢ lub masa prawdopodobienstwa
jest wazona w ten sposob, ze wartosci odlegte o dwa odchylenia standardowe (o) od
$redniej wazg 16 razy wiecej niz wartosci odlegle o jedno odchylenie, wartosci odle-
gle 0 30 wazg 81 razy wiecej, 0 40 — 256 razy wigcej itd.

Dla funkcji gestosci zmiennych ciagtych mozna okresli¢, jaka czes¢ kurtozy jest
wyznaczana przez typowy obszar zmienno$ci (oznaczmy t¢ warto$¢ symbolem w),

w nastepujacy sposob:
uto (X — U 4 1
o L s ( - ) fx (x)dx _ Jo, x*fz(x)dx @)
K(X) Kxy 7
gdzie:
X  -zmienna losowa,
x - zmijenna catkowania,
fx - funkcja gestosci zmiennej losowej X,
fz - funkcja gestosci zmiennej losowej standaryzowanej Zy = (X — uy) /oy,
K (X) - kurtoza zmiennej X:
%) —u\4 %)
KOO = [77(58) fuGdx = [ 24 f,(2)dz = E@Z)). (3)

Dla rozkladu normalnego w wynosi

1 1
W= §f z*¢(z)dz =~ 0,037,
-1

gdzie ¢ (-) to gestoé¢ standardowego rozktadu normalnego.

Oznacza to, ze w przypadku rozktadu normalnego wplyw na warto$¢ kurtozy
ksztaltu funkcji gestosci w typowym obszarze zmiennoéci (1 + o) to zaledwie kilka
procent. Ksztalt wierzchotka nie ma wiec Zadnego znaczenia dla wartosci K lub K.
Tablica 1 zawiera warto$ci w dla wybranych rozkladéw wyznaczone przez Westfalla
(2014).
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Tabl. 1. Wspodtczynnik kurtozy i proporcja?

Rozktady K w
Jednostajny ciggly .....cccoeeeerneeeinnens 1,8 0,064
Tréjkatny (symetryczny) ... 24 0,045
Normalny 3,0 0,037

t-Studenta:v=10... 4,0 0,028

v=>5. 9,0 0,012
LOGIStYCZNY .cooveevrcrrcrncrnecnnennnnes 4,2 0,026
WYKRRANICZY .coovevevcverecersecesneceinnne 9,0 0,023
Laplace’a 6,0 0,015

a Proporcja (w) pokazuje, jaka czes¢ wspdtczynnika kurtozy jest zdeterminowana przez wartosci w przedziale
[ — o; u + o] dla wybranych rozktadéw teoretycznych.

Zrédto: Westfall (2014).

Wykr. 1. Funkcja gestosci i funkcja podcatkowa
wspotczynnika kurtozy rozktadu wyktadniczego i normalnego

12
10
8
6
4
2
0 R X
-1 -0,5 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
mmese f,(x)funkcja gestosci rozktadu e fn (%) funkcja gestosci rozktadu
wykfadniczego (1= 6) normalnego (1 =1/6, 0 =1/6)
funkcja podcatkowa {_____1 funkcja podcatkowa
wspotczynnika kurtozy wspotczynnika kurtozy
dla rozktadu wyktadniczego: dla rozktadu normalnego:
fe()Cx = )*/a* fo(O G = w*/o*

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie odpowiednich funkcji gestosci.

Aby zilustrowa¢, ze to ogony - a nie centrum rozkladu - wplywaja na warto$¢
kurtozy, mozna wykresli¢ funkcje podcatkows z réwnania (3) dla wybranego rozkla-
du prawdopodobienstwa. Na wykr. 1 przedstawiono funkcje gestosci i funkcje pod-
catkowe dla dwdch rozktadéw prawdopodobienstwa: wykladniczego o parametrze
A = 6 oraz normalnego o tej samej $redniej i odchyleniu standardowym. Rozklad
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wyktadniczy jest skrajnie asymetryczny ze spiczastym wierzchotkiem, ale - jak wida¢
na wykresie — wyzsza niz w rozkladzie Gaussa kurtoza tego rozkladu (K = 9) wynika
przede wszystkim z szerszego ogona.

Artykul Westfalla (2014) zawiera argumentacje matematyczng dotyczacg wspot-
czynnika kurtozy, ktérg mozna przedstawi¢ za pomoca trzech twierdzen (tylko dru-
gie z nich zostalo w oryginalnym tekscie nazwane twierdzeniem):

Twierdzenie 1. Dla dowolnego rozkladu zmiennej X spetniona jest nieréwnosé¢
E[Zg1(1Zx] > D] < K(X) < E[ZgI(1Zx| > 1] + 1,

gdzie:

I(-) - funkcja charakterystyczna (indykator) przyjmujaca wartos¢ 1, gdy warunek
w nawiasie jest spetniony, i wartos¢ 0, gdy nie jest spelniony,

Zy = (X — uyx) /oy, gdzie uy— warto$¢ oczekiwana zmiennej X,

ox - odchylenie standardowe zmiennej X,

K(X) = E[Z§] - kurtoza zmiennej X.

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja gestoéci zmiennej Z§ jest malejagca w przedziale
[0,1], to

E[Z31(1Zx] > 1)] < K(X) < E[Z§1(1Zx] > 1)] + 0,5.

Twierdzenia 1 i 2 pokazuja, Ze nawet w najbardziej skrajnych przypadkach wktad
ksztaltu wierzchotka rozkladu (czesci wykresu gestosci dla x = p &+ o) do catoscio-
wej wartosci K bedzie niewielki.

Twierdzenie 3. Rozwazmy cigg zmiennych losowych X;, i = 1,2, ..., dla ktérych
K(X,) » o, gdy n— . Wtedy dla dowolnego b > 0: E[Z)‘?il(lZXJ >b)]/
/KX - 1.

Twierdzenie 3 wskazuje, ze dla zmiennych losowych o wysokiej kurtozie wspot-
czynnik K jest zdefiniowany gtéwnie przez wartoéci skrajne, tzn. obserwacje, ktore sg
oddalone o wigcej niz b odchylen standardowych od $redniej.

4. Wptyw wartosci skrajnych na kurtoze — wyniki empiryczne

Twierdzenia 1-3 jasno ilustrujg fakt, ze wspdtczynniki kurtozy i ekscesu opisuja to,
co dzieje sie w ogonach rozkladu, a nie w jego centrum. Fakt ten sprawia, ze wspol-
czynnik kurtozy wykorzystuje si¢ w badaniach empirycznych jako miare natezenia
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wartosci ekstremalnych (por. np. Livesey, 2007; Mandelbrot, 1963). Jest to szczegol-
nie widoczne w obszarze finansdéw, gdzie wystegpowanie warto$ci odstajacych
i grubo$¢ ogondéw maja istotne implikacje dla zarzadzania ryzykiem (Campbell i in.,
1997; Danielsson i in., 2013). Taleb (2009) stosuje kurtoze, aby pokazaé na podstawie
danych historycznych, ze stopy zwrotu oparte na réznorodnych instrumentach ryn-
kowych (w tym kursach walutowych, aktywach gietdowych, stopach procentowych,
cenach surowcow itd.) majg bez wyjatku rozklady charakteryzujace si¢ mocno odsta-
jacymi warto$ciami skrajnymi. Dla wszystkich badanych zmiennych wartos¢ kurtozy
wynika z niewielkiej cze$ci obserwacji, np. ponad 75% wartosci wspdtczynnika
kurtozy obliczonego na podstawie 10 tys. obserwacji indeksu amerykanskiego rynku
gieldowego jest efektem wystepowania jednej wartosci odstajacej i jej wielkosci
(Taleb i Goldstein, 2012).

Obliczajac kurtoze na podstawie danych empirycznych, mozna zauwazy¢, ze wy-
soka warto$¢ K lub K wskazuje na wystepowanie wartosci ekstremalnych. Gdy stu-
denci uczestniczacy w kursie statystyki opisowej uzyskujg wysokie wartosci kurtozy
dla zmiennych pochodzacych z analizowanych danych empirycznych, wynika to
wlasciwie zawsze z tego, Ze w obserwowanym zbiorze pojawiajg si¢ duze wartosci
skrajne. Wykres 2 otrzymano na podstawie danych z Diagnozy Spotecznej 2000-2015
(Rada Monitoringu Spotecznego, 2015). Wigkszoé¢ cech w tym badaniu miata cha-
rakter jakosciowy, jednak znalazly si¢ w nim réwniez 272 zmienne ilosciowe
(w tym: wzrost, masa ciata, dochody, wydatki, liczba wypalanych papieroséw, liczba
przyjacidl, liczba pracownikéw, powierzchnia mieszkania).

Dla tych cech obliczono wspotczynnik kurtozy (K) oraz warto$¢ bezwzgledna
najbardziej odstajacej standaryzowanej wartosci skrajnej (ang. maximum absolute
z-score; Schiffler, 1988):

(4)

xi—f
)

maximum absolute z-score = max
i s

gdzie:
X - $rednia arytmetyczna obserwacji,
s - odchylenie standardowe z préby.

Wspdlczynnik korelacji Pearsona miedzy K a wyznaczong zgodnie ze wzorem (4)
maksymalng bezwzgledng wartoscig standaryzowang w tym zbiorze cech wynidst
0,751, a wspolczynnik korelacji rang Spearmana (zalezno$¢ nie jest liniowa, stad
skala logarytmiczna na wykresie) osiagnal wartos¢ 0,929. Zalezno$¢ wartosci kurtozy
od wartoéci pojedynczej najbardziej odstajacej obserwacji jest, jak wida¢, bardzo
duza: wspdtczynnik determinacji prostej regresji log-log pokazuje, ze model oparty
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na logarytmie maksymalnego bezwzglednego z-score wyjasnia ok. 85% zmiennosci
log(K). Wynik ten jest przejawem dziatania wspoélczynnika kurtozy opisanego przez
twierdzenia 1-3. W rozkladach empirycznych nawet pojedyncza wystarczajaco
ekstremalna obserwacja odstajaca moze spowodowa¢ duzy wzrost wspdtczynnika.

Wykr. 2. Zalezno$¢ pomiedzy kurtoza a maximum absolute z-score
dla cech ilosciowych zebranych w ramach badan Diagnozy Spotecznej
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Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie danych z Diagnozy Spotecznej (Rada Monitoringu Spotecznego, 2015).

5. Kurtoza to nie spiczastosc - przyktady rozktadow

Skoro kurtoza jest miarg intensywnosci wartoséci ekstremalnych, to niewielkie zna-
czenie dla interpretacji otrzymanych wynikdw tego wspodtczynnika ma to, czy dany
rozklad jest symetryczny czy asymetryczny. Gdyby jednak kurtoza miata mierzy¢
spiczasto$¢ rozkladu, wowczas nalezaloby rozwazaé przede wszystkim rozklady sy-
metryczne. Ponizej zostang przedstawione przyklady symetrycznych rozkladow
leptokurtycznych (charakteryzujacych si¢ wysoka kurtoza), ktorych wierzchotek jest
bardziej splaszczony niz wierzcholek rozkltadu normalnego, i rozkltadéw platykur-
tycznych (charakteryzujacych sie niskg kurtoza) z wysmuklym wierzchotkiem. Przy-
klady te mogg poméc w prawidiowej interpretacji wspofczynnika kurtozy.
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Do formalnej oceny wysmuklosci rozkladéw mozemy zastosowaé miary spicza-
stosci zaproponowane przez Hogga (Hogg, 1974; Hogg i Lenth, 1984; Schmid
i Trede, 2003) i Horna (1983). Horn zaproponowal, zeby spiczasto$¢ jednomodal-
nych rozkladéw symetrycznych osiagajacych maksimum w medianie mierzy¢, wyko-
rzystujac stosunek pola pod krzywa gestosci nad przedzialem osi x miedzy mediang
a trzecim kwartylem (= 0,25) do pola prostokata o wysokosci rownej maksymalnej
wartosci funkcji gestosci zbudowanego nad tym przedzialem (x5 oznacza 50. per-
centyl, czyli mediane, a x 75 — 75. percentyl, czyli trzeci kwartyl):

0,25
fx(xo,s) : (x0,75 - xo,s) '

(5)

mtp=1—

Miara spiczastosci Horna mt,, jest wyskalowana w ten sposob, ze wynosi 0 dla
rozkladu jednostajnego ciaglego, ktorego ksztalt jest plaski, zbliza si¢ za$ do 1
w przypadku rozkladéw, ktore majg bardzo wysoki i wyostrzony wierzchotek. Dla
rozktadu normalnego mt, wynosi ok. 0,071.

Hogg zaproponowal, zeby przy pomiarze spiczastosci rozkladéw postugiwac sie
ilorazem rozstgpdw miedzy kwantylami. Za Schmidem i Tredem (2003) przyjeto
nastepujacg miare spiczastosci Hogga Py (x, oznaczajg odpowiednie kwantyle):
_ Xo0,875 — X0,125

Py = (6)

X0,75 — X0,25

Py rozktadu jednostajnego ciagglego wynosi 1,5, rozktadu normalnego - ~1,71,
a rozktadu Cauchy’ego - ~2,41.

Przyklady rozkladéw, dla ktérych wyzszej spiczastoéci towarzyszy nizsza warto$é
kurtozy (i odwrotnie), podat juz Kaplansky (1945). Na wykr. 3 przedstawiono funk-
cje gestosci standardowego rozkltadu normalnego dang wzorem:

1 x?
d(x) = Ee_T (7)

oraz gestosci dwdch innych rozkladéw zaproponowanych przez Kaplansky’ego:

1 (9 i
P(x)=m(z+x4)€ ) (8)
IR U DR

q(x)—zmez 6\/E<4+x)e . 9)
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Funkcje gestosci zostaly opracowane w taki sposob, zeby ich warto$¢ oczekiwana
wynosifa 0, a wariancja 1, dzieki czemu mozna je przedstawi¢ na jednym wykresie
(wykr. 3).

Wykr. 3. Funkcje gestosci rozktadu normalnego oraz p(x) i g(x)

0,50
0,45
0,40 A
0,35
0,30
0,25

0,20 / \

0,15 // \

. Vi \,

[ — — P, —
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
—_— ) e=e  D(X) q(x)
K;=0 Kg=-0,25 Kg=0,125

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie propozycji Kaplansky'ego (1945) — wzory (7)-(9).

Wspotczynnik ekscesu zmiennej definiowanej funkcjg gestosci ¢p(x) wynosi
oczywiscie 0. Wspolczynnik ekscesu dla p(x) to -0,25, wiec rozklad jest platykur-
tyczny. Dla q(x) Kz = 0,125, co oznacza rozklad leptokurtyczny. Pomimo to wierz-
chotek rozkladu p(x) znajduje si¢ powyzej wierzchotka krzywej gaussowskiej; tym
samym rozklad mozna okresli¢ jako wysmukly, a rozklad q(x) jest wyraznie splasz-
czony.

Zastosowanie miar Horna i Hogga do rozkltadow p(x) i q(x) pokazuje, ze rze-
czywiscie rozklad p(x), pomimo nizszej kurtozy, jest bardziej spiczasty niz rozklad
normalny. Dla rozktadu p(x) otrzymujemy mt, =~ 0,118 i Py ~ 1,78, a dla q(x)
mamy mt, = 0,045i Py = 1,67.

Przyklady przytoczone przez Kaplansky’ego pokazujg dos¢ umiarkowane wyniki.
Mozna jednak postuzy¢ sie przykladami o duzo bardziej ekstremalnym charakterze.
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W tym celu skonstruujmy funkcje gestosci t(x) i u(x)L:

v

v
t(x) =0,99f,(x) + 0'01\/1/ — 2fv (J > x), v = 4,0001, (10)

VY —

1 |x]
u(x) = 2_\/§f3(ﬁ) gdy |x| < V5, x¢0.

0 gdy |x| > V5

(11)

Zmienna losowa opisana przez funkcje gestosci t(x) to polaczenie rozkladu jed-
nostajnego ciaglego o parametrach takich, zeby warto$¢ oczekiwana wynosita 0,
a wariangcja I:

1
o=z BWHISYS

0 gdy |x| > V3

(12)

i odpowiednio przeskalowanego rozkladu t-Studenta o parametrze v (liczbie stopni
swobody) réwnym 4,0001:

f(x) =

v

F(V—Zl)( x )jTH (13)

G G\

Funkcja gestosci u(x) powstala poprzez ,,sklejenie” dwoch odpowiednio przeska-
lowanych rozkladéw beta o parametrach a = 0,51 § = 1. Jeden z tych rozkltadow
zostal odbity wzgledem osi y. Funkcja fz ma zatem nastepujaca ogdlng postac:

x* 11 = x)F T (a + B)

fa@) = RN

dlax € (0,1). (14)
Dlaa = 0,5i 8 = 1 funkcja fz moze zosta¢ sprowadzona do nastepujacej postaci:

1
feg(x) = m dlax € (0,1). (15)

" Rozktady t(x) i u(x) zostaty zaproponowane na podstawie podobnych rozktadoéw, ktére skrétowo opisat

wikipedysta BigBendRegion w anglojezycznej Wikipedii w ramach edycji hasta Kurtosis (Kurtosis: Difference
between revisions, 2019).
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Zmienna okreslona przez u(x) ma réwniez warto$¢ oczekiwang rowng 0 i warian-
cje réwna 1 (wykr. 4).
Wykr. 4. Funkcje gestosci rozktadu normalnego oraz t(x) i u(x)

0,6

0,5 |

04 —

/N
/7 \

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
—p(x) e £(x) u(x)

K;=0 K. =598 Ke=—0,222

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie funkcji gestoéci przedstawionych we wzorach (10)-(15).

Funkcja gestosci u(x) jest nieskonczenie wysmukla; w poblizu x = 0 wartos¢
funkcji dazy do nieskonczonosci. Miara Horna nie istnieje (ze wzgledu na nie-
skonczong wysmuklo$¢ mozna uznaé, ze przyjmuje maksymalng mozliwg warto$¢
mt, = 1), a miara Hogga wynosi Py = 2,25. Wspdtczynnik ekscesu tej zmiennej
okazuje si¢ ujemny i wynosi Kp = —% ~ —0,222. Jest to wigc ekstremalnie wysmu-
kly rozklad platykurtyczny.

Z kolei rozktad opisywany przez t(x) ma niemal zupelnie plaski wierzchotek
(mt, = 0,004, Py =~ 1,504), wspétczynnik ekscesu jest tu jednak wyjatkowo wysoki
(Kg = 598,812). Jest to zastuga niewielkiej domieszki rozkladu ¢-Studenta o para-
metrze gwarantujagcym bardzo szerokie ogony (szersze od ogonéw rozkladu normal-
nego). Funkcja t(x) opisuje wiec rozklad splaszczony w centralnej czesci funkcji
gestosci, ktory jednoczesnie jest skrajnie leptokurtyczny.

Funkcje przedstawione na wykr. 3 i 4 stanowig przyklady unaoczniajace fakt, ze
o wartosciach wspolczynnikéw K i K decyduje zdolnos¢ do generowania ekstre-
malnych wartosci w ogonach rozkladu, a nie ksztalt funkcji gestosci w poblizu $red-
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niej. Rzeczywiscie, wysmukla funkcja u(x) ma uciete ogony, a grubos¢ ogona funkcji
p(x) dla x =5 (w odleglosci pieciu odchylen od $redniej) jest niemal tysigc razy
mniejsza niz grubo$¢ ogona rozkladu normalnego ¢(x). Z drugiej strony ogon
funkgji q(x) jest dla wartosci oddalonych od $redniej o 50% szerszy od ogona roz-
ktadu normalnego, a t(5) ponadpigciokrotnie przekracza ¢(5). W tabl. 2 przedsta-
wiono poréwnanie grubosci ogonow pieciu funkgji gestosci w réznych odleglosciach
od $redniej.

Tabl. 2. Szeroko$¢ ogona rozktadéw przedstawionych na wykr. 3 i 4 w procentach szerokosci
ogona rozktadu normalnego w odlegtosci 4, 5 i 6 odchylen standardowych od $redniej

Odleatosé p(x) q(x) t(x) u(x) 01€9)
egtosc K =-0,25 K;=0,125 K;=598812 | K=-0,222 K;=0
4,1 148,0 16,3 0,0 100,0
0,1 149,9 532,7 0,0 100,0
0,001 150,0 55 467,1 0,0 100,0

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie funkcji gestosci.

W tabl. 3 przedstawiono wspotczynniki kurtozy i ekscesu oraz miary spiczastosci
Horna i Hogga dla wybranych rozkladéw. Mozna zaobserwowa, ze o ile w przypad-
ku rodziny rozktadow t-Studenta wiekszej kurtozie (grubszym ogonom) towarzyszy
wigksza spiczastosé, o tyle dla rozkladéow opisanych réwnaniami 8-11 zaleznos¢ jest
odwrotna. Poréwnanie rozkladu jednostajnego z rozkladem t(x) pozwala unaoczni¢
fakt, ze rozklad o zerowej spiczastoéci i niewielkiej kurtozie mozna zmienié
w rozklad o nadal niemal zerowej spiczastoéci i dowolnie wielkiej kurtozie, stosujac
niewielkg domieszke rozktadu o szerokich ogonach.

Przyklady przedstawione w tej czesci artykulu pomagaja sfalsyfikowaé stwierdze-
nie, ze kazda miara wyprowadzona dla scharakteryzowania ogonéw bedzie z ko-
nieczno$ci charakteryzowac takze centrum rozktadu (lub odwrotnie).

Tabl. 3. Kurtoza, eksces oraz dwie miary spiczastosci
dla wybranych ciaggtych symetrycznych rozktadéw prawdopodobienstwa

Rozkfady K Kg mt, Py

Cauchy’ego . . 0,215 2,41
E-StUdENnta: V =3 .. ) oo 0,111 1,86
9 6 0,094 1,79

5 2 0,087 1,76

Gaussa: ¢(x) 3 0 0,071 1,71
p(x) 2,75 -0,25 0,118 1,78

q(x) 3,125 0,125 0,044 1,67

t(x) 601,8 598,8 0,004 1,504

u(x) 2,778 -0,222 1 2,25
Jednostajny 1,8 -1,2 0 1,50

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie funkcji gestosci wskazanych zmiennych losowych i wzoréw (5) i (6).
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6. Kurtoza w dydaktyce statystyki - propozycja

W dydaktyce statystyki, nawet na poziomie podstawowym, nie moze zabrakna¢ te-
matyki zwigzanej z warto$ciami odstajacymi. Jak pokazano, wspélczynnik kurtozy
jest stosunkowo prostg miarg intensywnosci warto$ci ekstremalnych (w uproszcze-
niu: grubosci ogona rozkladu), dlatego - jak sie wydaje — nie nalezy pomija¢ infor-
macji o wspolczynniku kurtozy w kursach akademickich. W zwigzku z brakiem ma-
tematycznego powigzania pomiedzy spiczastoscig wierzchotka funkcji gestosci
a wartoscig wspdtczynnikéw kurtozy czy ekscesu wskazana bytaby modyfikacja tresci
w podrecznikach i materiatach dydaktycznych. Przy omawianiu kurtozy nalezy
odej$¢ od przywolywania ,,wysmuktosci”, ,spiczastosci” czy ,splaszczenia”, ponie-
waz takie okre$lenia — cho¢ rozpowszechnione - nie maja uzasadnienia. Niepopraw-
ne pod wzgledem merytorycznym jest rowniez stwierdzenie, ze kurtoza mierzy
»koncentracje wartosci wokot $redniej”. Jak sie wydaje, takie sformulowanie odwo-
dzi odbiorce od wlasciwego zrozumienia znaczenia kurtozy. Wysoka warto$¢ wspol-
czynnika ekscesu nie oznacza wigkszej ,,koncentracji obserwacji wokat sredniej”, ale
wieksze niz w rozkladzie normalnym rozproszenie wartosci w ogonach rozktadu.

Termin ,,miara splaszczenia” w kontekscie kurtozy rowniez wprowadza w blad:
zazwyczaj ,splaszczenie” interpretowane jest jako przeciwienstwo ,spiczastosci’.
Nawigzuje do tego wprost okreslenie flat-topped (rozklad o sptaszczonym wierzchot-
ku), uzywane w literaturze anglojezycznej (np. Pearson, 1905). Ponadto uzycie tego
terminu rodzi watpliwosci, ktory rozklad mozna uzna¢ za splaszczony. W kontekscie
przyktadow rozkladéw podanych wczesniej mozna zapytaé, czy splaszczony jest
rozklad z plaskim wierzchotkiem i wysoka kurtozg (grubymi ogonami), z plaskim
wierzchotkiem i niskg kurtoza, ze spiczastym wierzcholkiem i grubymi ogonami, czy
moze ze spiczastym wierzchotkiem i niska kurtozg? Watpliwosci budzg réwniez
terminy wspélczynnik skupienia i wspotczynnik koncentracji. Skoro kurtoza mierzy
rozproszenie wartosci cechy w ogonach, to moze powinna by¢ nazywana wspétczyn-
nikiem dekoncentracji?

Zamiast wymienionych powyzej blednych lub mylacych okreslen nalezatoby za-
tem wprowadzi¢ takie, ktére wspominaja o intensywnosci wystepowania (w przy-
padku rozkladéw empirycznych) lub generowania (w przypadku rozkltadéw teore-
tycznych) wartosci skrajnych i o rozproszeniu wartosci w ogonach rozkladu. Do
wyobrazni odbiorcdw moga przemawiaé obrazowe, cho¢ uproszczone, sformutowa-
nia o grubym (ewentualnie szerokim, ciezkim) i cienkim (waskim, lekkim) ogonie
rozktadu. Pojecie ogona (czyli czesci rozktadu oddalonej od jego centrum) jest zro-
zumiale dla oséb nieposiadajacych specjalistycznej wiedzy w tym zakresie i szeroko
stosowane przez statystykow, cho¢ — podobnie jak wierzcholek — nie ma jednej ogdl-
nie przyjetej definicji.
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W zestawieniu ponizej zaproponowano korekte tre$ci zgodng z interpretacja
wspdlczynnika kurtozy przedstawiong w niniejszym artykule. W lewej kolumnie
znajduja sie przyklady nieprawidlowych sformulowan dotyczacych kurtozy,
a w prawej umieszczono propozycje odpowiednich modyfikacji uwzgledniajacych
interpretacje kurtozy jako miary grubosci ogonoéw, czyli intensywnosci wartosci
skrajnych. Podane przyktady oparte sg na autentycznych sformulowaniach znalezio-

A\ MOST

nych przez autora w polskich akademickich materiatach dydaktycznych.

Zestawienie przyktadowych nieprawidtowych lub mylacych tresci
w materiatach dydaktycznych i propozycja ich poprawienia

Przykiady

Propozycja ich poprawienia

Jezeli dla pewnego rozktadu skupienie wartosci
zmiennej wokot Sredniej jest wieksze niz w rozkta-
dzie normalnym, to taki rozktad nazywamy wysmu-
ktym (leptokurtycznym)

Jezeli dla pewnego rozktadu intensywnos¢ warto-
$ci skrajnych (,grubos¢ ogona”) jest wieksza niz
w rozktadzie normalnym, to taki rozktad nazy-
wamy leptokurtycznym

Wspotczynnik ekscesu informuje o tym, czy koncentra-
cja wartosci badanej cechy wokét Sredniej w danym
rozktadzie jest wieksza czy mniejsza niz w zbiorowo-
$ci o rozktadzie normalnym

Wspotczynnik ekscesu informuje o tym, czy roz-
proszenie wartosci badanej cechy w ogonach
rozktadu jest wigksze czy mniejsze niz w zbio-
rowosci o rozktadzie normalnym

Rozktad leptokurtyczny (wysmukty)

Rozkfad leptokurtyczny

Rozktad platykurtyczny (sptaszczony)

Rozktad platykurtyczny

Rozktad platykurtyczny (eksces < 0): liczba obserwacji
w kazdym regionie wartosci zmiennej jest rowno-
mierna - jednakowa (np. ptaski i szeroki rozktad)

Rozktad platykurtyczny (eksces < 0): liczba obser-
wadji skrajnych w ogonach rozktadu i/lub ich
odlegtos¢ od sredniej jest wzglednie mata
(mniejsza niz w rozktadzie normalnym)

Im wyzsza jest wartos¢ K, tym bardziej wysmukta jest
krzywa liczebnosci, a zatem wigksza koncentracja
cechy wokét sredniej

Im wyzsza jest warto$¢ K, tym wigksze jest nate-
zenie oddalonych od $redniej wartosci skraj-
nych, a zatem wigksze rozproszenie wartosci
w ogonach rozkfadu

Kurtoza jest miara sptaszczenia rozktadu czestosci

Kurtoza jest miarg ksztattu rozktadu czestosci
opisujaca rozproszenie wartosci skrajnych
w jego ogonach

Jesli kurtoza przyjmuje wartosci dodatnie, Swiadczy to
o wiekszej koncentracji wartosci niz przy rozktadzie
normalnym. Ksztatt rozktadu jest wéwczas bardziej
wysmukly, a taki rozktad nazywamy leptokurtycz-
nym. Natomiast jesli kurtoza ma wartos¢ ujemna,
Swiadczy to o wiekszym niz przy rozktadzie normal-
nym rozproszeniu wartosci cechy, a wykres jest bar-
dziej sptaszczony niz przy rozktadzie normalnym.
Wdéwczas méwimy o rozktadzie platykurtycznym

Jesli wspotczynnik ekscesu przyjmuje wartosci
dodatnie, $wiadczy to o wiekszym niz w rozkta-
dzie normalnym rozproszeniu wartosci w ogo-
nach rozktadu. Taki rozktad, charakteryzujacy
sie szerokimi ogonami, nazywamy leptokur-
tycznym. Natomiast jesli wspotczynnik ekscesu
ma wartos¢ ujemnag, $wiadczy to o mniejszej niz
w rozktadzie normalnym intensywnosci warto-
$ci skrajnych, a wykres ma wezsze ogony niz
rozktad normalny. Wéwczas méwimy o rozkfa-
dzie platykurtycznym

Wspotczynnik skupienia (kurtoza) jest standaryzowa-
nym momentem centralnym czwartego rzedu

Wspotczynnik kurtozy jest standaryzowanym
momentem centralnym czwartego rzedu

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie przyktadéw sformutowan znalezionych w polskojezycznych

materiatach dydaktycznych.
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Wspolczynnik kurtozy nie opisuje ksztattu wierzcholtka rozkladu, zatem podrecz-
niki i materialy dydaktyczne nie powinny interpretowac kurtozy jako miary spicza-
sto$ci/wysmuklosci lub sptaszczenia. Byloby to bowiem wprowadzanie w blad od-
biorcéw i w zaden sposob nie dostarczaloby uzytecznych informacji. Intencjg autora
tego opracowania jest wiec propozycja zastgpienia — a nie jedynie uzupelnienia -
dotychczas rozpowszechnionych nieprawidtowych interpretacji kurtozy.

7.Podsumowanie

Interpretacja kurtozy jako miary splaszczenia lub spiczastosci funkcji gestosci nie ma
matematycznego uzasadnienia. Jak dowiedziono w artykule, wspotczynniki kurtozy
i ekscesu mierzg intensywno$¢ wartosci skrajnych lub - innymi stowy - rozproszenie
wartoéci w ogonach rozkladu. Przedstawione przyklady rozkladéw leptokurtycznych
o splaszczonym wierzcholku i platykurtycznych o spiczastym wierzchotku pomagaja
dodatkowo sfalsyfikowaé stwierdzenie, ze kazda miara charakteryzujgca ogony roz-
ktadu bedzie jednoczesnie opisywaé wlasnosci jego wierzchotka. Przyklad obliczen
z wykorzystaniem empirycznego zbioru danych jest dobrg ilustracja tego, ze w prak-
tyce dydaktycznej z wysoka kurtoza mamy do czynienia w sytuacjach, kiedy w zbio-
rze danych pojawiaja sie, nawet pojedyncze, wartosci ekstremalne.

W ostatnich latach w literaturze anglojezycznej odchodzi sie od dawnego sposobu
opisywania kurtozy jako miary spiczastosci. Wiele najnowszych opracowan dydak-
tycznych i encyklopedycznych zawiera juz poprawiony opis, odwolujacy si¢ do gru-
bosci ogondw rozkladu. Zmiany w swoich publikacjach wprowadzili m.in. redaktorzy
encyklopedii Britannica czy popularnego profesjonalnego portalu Wolfram-Alpha.
W Polsce w ostatnim czasie definicje pojecia kurtozy w stowniku na swojej stronie
internetowej zmienit réwniez Gléwny Urzad Statystyczny. Wprowadzenie modyfi-
kacji dotyczacych tej kwestii w polskojezycznych podrecznikach i materiatach
dydaktycznych, np. z wykorzystaniem sformulowan zaproponowanych w tym arty-
kule, wydaje si¢ wiec pozadane, a nawet konieczne.
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