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skonczonych dla tkanki kostnej czesto wykorzystuja metodologie budowy maszyn, gdzie uzywa
sie materiatdw konstrukcyjnych o jednolitych wtasciwosciach. Rzadko uwzgledniajg zréznicowanie
modutu Younga w obszarze elementow skonczonych, gdzie informacje o rozktadzie sztywnosci
tkanki pochodzg z obrazéw tomograficznych. Celem pracy jest opracowanie metody modelowania
tkanki kostnej uwzgledniajgcej przestrzenne zréznicowanie modutu Younga w kazdym elemencie
skonhczonym i zbadanie korzysci wynikajgcych z takiej rozbudowy. Badania ograniczono do
zadania ptaskiego. Analizowano rézne metody catkowania i liczby weztéw elementu. Sredni bigd
energii deformacji dla obliczeh ze zmiennym modutem Younga wyniost okoto 9%, podczas gdy dla
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Obliczenia zostaty zweryfikowane na kosci $winskiej poddanej obrazowaniu TK podczas
rozciggania do 600N. Pordwnujgc obrazy TK, zmierzono rozciggniecie odcinka pomiarowego
kosci, ktore wyniosto 0,12 mm. Obliczenia z usrednionym modutem Younga daty wynik 0,107 mm,
ANSYS z zaimplementowanym zmiennym modutem Younga dat wynik 0,106 mm, a wtasny skrypt
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tissue often uses machine-building methodology where materials with homogenous properties are
used. The differentiation of Young's modulus in the area of finite elements is less often taken into
account. Information about the distribution of tissue stiffness comes from CT images. The aim of
the work is to develop a bone tissue modeling method that takes into account the differentiation of
Young's modulus in each finite element and to examine the benefits of such. The research was
limited to 2D task. Various methods of integration and the number of nodes of the element were
analysed. The average deformation energy error for the variable Young's modulus calculations
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was about 9%, while for the classical algorithm, it was about 28% for the same number of nodes.
The E-variable algorithm turned out to be attractive, and introducing it to 3D elements will be the
next stage of research. The calculations were verified on pig bone subjected to CT imaging when
stretched up to 600N. Comparing the CT images, the elongation of the bone measuring area was
0.12 mm. Calculations with averaged Young's modulus gave a result of 0.107 mm, ANSYS with
implemented variable Young's modulus gave a result of 0.106 mm, and a custom script with
implemented variable Young's modulus gave a result of 0.11 mm, which is the closest to the
measurement.
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finite element and to examine the benefits of such. The research was limited to 2D task.
Various methods of integration and the number of nodes of the element were analysed.
The average deformation energy error for the variable Young's modulus calculations
was about 9%, while for the classical algorithm, it was about 28% for the same number
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y — sktadowa styczna odksztatcenia (kagt odksztatcenia postaciowego),

e, Ae — skladowa normalna odksztatcenia liniowego (wydiuzenie jednostkowe), przyrost
odksztatcenia

¢, n — wspotrzedne bezwymiarowe

A, u — state Lamégo

v — wspotczynnik Poissona

p — gestosc

0, Ao — naprezenia normalne, przyrost naprezen

T — naprezenia styczne

a, b — przyrost modutu Younga obliczany dla jednego elementu skonczonego
¢, — minimalna warto$¢ modut Younga, w funkcji rosngcej modutu

¢, — wspotczynnik dla funkcji malejgcej opisujgcej zmiennos¢é modutu Younga

B — macierz liniowej zaleznosci odksztatcenia — przemieszczenia

D — macierz materiatowa

E — modut sprezystosci (Younga)

Eo,E1,Es,Es — state modutbw Younga wyliczone dla wezibw naroznych elementu
skonczonego

Emin, Emax — Minimalna i maksymalna warto$¢ modutu Younga w prébce testowej
f — wektor obcigzenia

FEM — Finite Element Method — Metoda elementéw skohczonych

G — modut odksztatcenia postaciowego (Kirchoffa)

HU — gestos$¢ radiologiczng w jednostkach Hounsfielda

J — macierz Jacobiego

k — macierz sztywnosci pojedynczego elementu

K — globalna macierz sztywnosci

m — kierunek osiowy odksztatcenia

n — kierunek odksztatcenia prostopadty do osiowego

MES — metoda elementéw skonczonych

N66-N72 — wezty od 66 do 72

RTG - zdjecie rentgenowskie, rentgenogram

s, t — wspoirzedne znormalizowane

t — grubos¢ elementu w macierzy sztywnosci pojedynczego elementu

TK — tomograf komputerowy, tomografia komputerowa

u — wektor przemieszczeh

U, AU - energia odksztalcenia elementu skonczonego, przyrost energii odksztatcenia
elementu skohczonego

V — objetosé elementu skohczonego
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1. WSTEP

Nowoczesna medycyna i jej innowacyjne rozwigzania w catos$ci opierajg sie na rozwoju
techniki. Od laboratorium farmakologicznego po najdrobniejsze detale sali operacyjnej
medycyna przenika sie z inzynierig, i to nie tylko w otaczajgcym nas $wiecie, ale i wewnatrz
nas np. dzieki rozwojowi implantologii. Implanty kosci i endoprotezy stawéw to jednak nie
tylko samodzielne nowe materiaty, ale i towarzyszace im sprzet, procedury postepowania i
przygotowywania zabiegoéw, ktore stajgc sie bardziej zaawansowane utatwiajg prace
personelu medycznego i powiekszajg szanse na peten sukces zabiegu. Nie kazdy zabieg
moze by¢ jednak przygotowany wytgcznie na podstawie danych, nierzadko lekarze opierajg
sie na wtasnym doswiadczeniu i intuicji. Przyktadem takiej sytuacji sg operacje na tkance
kostnej, ktorej stan okresla sie na podstawie zdje¢ RTG lub Tomografii Komputerowej (TK).
Tkanka kostna, podobnie jak kazda zywa struktura nie jest materiatem o jednorodnych
wiasciwosciach. Jej budowa zalezy przede wszystkim od miejsca, w jakim wystepuje oraz
funkcji, jakg spetnia, ale rowniez od rodzaju obcigzenia, jakie przenosi w organizmie.
Wiasciwosci wytrzymatosciowe tej samej kosci bedg roznity sie, zatem nie tylko u oséb w
réznym wieku, ale rowniez u oséb o roznej aktywnosci fizycznej, diecie i ekspozycji na
Swiatto dzienne.

1.1. Budowa i fizjologia tkanki kostnej

Rusztowaniem dla organizmu cziowieka jest jego szkielet zbudowany z kosci

potgczonych ze sobg stawami lub szwami. Oprécz swojej podstawowej funkcji, jakg jest

oparcie dla uktadu miesniowego peni on réwniez role pancerza chronigcego narzady

wewnetrzne oraz mniej oczywistg funkcje magazynu soli mineralnych (gtéwnie wapnia i

fosforu) oraz w sposéb posredni funkcje krwiotwdrczg. Morfologicznie tkanka kostna

zbudowana jest z dwdch frakeiji:

o Istoty miedzykomorkowej, w ktérej sktad wchodzi cze$é organiczna (osseina, ang.
osteoid) zbudowana z widkien kolagenowych i substancji bezpostaciowej (gtdwnie
biatka niekolagenowe odpowiedzialnych za mineralizacje i wzrost kosci) oraz czes¢
nieorganiczna (minerat kosci - sole mineralne skfadajgce sie na hydroksyapatyt).
Udziat wagowy tych dwoch grup w kosci to odpowiednio 25 i 60-70%. Pojedyncze
widkno kolagenowe otoczone przez substancje bezpostaciowg i minerat koci
tworzy blaszke kostng [1].

e Komorek kostnych:

o Osteoblasty - ich zadaniem jest syntezowanie i wydzielanie organicznej
istoty miedzykomoérkowej oraz posrednio pobudzanie mineralizacji kosci [2].
o Osteocyty - powstajg z osteoblastow, gdy te zostang niemal catkowicie
otoczone przez zmineralizowang istote miedzykomérkowg i same tej
mineralizacji ulegajgc. Procesu mineralizacji nie przechodzg wypustki
cytoplazmatyczne  osteoblastu, za  pomocag, ktérych  kombrki
przeprowadzajg wymiane substancji odzywczych i metabolitéw =z

naczyniem krwionosnym lub innym osteocytem [2].
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Osteoklasty - sg rodzajem makrofagéw (komérki zerne, uczestniczgce w
mechanizmach obronnych organizmu) powstajg z monocytow, ktore z krwig
przedostaty sie do koéci. Ich zadaniem jest niszczenie tkanki kostnej
poprzez obnizanie pH, co powoduje dekalcyfikacje okolicy (odwapnienie i

degradacje kosci). Nadmiar osteoklastéw powoduje osteoporoze [2].
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Tkanka kostna grubowtdknista (splotowata) - w organizmie ludzkim pojawia sie,

jako pierwsza tkanka kostna jeszcze w zyciu ptodowym. Jej zadaniem jest

budowanie kosci. U dorostego cztowieka wystepuje juz tylko w miejscach przyczepu

Sciegien, szwach kosci czaszki, btedniku kostnym i wyrostkach zebodotowych,

pojawia sie réwniez w miejscach uszkodzen kosci. Zbudowana jest z grubych

peczkéw widkien kolagenowych o nieregularnym przebiegu [3]

Tkanka kostna drobnowtdknista (blaszkowata) - to dojrzata forma tkanki kostnej,

zbudowana z blaszek kostnych. Jest dominujgcg formg tej tkanki u dorostego

cztowieka (Rys. 1.1).

o

Istote gabczastg - porowata struktura zbudowana z beleczek kostnych
(ciasno owiniete wokoét siebie blaszki kostne) ostaniajgca szpik czerwony —
krwiotwérczy. Wystepuje gtdwnie w nasadach kosci diugich, ale réwniez we
wnetrzu kosci krotkich, ptaskich i roznoksztattnych.

Beleczki kostne w kosci ggbczastej tworzg azurowg strukture, w ktérej
wolnych przestrzeniach znajdujg sie naczynia krwionosne i szpik kostny.
Takie przypominajgce sie¢ utozenie beleczek kostnych ma bardzo wydajne
wiasciwosci amortyzujgce stgd umiejscowienie tego rodzaju tkanki w
nasadach kosci dtugich[3][4][5].

Istote zbitg — struktura blaszek kostnych budujaca trzony kosci dtugich oraz
zabezpieczajgca powierzchniowe warstwy pozostatych kosci oraz nasady
kosci dtugich. Blaszki kostne w tkance kostnej zbitej tgczg sie w uktady
ztozone z 4-20 (najczesciej 4-6) blaszek o ksztalcie rurek utozonych jedna
w drugiej. Blaszki te nazywamy blaszkami systemowymi, a uktad, ktéry
tworzg osteonem lub systemem Haversa. Wewnatrz osteonu znajduje sie
otwér - kanat Haversa, przez ktéry przechodzg widkna nerwowe oraz
wlosowate naczynia krwionosne odzywiajgce kos¢. Poszczegdlne blaszki
kostne budujgce osteon zawierajg widkna kolagenowe, ktére w
przewazajacej wiekszosci zorientowane sg rownolegle wzgledem siebie i
spiralnie wzgledem osi dtugiej struktury (jednoczesnie osi kosci w kosciach
diugich). Kierunek utozenia widkien w blaszkach bezposrednio ze sobg
sgsiadujgcych jest odchylony o kilka stopni. Wbrew nazwie struktura ta
posiada przestrzenie pomiedzy blaszkami zwane jamkami i kanalikami
kostnymi. Najbardziej zewnetrzna warstwa systemu Haversa nosi nazwe
linii cementowej, jest uboga we witdkna kolagenowe i nie zawiera kanalikow
kostnych [4].
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Rys. 1.1. Tkanka kostna drobnowtdknista. Schemat budowy istoty zbitej i istoty ggbczastej [3].

Powstawanie kosci moze przebiega¢ na drodze jednego z dwdch procesow:
kosciotworzenia na podtozu btoniastym lub kosciotworzenia na podtozu chrzestnym. W
wyniku kosciotworzenia na podiozu bfoniastym powstajg kosci czaszki i twarzy,
obojczyki oraz czesciowo topatki, pozostate kosci sg wynikiem procesu na podtozu
chrzestnym.

Kosciotworzenie na podtozu btoniastym przebiega w bilonie mezenchymatycznej
(wystepujaca w okresie zarodkowym tkanka fgczna, z kiérej ewoluujg wszystkie rodzaje
tkanek), ktérej komorki stajg sie osteoblastami i zaczynajg wydziela¢ osseine: kolagen
typu |, proteoglikany oraz biatka przyczyniajgce sie do procesu mineralizacji(wapnienia).
Zapoczagtkowanie mineralizacji kosci w fazie ptodowej przebiega poprzez odktadanie sie
bezpostaciowego fosforanu wapnia we widknach kolagenu, drugim etapem tego
procesu jest powstawanie krysztatéw hydroksyapatytu. W procesie mineralizacji istota
miedzykomodrkowa otacza osteoblasty tworzgc dookota nich jamki i przeksztatcajgc je
tym samym w osteocyty. Uktad komorek tkanki kostnej, w ktérym osteocyty otoczone sg
przez osteoblasty nazywamy beleczkg kostng (Rys. 1.2). Powiekszajgc sie i tgczac
beleczki kostne tworzg grubowtdknistg kos¢ splotowata, ktéra w kohcowej fazie zycia
ptodowego zostanie zdegradowana przez osteoklasty, a na jej miejscu osteoblasty

wytworzg blaszki kosci drobnowtdknistej o ksztatcie koncentrycznych rurek.
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Rys. 1.2. Beleczka kostna (B) podczas tworzenia, w otoczeniu osteoblastow (A) [3].

Kos$ciotworzenie na podfozu chrzestnym przebiega w podobny sposdb, komorki
macierzyste tkanki mezenchymatycznej wystepujgce w ochrzestnej (btona pokrywajgca
chrzgstke) przeksztatcajg sie w osteoblasty, ktére ksztattujg beleczki kosci
grubowtdknistej uktadajgce sie w ksztatt mankietu (mankiet kostny). Dookota mankietu
komorki chrzgstki degenerujg, a powstate przestrzenie stajg sie miejscem odktadania
sie soli wapnia lub dojsciem dla nowych komérek macierzystych i naczyn wtosowatych.
Réwnoczesnie z opisanymi powyzej procesami w centralnej czesci kosci osteoklasty
ksztattujg jame szpikowa.
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2. BADANIA | MODELOWANIE TKANKI KOSTNEJ
2.1. Choroby struktury tkanki kostnej

Podstawowym elementem struktury kosci jest blaszka kostna. Prawidiowo

uksztattowane blaszki kostne utozone w sie¢ tworzacg kos¢ sg bardzo wytrzymatg

strukturg nosng, a ich sita lezy miedzy innymi w odpowiednim wysyceniu mineratami.

Zaburzenia procesu mineralizacji, a w tym wypadku przede wszystkim wapnienia kosci

moga wystgpi¢ zaréwno podczas jej tworzenia jak i wtérnie poprzez ,wyptukiwanie” soli

wapnia tkanki. Najczesciej diagnozowanymi chorobami zwigzanymi z nieprawidiowg
mineralizacjg kosci sg krzywica, osteopenia, osteomalacja i osteoporoza.

Krzywica jest schorzeniem wieku dzieciecego, w przebiegu, ktérej kosci ulegajg

niedostatecznej mineralizacji, przez co pozostajg miekkie i stabe. Bezposrednig

przyczyng choroby jest niedobér witaminy D najczesciej spowodowany zbyt matg
ekspozycjg na $wiatlo stoneczne (promieniowanie UV) lub nieprawidtowg dieta.

Niedobér witaminy D prowadzi do niedoboru wapnia, co uniemozliwia prawidtowg

mineralizacje kosci. Choroba ta w krajach rozwinietych wystepuje niezwykle rzadko.

Dieta noworodkéw i niemowlat karmionych mlekiem matki jest suplementowana

witaming D podawang doustnie w postaci kropli. Natomiast dzieci karmione formutami

mleka modyfikowanego majg zapewniong podstawowg suplementacje dzieki
wzbogaconemu w witamine D sktadowi tych mieszanek.

Osteopenia to choroba metaboliczna kosci i jednoczesnie stan zagrozenia rozwoju

osteoporozy. Polega na obnizeniu, w stosunku do przyjetego poprawnego zakresu,

poziomu masy kostnej. Ustalenie tego czynnika polega na ilosciowym pomiarze
gestosci mineralnej kosci poprzez badanie densytometryczne (okreslanie gestosci kosci
na podstawie obrazowania RTG). Wyrézniamy trzy rodzaje osteopenii, inwolucyjng

(postepujgca z wiekiem), cukrzycowg (demineralizacja kosci spowodowana jest

towarzyszgcym chorobie cukrzycowej niedoborom czynnikow wzrostowych oraz

insuliny) oraz wczesniacza.

Osteomalacja - krzywica wieku dorostego. Jej gtdéwnym objawem jest spowodowana

niedoborem wapnia demineralizacja (rozmiekanie) kosci. Wystepujg dwa rodzaje tej

choroby [6]:

e Niedoborowa, najczesciej spowodowana niedostatecznym poziomem witaminy D
odpowiedzialnej za wchtanianie wapnia w jelicie, ale réwniez nadmiernym
wydalaniem wapnia spowodowanym chorobg nerek lub zwiekszonym na niego
zapotrzebowaniem np. w trakcie cigzy.

e Metaboliczna réwniez spowodowana niedoborem witaminy D, ale o podiozu
nieprawidtowego lub zwiekszonego jej metabolizowania np. w przebiegu chordb

nerek i przytarczyc [7].
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Osteoporoza jest uogdlniong chorobg szkieletu, ktorej gtébwnymi czynnikami sg

zmniejszona mineralizacja oraz zaburzona mikroarchitektura kosci [8]. Wbrew szeroko

rozpowszechnionej opinii nie jest to chorobg dotykajgcg wytgcznie osoby w podesztym
wieku, mogg na nig zapadac rowniez dzieci. R6znicujemy jg na:

e Osteoporoze pierwotng, ktérej przyczyn nie sg do konca poznane, a najbardziej
prawdopodobne hipotezy = rozciggajg sie  od nastepstw  schorzen
endokrynologicznych poprzez niedobory witaminy D az do wptywu czynnikéw
zakaznych oraz podfozu genetycznym [9].

e Osteoporoze wtérng, ktérej przyczynami sg niekidére choroby przewlekte (np.
celiakia powodujgca zmniejszone wchtanianie wapnia), stosowanie przez dtugi czas
niektorych lekéw (np. steroidowych powodujgcych hamowanie wchianiania wapnia i

fosforanow w jelicie) oraz dtugotrwate unieruchomienie [9].

2.2. Obrazowanie tkanek, jako Zrédto informacji o wtasciwosci wytrzymatosciowych

Réznice pomiedzy opisanymi w powyzszym rozdziale chorobami sg bardzo subtelne,
ich wspdlng, a zarazem gtdéwng przyczyng sg zaburzenia gospodarki wapnia i
witaminy D. Wspolnym skutkiem i zarazem objawem wszystkich tych choréb jest
zmniejszona wytrzymatos¢ kosci, objawiajgca sie albo poprzez ich zwiekszong
tamliwos$¢é, albo nadmierng elastycznos¢, czego bezposrednig przyczyng jest
demineralizacja kosci.

Ko$¢ jest najtwardszg tkankg organizmu cziowieka, mozna jg znalez¢ w kazdej czesci
ciata i w kazdej odlegtosci od jego powierzchni. Cztowiek posiada zaréwno kosci, ktére
od skory oddziela tylko cienka warstwa tkanki witdknistej np. paliczki jak i kosci lezgce
gteboko wewnatrz ciata np. ko$¢ udowa [10][11]. Bez wzgledu na ich potozenie urazy i
schorzenia kosci nie sg tatwe do zauwazenia gotym okiem. Oczywiscie zdarzajg sie
przypadki skrajne gdzie w wyniku ztamania ko$¢ przebija powltoki ciata, ale zwykte
pekniecie czy odprysniecie kosci nie jest mozliwe do zauwazenia gotym okiem.
Przetomem w diagnostyce uktadu kostnego byto odkrycie w 1895 roku przez Wilhelma
Conrada Roentgena promieniowania X, ktéremu towarzyszyto zupetnie niezwigzanie z
prowadzonymi badaniami, przypadkowe zdjecie reki badacza trzymajacej krazek otowiu
(pierwsze zdjecia wymagaty kilku minut naswietlania trudno mowi¢ tu wiec o
przypadkowym ujeciu, jednak w tym wypadku do przeprowadzenia eksperymentu na
otowianym krazku zamiast statywu Roentgen uzyt wtasnej reki). Zdjecie to udowodnito,
ze obserwowane promieniowanie jest w réznym stopniu zatrzymywane przez czesci, a
w zasadzie tkanki ludzkiego ciata (Rys. 2.1). Swiatowej nauce wystarczyty niespetna
dwa miesigce od publikacji przetomowej pracy Roentgena, aby po raz pierwszy uzyé
promieniowania X do diagnostyki. Zdjecia nieprawidlowo zrosnietego ztamania
przedramienia i nieusunietego srutu pozostatego w reku po postrzale wykonane pod
koniec stycznia 1896 roku staty sie jednymi z pierwszych wykonanych w celach
medycznych [12].
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Rys. 2.1. Pierwsze ,medyczne” zdjecie wykonane przez W. Rontgena. Fotografia przedstawia dton zony

naukowca [13].

Odkrycie niemieckiego naukowca zapoczgtkowato nowg ere diagnostyki, w ktorej
mozna byto zajrze¢ do srodka ciata cztowieka bez koniecznosci przeprowadzania
operaciji.

Tworzenie klasycznego zdjecia RTG polega na umieszczeniu badanego przedmiotu
pomiedzy lampg generujgcg promieniowanie, a Swiattoczutg btong rentgenowskg
(polietylen obustronnie pokryty emulsjg fotograficzna, ktérg stanowi zawiesina bromku i
jodku srebra w zelatynie) pokrytg folig wzmacniajgcg lub folig pamieciowg (gdzie sole
srebra zastepujg zwigzki fosforu lub selenu), ktérej zapis po odczytaniu za pomoca
czytnika laserowego przechowuje sie w postaci cyfrowej. Lampa generujgca
promieniowanie X zbudowana jest z dwdch elektrod ujemnej (katody) i dodatniej
(anody) umieszczonych w szklanej bance prézniowej. Podczas pracy z katody
emitowane sg elektrony, ktére nastepnie uderzajg w anode w wyniku, czego ich energia
kinetyczna zamienia sie w energie promieniowania X oraz ciepto w proporcji 1:99. Role
katody petni cienki, spiralnie skrecony drut wolframowy (wtokno zarzenia), przez ktéry
podczas pracy urzgdzenia przeptywa prad elektryczny rozgrzewajgc go do temperatury
2200°C, co wywotuje na nim zjawisko termoemisji elektronéw. Anode moze stanowic
jedno z dwdch rozwigzan:

e miedziany blok z wtopionym cienkim krgzkiem wykonanym ze stopéw metali o
szczegolnej odpornosci termicznej i mechanicznej np. wolframu. Podczas pracy
lampy generowane sg duze ilosci ciepta, dlatego wewnatrz miedzianego bloku
znajduje sie uklad chtodzenia w postaci kanatéw z przeptywajgcg ciecza
(gtéwnie woda).
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e Tzw. wirujgca anoda — ma posta¢ odwrdéconego talerza, ktérego zewnetrzng
czesScig sg dwa pierscieniowate pochylenia. Ten rodzaj anody od strony
skierowanej ku elektrodzie ujemnej pokryty jest warstwg stopu wolframu z 10%
dodatkiem renu. Elektroda ta obracana jest za pomocg silniczka na osi
wykonanej z grafitu i molibdenu, ktérych wiasiwosci fizyczne zapewniajg dobrg
przewodnos¢ ciepling.

Podczas wykonywania badania RTG promieniowanie X generowane przez lampe jest
ostabiane przez badany obiekt nadajgc zdjeciu efekt cienia rzucanego na btone
rentgenowska. Jesli badany obiekt jest jednolity to jego jasnos¢ na zdjeciu bedzie
réwnomierna, jesli sktada sie z r6znych materiatéw lub ma zréznicowang grubosc to
jasnos¢ poszczegodlnych miejsc zdjecia bedzie z nig korespondowata odnoszac odcien
poszczegodlnych obszarow do stopnia, w jakim dany materiat zatrzymat wigzke
promieniowania. Ostabianie promieniowania realizuje sie poprzez pochfanianie i
rozpraszanie. Pierwszy z proceséw jest skutkiem efektu fotoelektrycznego
polegajgcego na wybiciu elektronu z atomu przez foton promieniowania
rentgenowskiego. Wybity elektron staje sie fotoelektronem, a uderzony atom jonem
dodatnim. llos¢ wytwarzanych fotoelektronéw zalezy od pierwiastkow, z jakich
zbudowana jest badana materia, a dokfadniej od ich liczby atomowej (ilos¢ protonéw
rowna ilosci elektronébw w niezjonizowanym atomie). Bogate w wodor (Z=1),
wegiel (Z=6), azot (Z=7) i tlen (Z=8) miekkie czesci ciata czlowieka generujg mato
fotoelektrondw, natomiast kosci, w ktorych wystepujg duze ilosci wapnia (Z=20)
generujg ich znacznie wiecej stgd rdznice w jasnosci obszaréw zdjecia
rentgenowskiego odpowiadajgcych powietrzu, tkankom miekkim i kosciom.
Rozpraszanie promieniowania zachodzi na drodze dwéch oddzielnych procesow:
rozpraszania spojnego i rozpraszania Comptona. Pierwszy z proceséw zachodzi, gdy
foton napotkawszy atom swojg energig wprawia, co najmniej jeden z jego elektronéw w
drgania o czestotliwo$ci spdjnej z jego czestotliwoscig. Wygasniecie drgan powoduje
emisje nowego fotonu. Rozpraszanie Comptona natomiast zachodzi, gdy foton
promieniowania zderza sie z jednym z elektronéw zewnetrznej powtoki atomu wybijajgc
go. W procesie tym foton nie traci catej swojej energii, a jedynie wydluza swojg fale i

zmienia kierunek [14].
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Zdjecia RTG majg forme czarnego obrazu, ktérego jasniejsze fragmenty stanowig cien,
jaki rzucito badane ciato. Takie zdjecie jest jednak bardzo duzym uproszczeniem, na
jednej warstwie widzimy przekréj przez caty badany przedmiot. Wykonujgc zdjecie klatki
piersiowej mozemy zauwazy¢ miedzy innymi zarys zeber, kregostupa, ptuc i serca, a
identyfikacja kolejnych struktur oparta jest na naszej znajomosci anatomii. Jesli na
obrazie pojawi sie anomalia moze ona z rownym prawdopodobienstwem naleze¢ do
kazdego lezacego na jej wysoko$ci organu. Rozwigzaniem tego problemu sg
trojwymiarowe modele Tomografii Komputerowej (skaner RTK lub z ang. CT) bedace
ztozeniem wielu “ptaskich” zdje¢ (przekrojéw) wykonanych z réznych pofozen uktadu
lampa-detektor (w procesie tomografii btony rentgenowskie zastepowane sg przez
elektroniczne detektory promieniowania) wzgledem badanego obiektu.
Prekursorem tréjwymiarowego spojrzenia na diagnostyke promieniowaniem byt Elihu
Thompson, ktéry wykonat dwa zdjecia tego samego obiektu zmieniajgc potozenie lampy
i blony, a nastepnie umiescit je w stetoskopie tworzgc pierwszy tréjwymiarowy model
oparty na zdjeciach RTG [15].
Realizacja tego zatozenia musiata poczeka¢ jednak az moc obliczeniowa komputeréw
dogoni rozwoj obrazowania, umozliwiajac obrébke duzej ilosci zdje¢ i zbudowanie z
nich modelu 3D. Udalo sie to w latach 60-tych XX wieku, na pierwsze Kkliniczne
zastosowanie tomografii komputerowej trzeba bylo jednak poczeka¢ az
do roku 1972 [15].
Dzisiejsza tomografia komputerowa dziata w duzej czesSci w zgodzie z pierwotnym
zatozeniem. Badany obiekt pozostaje nieruchomy, a dookota niego obracajg sie
pozostajgce w jednej osi lampa i detektor (zamiast stosowanych w diagnostyce
rentgenowskiej bton stosowane sg elektroniczne detektory promieniowania) tworzac
szereg zdjec, ktore pdzniej za pomocg obrobki komputerowej przetwarzane sg w model
komputerowy. Poszczegdlne czesci badanego obiektu majgce r6zng gesto$¢ oraz sktad
w réznym stopniu zatrzymujg promieniowanie wystane przez lampe. Komputer znajgc
potozenie lampy jest w stanie rozpoznaé, do ktérej czesci obiektu przyporzadkowaé
cien z danego zdjecia.
Konwencjonalne skanery RTK pracujg w trybie sekwencyjnym, po kazdym obrocie
uktadu lampa — detektor stét, na ktérym znajduje sie badany obiekt jest przesuwany o
zadang odlegtos¢ wzdituz osi wspomnianego obrotu. Ten typ tomografow dzielimy na
cztery generacje réznicujac je w zaleznosci od ilosci lamp i detektoréw
e | generacja - jedna lampa i jeden detektor. Lampa emituje pojedynczg
prostoliniowg wigzke promieniowania. Urzadzenie wykonuje skan linii,
nastepnie obraca sie o0 1°.
e |l generacja - jedna lampa i 3-52 detektorow. Lampa emituje waska wigzke
wachlarzowg odbierang réwnoczesnie przez kilka detektoréow. Im urzgdzenie

zawiera wiecej detektorow tym wykonuje wiekszy kat jednorazowego obrotu
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lIl generacja - jedna lampa i duza matryca detektoréw. Lampa emituje szerokg
wigzke wachlarzowg promieniowania.

IV generacja - jedna lampa i matryca detektorow obejmujgca catg Srednice
urzagdzenia. Detektory uflozone dookota badanego obiektu pozostajg
nieruchome, lampa wykonuje peften obrét. Takie rozwigzanie znaczaco
przyspiesza wykonanie badania, co ma szczegdlne znaczenie przy badaniu

obiektéw ruchomych takich jak narzgdy wewnetrzne cztowieka.

Osobnymi wariantami skanerow, ktore tgczg sie z generacjami opisanymi powyzej sa:

skanery ultraszybkie [15]

spiralne — podczas badania stét z badanym obiektem przesuwa sie ze stalg
predkoscig wzdtuz osi obrotu lampy, ktéry realizowany jest réwnoczesnie
(wymaga zwiekszonej mocy obliczeniowej, ale daje dokfadniejszy wynik)
wielorzedowe — skaner spiralny posiadajgcy wiecej niz jeden rzad detektorow
(2-64), skraca czas badania w stosunku do jednorzedowego skanera o takich

samych parametrach od 5 do 8 razy

Skanery réznig sie od siebie budowa, liczbg lamp i detektoréow jednak istnieje jeszcze

jedna bardzo wazna cecha, ktéra odroznia poszczegdlne urzadzenia, jest nig

rozdziel

pikseli.

czo$¢. Pierwszy tomograf wykonywat zdjecie sktadajgce sie z siatki 80x80

Tak niewielka doktadnos¢ wynikata z mozliwosci obliczeniowych éwczesnych

komputeréw. Do uzyskania takiego obrazu wykonywano 28 800 projekcji, nowoczesne

tomografy wykonujg nawet do 2 miliondw projekcji, dzieki czemu badany obiekt mozna

obserwowa¢ w mikrometrach. Oczywiscie kazda projekcja wigze sie¢ z dodatkowag

dawka

promieniowania, przez co kliniczne zastosowanie TK ogranicza sie do

rozdzielczosci obrazu gdzie wielko$¢ piksela nie przekracza 1 mm (nie rozpatrujgc

mozliwosci pdzniejszej obrobki obrazu) [16].

KONSOLA

S 0S|
G J’_‘D - |
RUCHOMY STOL

Rys. 2.2 Schemat budowy Tomografu Komputerowego [17].
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Proces uzyskiwania obrazu TK przebiega wieloetapowo najprosciej, jako przyktadu
uzy¢ tomografu klinicznego. Urzadzenie w uproszczeniu mozna podzieli¢ na trzy czesci
pierscien samego skanera - gantre (w nim znajdujg sie lampa i detektory), zintegrowany
z nim stét, na ktéorym umieszczamy pacjenta lub badany obiekt i konsole obstugi
urzadzenia (Rys. 2.2).

Osie i ptaszczyzny ciata

) N = ! !
*\ ) i ' 4
3 2~ <
NG b8 ] 1
i 2 ;
i i t .
k \ 1 )
¥ | .
1 Ptaszczyzna strzatkowa 1 | g J
(planum sagittale) 2 1 "
2 0% podtuzna (pionowa)
3 Os strzatkowa - |
4 Ptaszczyzna posrodkowa “
5 Ptaszczyzna poprzeczna, }
horyzontalna (planum |
transversale) e \ '\
6 O$ poprzeczna ) ¥ 2
7 Ptaszczyzna czolowa, b =
wiencowa (planum frontale) a 3

Rys. 2.3 Osie i ptaszczyzny ciata cztowieka [18]

Jesli badaniu poddawany jest cztowiek to o$ pierscienia jest rownolegta, a wrecz niemal
pokrywa sie z jego osig pionowg (Rys. 2.2, Rys. 2.3). Przed rozpoczeciem wtasciwego
skanowania pacjent utozony nieruchomo na stole jest przesuwany wzdtuz osi
pierscienia tomografu tak, aby ptaszczyzna, w ktérej znajduje sie uktad lampa-detektor
znajdowaty sie nad jednym z koncéw obszaru, ktéry chcemy zbadac¢. Technik
obstugujacy urzgdzenie wyznacza poczatek i koniec badanego obszaru, okreslajgc tym
samym odlegto$¢, o jakg w trakcie badania przesunie sie stét wzgledem gantry.
Odlegtos¢ ta zostanie podzielona przez liczbe przekrojow, jakie chcemy wykonaé na
badanym obszarze podajgc, jako wynik pojedyncze przesuniecie stotu wzdtuz osi
obrotu skanera. Caly badany obszar zostanie, zatem podzielony na sekcje, ,plasterki”
wykonywane prostopadle do osi obrotu skanera. Samo badanie przebiega, zatem w
sekwencji [16]:

e Stét i pacjent pozostajg nieruchomo, ukfad lampa-detektory wykonuje obrét
dookota badanej sekcji (plastra) tworzac sekwencje zdjeé. Zdjecia te majg
nature identyczng jak zwykfe zdjecie RTG, a zatem sg cieniem, jaki organy
wewnetrzne tworzg zatrzymujgc czes¢ promieniowania rentgenowskiego.
Pojedyncze zdjecie sekwencji nie jest, zatem bardziej uzyteczne niz klasyczne
RTG. Dopiero obrébka komputerowa catej sekwencji zmienia jakos$¢

dostarczonych informaciji.

22


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

o Komputer znajgc potozenie uktadu lampa-detektor podczas wykonywania
poszczegodlnych zdje¢ sekwencji, za pomocg algorytmow dzieli poszczegolne
.cienie” budujgc dwuwymiarowy model przekroju. Proces ten mozemy
odtworzyé prostym eksperymentem: wyobrazmy sobie balon napetniony
jednorodng galaretka, do ktérej przed stezeniem wrzucono metalowg nakretke.
Jesli zrobimy zwykte zdjecie balona zobaczymy cieh nakretki, ale nie bedziemy
w stanie okresli¢ dokfadnie, w jakim miejscu balona sie ona znajduje (moze
leze¢ nawet za balonem na pfaskim zdjeciu nie zauwazymy roznicy).
Obchodzimy, zatem balon przemieszczajgc sie wzgledem jednej z jego osi o
90° i wykonujemy drugie zdjecie. Znajagc potozenie aparatu wzgledem balona
przy wykonywaniu wszystkich zdje¢ mozemy tatwo okresli¢ potozenie nakretki.
Organizm ludzki jest ukladem duzo bardziej niejednorodnym, a celem badania
nie jest jedynie okreslenie potozenia elementu, ale réwniez np. jego gestosci.
Sekwencja zdje¢ musi, wiec zawiera¢ duzo wiecej niz 2 obrazy.

e Gdy gantra zakonczy jeden obrét stof, na ktérym znajduje sie pacjent przesuwa
sie i nastepuje kolejny obrét uktadu lampa-detektory.

Przedstawiony schemat dziatania nie oddaje w peini sposobu dziatania skanerow
wielorzedowych, gdzie podczas wykonywania jednego obrotu gantry jednoczesnie
powstaje kilka przekrojow przez badany obiekt oraz skanera spiralnego, gdzie obrot
uktadu lampa-detektory nastepuje jednoczesnie z przesunieciem stotu w taki sposab, ze
tor ruchu lampy odbywa sie po linii spirali.

Poszczegolne przekroje mogg za pomocg programu komputerowego zosta¢ potgczone
w tréjwymiarowy model badanego obiektu, dzieki czemu mozemy oglagdac przekroje
przez dowolnie ustawiong ptaszczyzne (Rys. 2.4). Zmiana ptaskich, dwuwymiarowych
skanéw na tréjwymiarowe modele niesie ze sobg potrzebe ,wyciggniecia”
poszczegdblnych pikseli obrazu w trzecim kierunku. Gdy piksel staje sie tréjwymiarowy

mowimy o wokselu.
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Rys. 2.4 Obraz tomografii komputerowe;j klatki piersiowej cztowieka. Widzimy dwa przekroje wykonane w

ptaszczyznach wzajemnie do siebie prostopadtych [19].

Aby jednoznacznie i powtarzalnie odtwarza¢ obrazy wykonane przy uzyciu
promieniowania Roentgena réwnolegle ze skonstruowaniem pierwszego tomografu
komputerowego powstata ilosciowa skala opisujgca gestos¢ radiologiczng — skala
Hounsfielda [HU] [20]. Skala jednostek Hounsfielda to liniowe przeksztatcenie
pierwotnie stosowanego pomiaru wspétczynnika ostabienia. Istniejg zaréwno dodatnie
jak i ujemne jednostki Hounsfielda. Za warto$¢ zerowg uznajemy gestos¢ radiologiczng
wody destylowanej. Wartos¢ -1000 HU wykazuje powietrze. W obu przypadkach
parametr odnosi sie do warunkéw standardowych. Aby obliczy¢é warto$¢ gestosci
radiologicznej okreslonego materiatu wykorzystujemy wzor(1). Przyktadowe wartosci
gestosci radiologicznej podano w Tab. 1.

HU = —2820 1000 (1)

HH,0~Hpowietrza
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Tab. 1 Wspotczynniki pochtaniania promieni X przez niektére tkanki i ciecze [14]

WepGca ol et

Kosci >130

Watroba 655

Sledziona 45+ 5

Trzustka 40 £ 10

Tkanka Ttuszczowa -80 do -100

Krew 8010

Surowica Krwi 272

Woda 05

Powietrze w ptucach <-700

2.3. Modelowanie tkanki kostnej w literaturze

Sposobem na okreslenie wytrzymatosci dowolnej konstrukcji jest Metoda Elementéw
Skonczonych MES, ktérg wykorzystuje sie réwniez do obliczen naprezen w tkance
kostnej oraz implantach. Gtéwnym zrédtem niedoktadnosci takich obliczen jest
niedostatecznie uwzgledniany zwigzek miedzy morfologia kosci, jej danymi
materiatowymi, a jej wytrzymatoscig. Kos¢ nie ma jednorodnej struktury wewnetrznej
takiej jak np. stopy metali, sktada sie z potgczonych w nieuporzadkowany sposob
beleczek o réznych wymiarach i sktadzie procentowym mineratdw miedzy innymi
wapnia, z tego powodu przypisanie danych materiatowych do modelu MES kosci nie
jest czynnoscig oczywists.
Sposrod réznych metod przypisywania wtasciwosci materiatowych tkance kostnej, w
tym przede wszystkim modutu Younga, trzy stosowane sg najczesciej:
a) przypisanie jednej wartosci modutu Younga do catej kosci lub duzego obszaru
modelu [21][22][23]. Jest to najczesciej stosowana metoda [24].
b) przypisanie indywidualnego modulu Younga do kazdego elementu
skonczonego modelu, zgodnie z danymi ze zdje¢ TK [25][26],
c) przypisanie indywidualnego modutu Younga do wezibw modelu z
wykorzystaniem elementéw B-spline [27].
Ad a) przypisanie jednych usrednionych danych materialowych do catego modelu
stosuje sie zardbwno tam gdzie jego rozmiary sg niewielkie, jak i tam gdzie model
obejmuje catg kos¢ [28]. Niewielkiego rozmiaru modele kosci obejmujgce zaledwie jej
wycinki, lub fragmenty mikrostruktury [29][30], swojg budowg i niewielkimi réznicami w
danych materiatowych réznych punktéw modelu nierzadko pozwalajg na sprowadzenie
obliczeh do przypadku materiatu izotropowego [31] lub izotropowego z wtrgceniami.
Jednak nawet wtedy dobieranie wartosci modutu Younga z literatury z duzym

prawdopodobienstwem znieksztalci wynik wzgledem rzeczywistego przypadku, czyli
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wzgledem obliczeh gdzie dane materiatowe uzyskuje sie np. z obrazéw TK. Przyktadem
obliczen gdzie dane materialowe zaczerpniete zostaty z literatury, a tkanka kostna
zostata sprowadzona do heterogenicznego kompozytu wzmocnionego widknami, w
ktérym kazdy sktadnik ma jedng wartos¢ modutu Younga w catej swojej objetosci jest
symulacja naprezen podczas przecinania tkanki wykonana przez llige S. Hage, gdzie
model osteoblastow (wtdkien) ma wartos¢ modutu Younga réwng 20,8 GPa, a
przestrzeh pomiedzy nimi 26,3 GPa [32].

Podobnie w wiekszo$ci publikacji dotyczgcych stomatologii, stosuje sie¢ pojedyncza
warto$¢ modut przypisywang oddzielnie szkliwu, zebinie i kosci wyrostka zebowego.
Mayank Gupta w symulacji rozkladu naprezen w ozebnej i kosci wyrostka
zebodotowego obcigzonego ruchami zamkéw aparatu ortodontycznego przyjmuje
wymienione powyzej wielkosci, jako 84,1 GPa, 18,3 GPa i 13,7 GPa [33]. Podobnie
Cilpa Varghese w publikacji oceniajgcej rozkfad naprezen w stawie skroniowo
zuchwowym podczas masowej retrakcji zebédw uzywa statej wartosci modutu Younga
dla catego zeba oraz osobno dla kosci wyrostka zebowego, dla obu materiatow
przyjmujac 20 GPa [34]. M. Wierszycki w publikacji opisujgcej wybrane problemy
biomechaniczne, kosci szczegki, w ktdrej mocowany jest implant przypisuje pojedynczy
modut Younga dla struktur zbitej 13 GPa, a dla struktury ggbczastej w czterech
wariantach dla czterech schematéw obliczen 0,69 GPa, 1,6 GPa, 55 GPa i
9,5 GPa [35].

Symulacje komputerowe, ktérych gtéwnym tematem jest rozkiad temperatury w tkance
kostnej podczas wiercenia rowniez, pomimo jej ztozonej struktury, traktujg kos¢ jak
materiat izotropowy. S. Sezek opisujgc wpltyw parametrow wiercenia na rozktad
temperatury i martwice w kosci przyjmuje modut Younga tkanki, jako zaledwie
10,2 MPa [36]. Huanxin Wang badajgc schemat rozktadu temperatury w tkance kostnej
podczas wiercenia réznicujgc go w funkcji wieku pacjenta przyjmuje poczatkowo modut
Younga, jako 20 GPa, a pdzniej w zaleznosci od wieku, w przedziale od 13,88 GPa do
16,83 GPa [37]. Seifollah Gholampour symulujgc proces wiercenia w ko$ci czaszki pod
ostong gazu chtodzacego réowniez przyjat izotropowy charakter tkanki i przeprowadzit
obliczenia dla modutu réwnego 18 GPa [38]. Podobnie Mahdi Qasemi w pracy
badajacej wptyw kierunku utozenia osteondéw na temperature frezowania czotowego
kosci w symulacji, ktérej wyniki poréwnuje do wynikéw pomiaréw wykorzystuje staty
modut Younga wybrany, dla kosci ludzkiej, z przedziatu 10-22 GPa i wotowej 10-17 GPa
[39]. Podobnie poszczegdélnym partycjom kosci (osteony, cement, macierz) osobne
moduty Younga przypisuje M.Chen w publikacji opisujgcej propagacje peknieé¢ kosci w
zabiegach laserowych [40]. Kolejnym przyktadem w grupie symulacji zwigzanych z
temperaturg jest badanie optymalizacji materiatu wiertta pod kierunkiem Hossein
Haghighi Hassanalideh, gdzie modut Younga zostat przydzielony, jako wartos¢ do

catego modelu kosci udowej 18 GPa i piszczeli 16,7 GPa [41]. W publikacjach
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zwigzanych z obrébkg kosci czesto przypisuje sie tkance kostnej staty modut Younga
[42][43][44]. Podobnie artykuty opisujgce implanty kostne [45][46][47][48].

Przytoczone powyzej publikacje dotyczg modeli o niewielkich ksztattach, w literaturze
znalez¢ mozna jednak rowniez duze kosci, ktorych wiasciwosci upraszczane sg do
izotropowych. Lionel Rayward w publikacji “A subject-specific FEM to predict deep
tissue mechanical stresses when supine: Development of efficient contact interfaces
using Shared Topology” pomimo posiadania skanu MRI kosci udowa, krzyzowg i
miedniczg traktuje, jako materiat jednorodny nadajgc warto§¢ modutu Younga
zaczerpnietg z literatury réwng 17,8 GPa [49]. Podobnie J. Marciniak w artykule
.Biomechaniczna analiza uktadu ko$¢ udowa - gwozdz $rédszpikowy z wykorzystaniem
metody elementéw skonczonych” kos¢ traktuje jako materiat izotropowy przypisujac jej
staty modut Younga o wartosci 18,6 GPa [50].

Przypisywanie jednej statej wartosci modutu Younga, zaczerpnietej z literatury, do
modeli tkanki kostnej skutkuje rozbieznoscig tego parametru w cytowanych zrédtach od
10 GPa do 22 GPa. Dwukrotna zmiana warto$ci tego parametru znaczaco wptywa na
wyniki obliczen np. naprezen.

Réwnie czesto publikowane sg artykuty, gdzie modut Younga ma dwie wartosci, po
jednej dla kazdej ze struktur tkanki (zbita i ggbczasta). Réwniez tutaj niemal zawsze
wartosci podawane sg w $lad za literaturg. Mauro Cozzani w publikacji z zakresu
ortodoncji analizujgcej naprezenia przyjmuje warto$ci modutu Younga 20 GPa dla ko$ci
zbitej i 2 GPa dla kosci ggbczastej [51]. Podobng proporcje zastosowano w artykule
zajmujgcym sie koscmi szczeki, tj. dziesieciokrotnosé wartosci przyjeta zostata przez
Mohammad Reza Niroomand, wartosci odpowiednio 13 GPa i 1,37 GPa [52]. Trzeci
przyktad réznicowania modutu Younga w obrebie kosci szczeki to publikacja Aylin
Pasaoglu Bozkurt, gdzie przyjeto wartosci 14,7 GPa i 1,3 GPa [53]. Xiao-Fei Song w
publikacji, w ktérej przewidywano (symulowano) warto$¢ sit podczas chirurgicznego
ciecia kosci przyjgt wartosci modutu Younga 22 GPa dla kosci zbitej i 11 GPa dla
gabczastej [54]. Innym podejsciem do réznicowania tego parametru sg osobne warto$ci
dla réznych kierunkéw dziatania obcigzenia [55].

Poréwnujgc publikacje o zblizonej tematyce, opisujgce ten sam wycinek ciata ludzkiego
i tak samo opierajgce wykorzystane do symulacji wartosci na danych literaturowych
mozna zauwazy¢, iz wartos¢ modutu Younga dla kosci zbitej waha sie od 13 do 20
GPa, siegajgc nawet 22 GPa dla nieznanej lokalizacji. Tak samo wartosci dla kosci
ggbczastej nie sg state, a zawierajg sie w przedziale od 1,3 GPa do 2 GPa w
publikacjach opisujgcych kosci szczeki oraz do 11 GPa dla nieznanej lokalizacji kosci.
Wzrost wartosci w obszarze badan nad koscig gabczastg siega wiec 0,7 GPa, czyli
ok. 50%.

Oba podejscia (taka sama stata wartos¢ modut Younga dla obu rodzajéw kosci oraz
dwie state wartosci, po jednej dla kosci ggbczastej i zbitej) niosg ze sobg duze ryzyko

btednego wyniku, co wynika z losowosci przyporzadkowywania warto$ci w stosunku do
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rzeczywistych parametréw badanych obiektéw. Taka metoda jest jednak szybka i
wymaga wielokrotnie mniejszych zasoboéw mocy obliczeniowych niz dwie pozostate, w
ktérych dane materiatowe stanowig obszerne macierze wartosci zamiast pojedynczej

liczby.

Ad b i c) Dwie pozostate metody przypisywania danych materiatowych opierajg sie na
ich agregacji do poszczegdlnych punktow modelu, czy to zgodnie z poszczegdlnymi
pikselami obrazu TK [56][57][58] czy bardziej selektywnie tworzac funkcje zmienno$ci
[92]. Takie podejscie niesie ze sobg powstawanie duzych zadan obliczeniowych, w
ktérych zaréwno wprowadzenie danych, jak i wykonanie obliczen wymaga mocy
obliczeniowych  wykraczajacych poza mozliwosci standardowego komputera
osobistego. K.Pietron i inni, w publikacji Correlation of Bone Material Model Using Voxel
Mesh and Parametric Optimization poddajg probki kostne o polu przekroju ok 80mm? i
dtugosci ok 70mm skanowaniu tomografem komputerowym, aby na podstawie
uzyskanych obrazéw wygenerowaé siatke podzialu na elementy skonczone
przekraczajgcg 200 000 elementow [59]. Skanowanie probek kosci w przeciwienstwie
do pracy na obrazach catego organizmu nie niesie za sobg ograniczen dawki
promieniowania.

Traktowanie tkanki kostnej, jako zbitej struktury o statym module Younga jest
powszechnie stosowanym uproszczeniem w budowaniu modeli obliczeniowych w
artykutach naukowych. Obserwowane jest nawet w przypadku symulacji skupiajgcych
sie na rozktadzie naprezen, gdzie oczywistym jest, iz tak daleko idgce uproszczenie
wypaczy wynik. W tym wypadku korzystanie z danych literaturowych moze przesung¢
rzeczywistg warto§é modutu Younga nawet o 10 GPa. Srednig warto$é zaczerpnietg z
literatury znajdujemy nawet w publikacjach, gdzie autorzy posiadali skany TK lub MRI
badanego przypadku. Wéwczas mozliwe bytoby w prosty sposdb uzyskanie lokalnych
lub chociaz usrednionych wartosci, ale dopasowanych do rzeczywistych wiasciwosci
materiatowych badanych kosci, co powieksza takie zadanie obliczeniowe, wydtuza czas
niezbedny do przygotowania i wykonania symulacji oraz wymaga wielokrotnie

wiekszych mocy obliczeniowych.
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CEL I TEZY PRACY

Zgodnie z opisang powyzej metodykg przypisywania wtasciwosci materiatowych modelowi
tkanki kostnej w obliczeniach MES. W tym przede wszystkim modutu Younga, mozemy
wyréznié¢ trzy najczesciej stosowane procedury: przypisanie stalego modutu Younga do
catosci modelu, przypisanie wtasciwosci zgodnie z danymi pobranymi z obrazowania TK
oraz modelowanie z wykorzystaniem elementéw B-spline. Kazda z zastosowanych metod
wyréznia sie pewnymi ograniczeniami: matg doktadnoscig obliczen, potrzebg
zaangazowania duzych mocy obliczeniowych lub losowoscig wyniku, w zaleznosci od
wyboru badanych punktéw modelu. Kierunkiem prac badawczych zawartych w niniejszej
pracy jest opracowanie metody obliczeniowej minimalizujgcej lub catkowicie wykluczajgcej
ograniczenia powszechnie uzywanych metod modelowania kosci w metodzie elementéw
skonczonych.

Teza pracy:

v" Model zbudowany z elementéw skonczonych o zmiennych w obszarze
pojedynczego elementu wtasciwosciach materiatowych pozwala, przy mniejszym
rozmiarze zagadnienia niz model zlozony z wiekszej liczby elementéw o statych
wlasciwosciach materiatowych, w prawidtowy sposdb wyznaczyé rozktad
odksztafcen i naprezen w tkance kostne;.

Cel pracy: opracowanie metody obliczeh wytrzymatosciowych materiatbw o zmiennych
wlasciwosciach materiatowych pozwalajgcej na wyeliminowanie btedu wynikajgcego z
uproszczenia danych materiatowych do pojedynczej wartosci przy zachowaniu krétkiego
czasu obliczen i niskiej wymaganej mocy obliczeniowe;j.

Aby osiggnagc¢ postawiony cel pracy konieczne jest zrealizowanie celéw czgstkowych:

v' Sformulowanie nowego elementu skornczonego ze zmiennym w jego obszarze
modutem Younga

v' Opracowanie metody przypisywania wtasciwosci materiatowych do poszczegdélnych
obszaréw elementu

v' Badanie wptywu liczby punktéw catkowania wg. Kwadratury Gaussa na wyniki
analizy MES

v/ Badanie eksperymentalne weryfikujgce poprawnos$é¢ sformutowania

Model w przysziosci moze zostaé wykorzystywany w procesie przygotowawczym przed
zabiegiem wszczepienia implantu, do oceny wytrzymatosci tkanki kostnej w zywym

organizmie.
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4. GENEZA PROBLEMU. MES | JEGO OGRANICZENIA W OBLICZANIU

MODELI O ZMIENNYCH WELASCIWOSCIACH MATERIALOWYCH

Sklepienia tukowe, kopuly, zwodzone mosty, maszyny obleznicze i wiele, wiele innych
zmusity konstruktorow do poszukiwania bardziej pewnej i mniej kiopotliwej niz
eksperymenty, formy projektowania konstrukcji. Nowe sposoby obliczen rozwijaty sie przez
tysigclecia, ograniczaty je jednak mozliwosci obliczeniowe, i tak jak wspomniany w
poprzednim rozdziale tomograf komputerowy od pomystu do realizacji musiat poczeka¢, az
mysl dogoni rozwdj techniki tak czes¢ sposobdw obliczen réznego rodzaju konstrukciji
musiata poczekac na technike komputerows.

Coraz bardziej skomplikowane konstrukcje wymuszaty poszukiwanie dokfadniejszych i
szybszych metod rozwigzywania coraz bardziej ztozonych uktadéw réwnan. Efektem takich
poszukiwan byto powstanie Metody Elementéw Skonczonych (MES - z angielskiego FEM
Finite Element Method). Metoda Elementéw skonczonych jest systemem rozwigzywania
uktadow rownan rézniczkowych. Jej podstawg jest podziat dziedziny na elementy
skonczone, dla ktérych za pomoca funkcji przyblizamy rozwigzanie, a faktyczne obliczenia
wykonujemy tylko dla ich weztdéw.

Ten sposob rozwigzywania zagadnien rozwingt sie réwnolegle w kilku czesciach swiata,
jako prekursoréw uwaza sie Aleksandra Hrennikoffa i Richarda Couranta [60], ktorzy
prowadzili prace we wczesnych latach czterdziestych XX wieku w Stanach Zjednoczonych,
Feng Kanga, ktéry swoje badania realizowat w Chinach na przetomie lat 50 i 60 oraz
Leonarda Oganesyana, ktéry pierwszg prace z dziedziny MES opublikowat w 1963 roku w
ZSRR.

Metoda elementéw skonczonych opiera sie na podziale catosci konstrukcji na skohczong
liczbe matych elementéw. W rzeczywistosci stykajg sie one ze sobg w nieskoriczonej iloéci
punktéw, zadanie upraszcza sie jednak do postaci gdzie stykajg sie one ze sobg tylko w
wybranych punktach nazywanych weztami. Takie uproszczenie zadania pozwala na jego
analize numeryczng jak w zwyktym przypadku statycznym [61]. W zalezno$ci od stopnia
ztozonosci konstrukcji i ilosci wymiaréw, kazdy wezet przenosi sity i momenty w roznej
liczbie zaleznej od ilosci stopni swobody, jakie ten posiada. Wezet moze przenosi¢ zatem
maksymalnie trzy sity, po jednej na kazdg o$ x, y i z oraz trzy momenty skrecajace.
Jednoczesnie wezet moze ulegaC przemieszczeniu wzdtuz kazdej z trzech osi oraz
obrotowi wokét kazdej z nich. Do sit oddziatujgcych na wezet dodajemy sity rownowazgce
obcigzenie zewnetrzne oraz te wynikajgce z odksztatcen poczatkowych. Wynikiem dziatania
sit sg powstajgce w elementach naprezenia, a wynikiem przemieszczen odksztatcenia.
Metoda pozwala na wykonywanie obliczeh zaréwno jedno jak i dwu oraz tréj wymiarowych,
gdzie wraz ze wzrostem liczby wymiarow uktadu rosnie stopien skomplikowania

rozwigzywanych réwnan.
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Aby poprawnie zbudowaé model dyskretny badanego obiektu z wykorzystaniem MES
nalezy:
1. Zbudowac¢ model geometryczny i dokona¢ podziatu badanego obszaru na elementy
skonczone wybranego rodzaju.
2. Do kazdego elementu skonczonego przypisa¢ wtasciwosci mechaniczne materiatu,
z jakiego wykonany jest badany obiekt.
3. Zdefiniowa¢ warunki, kierunki, miejsca dziatania oraz charakter obcigzen
zewnetrznych (state, zmienne w czasie)
4. Zdefiniowa¢ warunki brzegowe(poprzez podanie wartosci przemieszczen, predkosci
i przyspieszen w miejscach gdzie odebrane sg stopnie swobody modelowanego
obiektu).
Po spetnieniu tych warunkéw obliczenia sprowadzajg sie do rozwigzania réwnan

macierzowych.

4.1. Metoda Elementéw Skorniczonych dla elementéw tarczowych

W przypadku obliczen wytrzymatosciowych kluczowym jest sformutowanie macierzy
sztywnosci elementu skonczonego. Odpowiednia agregacja macierzy elementéw
uwzgledniajgca ich topologie w siatce modelu globalnego pozwala zbudowaé macierz
globalng badanego obiektu, co w efekcie koncowym prowadzi do stworzenia uktadu
réwnan algebraicznych w postaci:
f=K-u 2
Gdzie:

f — wektor obcigzenia

K — globalna macierz sztywnosci

u — wektor przemieszczen
Globalna macierz sztywnosci, w literaturze oznaczana duzg literg K, jest sumg macierzy
sztywnosci weztdw poszczegdélnych fragmentow przestrzeni modelu. Fragmenty
przestrzeni modelu to wtadnie elementy skonczone, o ktérych mowa w nazwie metody
obliczeniowej. Lokalna macierz sztywnosci pojedynczego elementu oznaczana jest w
literaturze, jako mata litera k i jest wynikiem catkowania ilorazu trzech kolejnych
macierzy (3) [61].
Dalsze obliczenia przedstawiono na przyktadzie czteroweziowego elementu tarczowego
(Rys. 4.1).
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[(x},v,) 2(x5,v5)

~— X
Rys. 4.1 Element tarczowy czteroweziowy w globalnym uktadzie wspétrzednych [62].

k] = ¢ f*, [, [BI"[DI[BI[/1d¢dn (3)

gdzie:
t — grubos¢ elementu
B — macierz liniowej zaleznoéci odksztatcenia — przemieszczenia
D — macierz materiatowa
J — Jakobian
d¢, dn — catkowanie po wspotrzednych bezwymiarowych
(znormalizowanych).
W macierzy liniowej zaleznosci odksztatcen od przemieszczen B wspotrzedne globalne
weztdw obliczanego elementu sg sprowadzane do wspétrzednych znormalizowanych &,
n (Rys. 4.2).

n
A-1,1) N 3(11)

e
——

<

¢ o
I(—1,-1) 2(1,-1)

Rys. 4.2 Element skonnczony we wspotrzednych znormalizowanych n i § [62].

Numeracja punktéw zgodna ze wspoirzednymi globalnymi.

32


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Macierz B elementu skifada sie z lokalnych macierzy B; wyznaczonych osobno dla
kazdego z weztdéw tego elementu. Wyznaczanie macierzy weztéw mozemy zapisac¢ na
kilkka sposobéw z pomocg Jakobianu |J| (wyznacznik macierzy Jacobiego) lub z
uzyciem macierzy operatoréw rézniczkowych. W obu przypadkach finalnie otrzymamy
ten sam wynik macierzy k, w przypadku drugiego zapisu we wzorze 3 wykreslamy
Jakobian.

Przesledzmy obliczenia z uzyciem macierzy Jacobiego [62]:

[B] =ﬁ[31 B, B; B,] (4)
aN; aN;
% 0% O
ON; ON;
B; = 0 cﬁ—dg (5)
ON; IN; dN; ON;

“on "% Yo P
azi[yl(€_1)+3’2(_1_f)+J’3(1+f)+J’4(1_f)] (6)
b=10n01— 1)+, =) 4y +1) +3a (-1 =) @)
C=%[x1(7]_1)+x2(1—T])+X3(1+T])+x4(—1—r])] (8)
d=§[x1(€—1)+xz(—1—€)+x3(1+f)+x4(1—g)] )

0 1-n n=¢ §-171
_1 n—1 0 E+1  —&—nf (¥
|]|—8[x1x2x3x4] E—n —£-1 0 n+1||ys

1-¢ &+n -—n-—-1 0 Va

(10)

W przypadku drugiej metody zapisu otrzymujemy [63]:

[B] = [B1 B, Bs B4] (11)
N; » 0

Bi=|0 Ny (12)
Ni,y Ni,x
aNi _ 1 aNi _ 1

Ni,x =¥_£¥_;Nl'f (13&)

IN; 1 ON; 1
=N 1N _ 1y (13
=MoL MLy (130)

Symbole ¢ i n odnoszg sie do dtugosci bokéw elementu skornczonego po transformaciji

do uktadu wspétrzednych bezwymiarowych (Rys. 4.3).
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Y
b
. d, dg d,
‘74—'4 =1 3
m d5
X
o £=-1 £=1 6_3
~
| d1 1 n=-1 2
d
3
d, d,
’I' 2a ’L

Rys. 4.3 czteroweziowy element skonczony w uktadzie wspoétrzednych znormalizowanych [63].

W obu przypadkach literg N oznaczone sg funkcje ksztaltu poszczegéinych weztow

elementu. Funkcje mozna zapisac, jako macierz funkcji ksztattu.

N = [N; N, N3 N,] (14)
N==-(1-8-1-7) (15)
Ny=2- (148 1-7) (16)
Ny=2-(1+8) 1+7) (17)
Ny=7-(1—-8 1+7) (18)

Druga, wspdlng dla wszystkich elementéw, macierzg obliczen macierzy sztywnosci
pojedynczego elementu jest macierz materialtowa D. Zawiera ona w sobie wtasciwosci
sztywnosciowe materiatu, z ktérego wykonany jest obliczany model. Dla obliczen
cienkich tarcz wyrézniamy dwie wersje macierzy materiatowej, dla przypadku ptaskiego
stanu odksztatcen i ptaskiego stanu naprezen.

Naprezenia i odksztatcenia zapisujemy natomiast w postaci macierzy kolumnowych
odpowiednio (19) i (20).

(19)

(20)
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W przypadku ptaskiego stanu naprezen (P.S.N.) moéwimy, ze w ptaszczyznie xy nie
wystepujg naprezenia, stgd zaktadamy 0,=0, 1,=0 i 1,=0, co niesie za sobg
nastepujgce wartosci przemieszczen: v,,=0, y,,=0 i £#0. Tym samym szescio-
elementowe macierze naprezen i odksztatcen redukujg sie do troéjelementowych [64].

W przypadku ptaskiego stanu odksztatcen (P.S.0.) zerowe wartosci przyjmujg wielkosci
€, Yxz Oraz yy, i w konsekwencji 1,,=0, 7,,=0 i 0,#0.

Uogdlniajgc macierz materialowa ma posta¢ (21):

A+20 A A 00 0

[ A A4+2u A 0 0 o]

| 2 A A+2u 0 0 0
D=1 0 0 u 00 (1)

0 0 0 0 u 0

| o 0 0 0 0 gl

gdzie:
A iy — state Lamégo
State Lamégo to statle materialowe wyrazone w paskalach opisujgce wiasciwosci
sztywnosciowe materiatlu izotropowego (materialu, o stalych wilasciwosciach
wytrzymatosciowych bez wzgledu na kierunek dziatania obcigzenia) (22), (23). Ich
zastosowanie dla tego typu materiatdw upraszcza zapis prawa Hooke’a. Stata opisana

M jest rowna modutowi Kirchhoffa.

E

p=G= (22)

T 2(1+v)

_ Ewv
T (-2v)a+v)

y) (23)

gdzie:
E — modut Younga
v — wspétczynnik Poissona
Zalezno$¢ pomiedzy macierzg materiatowg D, a naprezeniami i odksztatceniami ma
postac¢ (24):
o = De (24)

Wprowadzenie zatozen ptaskiego stanu naprezen i ptaskiego stanu odksztatcen, a
takze podstawienie do wzoru ogélnego D szerzej stosowanych parametréw: modutu
Younga i wspolczynnik Poissona upraszcza zapis macierzy ~materiatowej
do odpowiednio (25) i (26):

1 v 0
—_E v 1 o0
D= 1—y2 0 0 1-v (25)
1—v v 0
- E | v 1-v 0
T (a+v)(1-2v) 0 0 1'2£ (26)
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Przedstawionych powyzej uproszczen nie zastosujemy dla elementéw przestrzennych,
gdzie macierz materiatowa bedzie miata posta¢ (21). Jak wida¢ w opisanym przypadku
obliczenia wytrzymatosciowe przeprowadzone metodg elementéw skonczonych
pozwalajg na wprowadzenie jednej wartosci wtasciwosci wytrzymatosciowych E i v dla
jednego elementu skonczonego. W przypadku obliczeh materiatdw niejednorodnych np.
kompozytéw mozemy oblicza¢ model zlozony z kilku ,podmodeli”, z ktérych kazdy
skladat sie bedzie z elementéw o odpowiednich wtasciwosciach materiatowych.
Problem pojedynczej statej, jako odwzorowania wtasciwosci wytrzymatosciowych
materiatu nasila sie wraz ze wzrostem ztozonosci modelu. Jesli badany przedmiot nie
posiada jednorodnych wiasciwosci wytrzymatosciowych mozemy albo usrednic¢ je dla
catego modelu, albo wykonywac obliczenia przypisujac poszczegélnym elementom
skonczonym ich wlasne witasciwosci wytrzymatosciowe. Zadne z tych rozwigzan nie
przyniesie jednak doktadnego rozwigzania. Zgodnie z podstawowg wiedzg na temat
MES us$rednianie wtasciwosci wytrzymatosciowych zmniejsza doktadno$¢ obliczeh i
,gubi” doktadne dane, jakie opisywaty model przed aproksymacjg. Przypisywanie
osobnych wlasciwosci wytrzymatosciowych do poszczegdlnych modeli powoduje
natomiast powstawanie karbéw na ich granicach, ktére w wynikach obliczen powodujg

powstawanie spietrzenia naprezen, ktérych w rzeczywistosci nie ma.

Problem obliczen wytrzymatosciowych modeli zbudowanych z materiatéw, ktérym nie
mozna jednoznacznie okresli¢ wilasciwosci wytrzymatosSciowych, dotyczy przede
wszystkim tworzyw pochodzenia naturalnego takich jak drewno czy kosci oraz
wszystkich materiatdow anizotropowych. Mozliwosé doktadnego poznania wytrzymatosci
struktury kosci ma szczegding wage przy planowaniu interwencji chirurgicznych takich
jak na przyktad endoprotezoplastyka stawu biodrowego gdzie wybdr rodzaju
zastosowanej endoprotezy opiera sie miedzy innymi na ocenie stopnia wysycenia kosci
wapniem. Obecnie stosowany, bazujgcy na intuicji i szablonach sposéb wyboru rodzaju
i rozmiaru endoprotezy mozna byloby oprze¢ na doktadnych obliczeniach
wytrzymatosciowych. Wynik takich obliczern uwzgledniatby strukture i jej wtasciwosci
wytrzymatosciowe, a nie wylgcznie ksztalt okreslany na podstawie klasycznego zdjecia
RTG.

4.2. Metoda Elementéw Skoriczonych dla materiatéw anizotropowych

Macierz materiatowa w metodzie elementéw skonczonych wypetniona jest statymi
opisujgcymi  witasciwosci materialowe danego materiatu (21). Dla materiatdw
anizotropowych mozliwe jest zastgpienie jej macierzg bedaca zbiorem zaleznosci (27),
z zachowaniem rozmiaru i jej symetrycznosci Dy=D; [65]. Oznacza to, ze dla
pojedynczego modelu mozemy przypisa¢ do 21 statych materiatowych, co w przypadku
projektowania duzych i wysoce zmiennych modeli wymusi gesty podziat na oddzielne

zadania obliczeniowe.
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(27)
Tsz D5y Ds; Ds3 Dsy Dss Dsgl [ Vyz

Mozliwe bytoby, zatem wykorzystanie tej metody do obliczen tkanki kostnej tylko w
przypadku niewielkich fragmentow kosci

Szczegdinym zagadnieniem materiatow anizotropowych sg materiaty ortotropowe, a
zatem takie, ktérych wiasciwosci wytrzymatosciowe zalezg od kierunku dziatania sity.
Jesli sprowadzimy wytrzymato$¢ materiatu do zagadnienia gdzie modut Younga zmienia

sie wzdtuz osi X, y i z wowczas otrzymamy zaleznosé(28).

A
Ex Ey Ey
v 1 vy
( Ex \ Ex Ey E, 0 0 0 ( Ox \
| & | |_wx _vy 1 | 9 |
&z Ex Ey Egz 0 0 0 Oz
o= ) . (28)
xy 0 0 0 —=— o0 of|%
sz J Gxy Tyz )
Vax 0 0 0 0 = of\tx
Gyz
0 0 0 0 0 —
| GZX

gdzie:

Ex E,, E;, - modut Younga zgodny z kierunkiem dziatania osi

Vyy» Vxz, itd. — stata Poisona

Gyy, Gz, G, — modut Kirchhoffa
W obu przypadkach state materialowe pozostajg statymi wartosciami dla catego
elementu skohczonego.

Tkanka kostna nie jest materiatem ortotropowym,

4.3. Tkanka kostna w obliczeniach MES, dane materiatowe

Wykonywanie obliczen wytrzymatosciowych metodg elementéw skonczonych wymaga
okreslenia wiasciwosci materiatowych obiektu, ktéry tym obliczeniom jest poddawany.
Podstawowymi parametrami sg modut Younga i liczba Poissona.

Liczba Poissona wyraza stosunek odksztatcenia poprzecznego do odksztafcenia
podtuznego w osiowym stanie naprezen (29), czyli w duzym uproszczeniu o ile zmieni
sie wielkos¢ przekroju przedmiotu (wykonanego prostopadle do wymiaru jego diugosci)
w stosunku do jego dtugos¢ przy naprezeniach dziatajgcych wzdtuz wymiaru jego
dtugosci.

v=-=2 (29)

&m
gdzie:
€ — odksztatcenie
m — kierunek osiowy

n — kierunek prostopadty do m
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Liczba Poissona jest wartoscig statg dla materiatéw izotropowych np. dla tytanu wynosi
0,34, ale moze by¢ réwniez podawana, jako przedziat np. dla stali jest to 0,27-0,3, nie
wynika to jednak z wahan pomiaru, a z ré6znorodnosci stopow. Kos¢ jest materiatem
zupetnie nie izotropowym, cho¢ w publikacjach czesto traktowana jest witasnie jak
przypadek izotropowosci. Przyjeta wartos¢ najczesciej wynika ze studiéw literaturowych
[33][34][49][66], czasami roznicowana jest na tkanke zbitg i ggbczastg [51][52][53].
Badania przeprowadzone na konskich kosciach przy wykorzystaniu istoty zbitej
wykazaty, iz liczba Poissona mozne waha¢ sie od 0,01 do 0,174 w zaleznosci od
kierunku obcigzenia [67], co oznacza, ze wartos¢ jest o polowe mniejsza niz
przyjmowana czesto w obliczeniach [68].
Podobnie niejednoznacznie rzecz ma sie z drugg podstawowag wielkoscig okreslajgca
wiasciwosci wytrzymatosciowe, czyli modutem Younga. Modut Younga okresla
sprezystos¢ materiatu podczas osiowego $ciskania i rozciggania. Definiujemy go, jako
stosunek naprezen do odksztatcen liniowych wywotanych przy danym obcigzeniu i
podajemy w paskalach (30).
E:% (30)
gdzie:

0 — naprezenia

€ — odksztatcenia liniowe
Warto$¢ tego wspoétczynnika podobnie jak w przypadku liczby Poissona moze byc¢
podawana, jako przedziat i rowniez tu jest to wynikiem réznorodnosci materiatow
zapisanych pod jedng nazwg. Warto$¢ tego parametru dla kosci mozemy znalezé
korzystajac nawet z ogdlnodostepnych Zrddet takich jak Wikipedia (wersja angielska
stan na 26.08.2018). Figuruje tam, jako stata o wartosci 14 GPa, podczas, gdy w
publikacjach naukowych i uzalezniajgc pomiar od wielu czynnikéw znajdujemy wartosci
z przedziatu od 0,75 do 22,34 GPa [66].
Metoda pozyskiwania obrazu w odniesienia do struktury ko$ci ma bardzo wazny udziat
w obrazowaniu réznych rodzajow tkanki, ggbczastej i zbitej. Oba typy zawierajg w sobie
ten sam rodzaj beleczek kostnych o tych samych wtasciwosciach mechanicznych, a
jedynie réznym zageszczeniu i rozmieszczeniu [21]. W publikacjach, w ktorych
znajdujemy odniesienie do wytrzymatosci kosci rzadko wykorzystywane sg doktadne
dane materiatowe pojedynczej kosci. Najczestszg metodg jest wykorzystywanie
usrednionych wartosci. Dla fragmentéw kosci zbudowanych ze struktury zbitej modut
Younga okresla sie w przedziale 3,3 GPa dla obcigzen poprzecznych do 18 GPa dla
obcigzenia wzdtuz osi dtugiej, dla kosci ggbczastej wartos¢ Modutu Younga przyjmuje
sie 1 GPa, bez wzgledu na kierunek obcigzenia [69].
Badania majgce na celu okreslenie doktadnych wtasciwosci materialowych tkanki
kostnej prowadzone sg w trzech stanach obcigzenia: podczas zginania [70], rozciggania
i Sciskania oraz dwoma mniej popularnymi metodami pomiaru: w prébie zginania

podczas wyboczenia i badaniach ultrasonograficznych.
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W Tab. 2 przedstawiono wyniki wyznaczania modulu Younga w probie zginania.
Zauwazy¢ mozna, ze uzyskane warto$ci mieszczg sie w zakresie 1,13 — 16,8 GPa z
btedem pomiarowym przekraczajgcym nawet 50% (Tab. 2). W wiekszosci publikaciji
obliczenia zginania przeprowadzane sg za pomocg teorii zginania preta Bernoullego-
Eulera. Metoda ta nie uwzglednia jednak $cinania i skrecania, przez co w niektérych
publikacjach zastepowana jest teorig Timoshenko—Ehrenfesta. B. Busse w publikacji
Increased calcium content and inhomogeneity of mineralization render bone toughness
in osteoporosis: Mineralization, morphology and biomechanics of human single
trabeculae [71] bada kosci ludzkie, kosci miednicy i kregi pobrane od dawcéw zdrowych
i chorujacych na osteoporoze. Podane w tabeli wielkosci to usrednione wyniki, gdzie
1,2 GPa to srednia wartos¢ wartos§¢ modutu Younga dla oséb chorych, a 2,16 GPa dla
zdrowych. Wysuszone beleczki kostne poddawane byty tréjpunktowemu zginaniu do
momentu zniszczenia probki na specjalnie przygotowanym urzadzeniu. Publikacja
napisana przez S.Lorenzetti poddaje badaniom zdrowe kosci owcze. Wynik 15,0 GPa i
16,8 GPa podany zostat dla dwoch badanych blaszek wycietych z gtowy kosci udowe; i
poddanych zginaniu [72]. R.Jungmann, M.E.Szabo, R.Carretta i S.Yamada swoje
badania oparli na kosci udowej bydlecej. R.Jungmann i M.E.Szabo wykorzystali tg
samg, co w poprzedmio omawianych publikacjach metode tréjpunktowego zginania.
Uzyskali wyniki zblizone do kosci ludzkich badanych przez B. Busse. R.Caretta badat
oddzielnie probki pobrane od mitodych i starych osobnikéw uzyskujgc dwa zestawy
wynikéw odpowiednio dla osobnikéw miodych 4,43 GPa i dla starych 10,16 GPa [73]. W
cytowanym artykule modut Younga wyznaczany byt za pomocg dwdch metod: zginania i
rozciggania probek. S.Yamada badat beleczki kostne za pomocg giecia
mikrowspornikowego, mocujgc prébke tylko z jednej strony, a uginajgc jg na
przeciwnym koncu. Sredni wynik modutu Younga osiggniety za pomocg takiego
pomiaru to 9,1 GPa [74].
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Tab. 2 Modut Younga wyznaczony eksperymentalnie zginaniem beleczki kostnej [66]

Zrédto Young’s modulus (GPa)
4,16 £ 2,02
Kuhn 1989 [75]
3,03+1,63
Choi 1990 [76] 459+1,6
Choi 1992 [77] 5,72 + 1,27
2,16 £ 0,53
Busse 2009 [71]
1,2+ 0,55
Lorenzetti 2011 [72] 15,01 16,8
Szabo 2011 [78] 1,13-16,46
Jungmann 2011 [79] 20+1,0
Zlamal 2012 [80] 9,34 + 1,36
4,43 +1,83
Carretta 2013 [73]
10,16 £ 1,37
10,09 £ 2,42
Carretta 2013 [81]
11,38 £ 1,42
Yamada 2016 [74] 9,1+54
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Trudno$é pomiaru modutu Younga za pomocg eksperymentu opartego na zginaniu
pojedynczej beleczki kostnej spowodowany jest w najwiekszym stopniu niejednorodnym
przekrojem poprzecznym probki na diugosci zginania. Niejednoznacznosci te
minimalizuje sie poprzez odpowiedni dobdr prébek (beleczki o proporcji maksymalne;j
do minimalnej $rednicy przekroju nie wiekszej niz 1,3 : 1) lub poprzez ksztattowanie
prébki za pomocg frezowania. Frezowanie z kolei niesie ze sobg ryzyko
niekontrolowanych zmian w mikrostrukturze tkanki. Bez wzgledu na to, czy probka byta
poddana obrobce mechanicznej czy nie, struktura wewnetrzna traktowana jest w
obliczeniach, jako homogeniczna.

Zginanie beleczek przeprowadzane jest najczesciej jedng z dwdch metod: zginaniem
tréjpunktowym lub zginaniem z mikropodparciem. W pierwszym przypadku wystepuje
ujemna korelacja modutu Younga z gruboscig blaszki kostnej, w drugim za$ nie mozna
okresli¢ zaleznosci pomiedzy wartoscig wyznaczonego modutu Younga, a ksztattem,
rozmiarem i orientacjg blaszki w uchwycie. Bez wzgledu na model podparcia
zauwazalna jest korelacja pomiedzy wystepujgcymi w probce naprezeniami, a
zawartoscig hydroksyapatytu i kolagenu.

Wyznaczanie modutu Younga za pomocg rozciggania i $ciskania prébek kostnych
pozwala na uzyskanie wartosci pomiedzy 0,75, a 16,85 GPa (Tab. 3). W zaleznosci od
zrodta i tutaj spotka¢c mozemy rozrzut wartosci rzedu 50%. Gtéwne zrodta
niedoktadno$ci sg jednak inne niz w przypadku poprzednio opisanej metody pomiarowe;j
i sg to; niedoktadno$é pomiaru przemieszczen, niemozliwos¢ doktadnego okreslenia
powierzchni, na jakg dziata obcigzenie oraz os$, wzdluz ktérej dziata obcigzenie
(Sciskanie w osi dlugiej 3,47+0,41 GPa, w osiach krétkich 2,57+0,28 GPa i 2,54+0,22
GPa). Ponownie do badan wykorzystano gtéwnie kosci bydlece, w mniejszej liczbie
kosci ludzkie. Prébki pobierane byty w wiekszej czesci z obszaru kosci ggbczastej, ale
réwniez z kosci zbitej. W tescie rozciggania beleczka kostna byta sucha, w uchwycie
zabezpieczono jg za pomocg kleju. Podwdjne wartosci modutu Younga w publikacji
Novel method to analyze post-yield mechanical properties at trabecular bone tissue
level [73] dotyczg kosci mtodych 11,84 GPa i starych 15,56GPa . W publikacji Within
subject heterogeneity in tissue-level post-yield mechanical and material properties in
human trabecular bone wartos¢ 16,24 GPa dotyczy kosci od zdrowych dawcow, a
wartos¢ 16,85 GPa od dawcow gdzie zauwazono zamiany w tkance kostnej wynikajgce
z postepujacej osteoporozy. F.Bini w swojej publikacji réwniez podaje podwdjng warto$é
wyniku wyznaczania modutu Younga. 1,41 GPa to wynik eksperymentu $ciskania
beleczki kostnej, a 1,89 GPa jej rozciggania [82].

W literaturze nie znaleziono przyktadéw wynikéw uzyskanych z badah USG.
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Tab. 3 Modut Younga wyznaczony eksperymentalnie wyboczeniem, $ciskaniem lub rozcigganiem beleczki

kostnej [66]

Zrodto Metoda Young’s modulus (GPa)
Wyboczenie 11,38
Townsend [83] -
Wyboczenie 14,13
Ryan1989 [84] Rozcigganie 0,75+ 0,39
Rho 1993 [85] Rozcigganie 10,4 £ 3,5
Bini 2002 [82] Rozcigganie /Sciskanie 1,41-1,89
Hong 2007 [86] Sciskanie 3,47 £ 0,41
Jirousek 2011 [87] Rozcigganie 9,21 £ 1,26
Rozcigganie 11,84 £ 2,6
Carretta 2013 [73]
15,56 + 2,47
Rozcigganie 16,24 + 2,47
Carretta 2013 [81]
16,85 + 2,1
Yamada 2014 [88] Rozcigganie 11,5+£5,0
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Rozrzut wartosci pomiaru odksztatcenia w rozcigganiu i Sciskaniu probek wynika ze
sposobu ich mocowania. Najczesciej stosowany klej akrylowy ma sztywnos$¢ mniejsza
niz zaktadana sztywnos$c¢ prébki, stagd pomiar odlegtosci pomiedzy uchwytami jest suma
odksztatcenia badanej kosci i kleju. Ponadto osiowy pomiar odlegtosci nie pokrywa sie z
modelem obcigzenia wystepujacym w probce (oprocz czystego rozciggania/sciskania

wystepuje tam réowniez skrecanie i $ciskanie).
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Tak duzy przedziat wielkosci modutu Younga wyznaczonego za pomocg roznych
metod, ale dla tego samego rodzaju materiatu (tkanka kostna z pojedynczej beleczki
kostnej) poza juz omowionymi btedami moze by¢ spowodowany wieloma innymi
czynnikami w tym nieznang wewnetrzng strukturg beleczek (Rys. 4.4). Beleczka kostna
zbudowana jest z blaszek kostnych, ktére wzajemnie do siebie ciasno przylegajg. Nie
gwarantuje to jednak ciggtej pozbawionej poréw struktury, ktorej ze wzgledu na wymiary
beleczek i blaszek nie mozna w prosty sposob okreslic. Taka budowa moze
powodowaé brak powtarzalnosci wynikbw pomiarow (wytrzymatosciowych) oraz

przyspieszone niszczenie samych beleczek podczas badania.

§ 200 pm

Rys. 4.4 Obraz TK pojedynczej beleczki kostnej ludzkiej kosci udowej a) rekonstrukcja 3D, b) zdjecie TK

przekroj w osi diugiej [66].

Przedziat, w ktorym zawiera sie modut Younga kosci jest wiec bardzo szeroki i jego
usrednienie lub wybdr wartosci na podstawie danych literaturowych moze zmienié
wyznaczone warto$ci nawet kilkudziesieciokrotnie.

Stosowang w literaturze zaleznoscig jest wiec uzaleznienie wartosci modutu Younga od

gestosci radiologicznej konkretnego obszaru [89][90].

(0,63-HU-6,7)
[Cm3 1000 (31)
E[MPa] = 1904 - p® (32)

Aby wykona¢ model obliczeniowy kosci nalezy, zatem poddac jg obrazowaniu za
pomocg tomografu komputerowego[91]. Jedno skanowanie umozliwia uzyskanie
zarowno ksztattu jak i danych materiatowych poszczegdlnych obszaréw. Kazdy z
wokseli (tréjwymiarowych pikseli) uzyskanego obrazu tomograficznego przypisujemy
jednemu elementowi skonczonemu. Element ma woéwczas wilasne wiasciwosci
materiatowe, poniewaz stopien szarosci punktu na obrazie oddaje jego gestosc
radiologiczng w jednostkach Hounsfielda [HU], kiérg mozna przeliczy¢é za pomoca
wzorow (31) na gesto$¢, a nastepnie za pomocg wzoru (30) na modut Younga
wyrazony w [MPa]. Wzory (31) i (32) sg najczesciej pojawiajgcymi sie w przebadanej na
rzecz niniejszej pracy literaturze.
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Poszczegdlne woksele obrazu uzyskanego w tomografii klinicznej majg wymiary
zalezne od podanej dawki promieniowania i zastosowanej metody. Rzadko stosowana
technika obrazowania warstwa po warstwie oraz badanie objetoSciowe pozwalajg na
uzyskanie wokseli o wymiarach ponizej 1,5 mm. Metody te sg czasochfonne i narazajg
pacjenta na przyjecie zwiekszonej dawki promieniowania. Rutynowe obrazowanie
wykonuje sie technikg szybkiego badania spiralnego, gdzie grubos$¢ warstwy
przekracza 2 mm [16].

Jakos¢ danych wykonanego badania TK zalezy w duzej mierze od sposobu prezentacji
obrazéw. Najczesciej wykorzystywane sg automatyczne wyswietlanie oraz
rekonstrukcja wieloptaszczyznowa. Jakos¢ rekonstrukcji zalezy od procenta, w jakim
kolejne warstwy zachodzg na siebie (30-50%). W przypadku badania kosci grubosé
warstwy obrazowania to 1-3 mm [16].

Podsumowujgc, minimalne wymiary woksela nie przekraczajg szescianu o wymiarach
1x1x1 mm, co w przypadku obrazowania kosci i przyporzadkowywania jednego
elementu jednemu wokselowi tworzy model ztozony z setek tysiecy elementow. Dla
dobra pacjenta czesto wielkosci piksela obrazu powigksza sie, aby zmniejszyé tym
samym dawke przyjetego podczas badania promieniowania. Takie podejscie zmniejsza
ilos¢ danych wejsciowych przetwarzanych przez komputer do uzyskania obrazow TK,
tym samym pogarszajgc doktadnos¢ wyniku.

Dtugos¢ najmniejszej struktury kosci, z ktorej sktada sie jej porowata konstrukcja, a
zatem beleczka kostna to maksymalnie ok 3 mm [23]. Element ten nie ma ksztattu
idealnie prostej belki i jest ustawiony w ré6znym potozeniu wzgledem ptaszczyzny skanu.
Stad poszczegolne woksele obrazu nie sg doktadnym odzwierciedleniem struktury kosci
w danym miejscu, a jedynie jej usrednieniem. Woksel jest, wiec milimetrem
szesciennym obszaru, w ktérym zawierajg sie fragmenty beleczek i przestrzeni miedzy
nimi, a jego jasnos¢ na obrazie to usredniona warto$¢ wszystkich przenikalnoci
radiologicznych w nim zawartych. Model zbudowany w taki sposéb cechuje sie
skokowymi zmianami wiasciwosci materialtowych w sgsiednich elementach, co
powoduje powstawanie lokalnych karbow, skokowych zmian wartosci obliczanych
naprezen, ktére w rzeczywistosci nie wystepujg. Aby zapobiec ziarnistosci modelu
niezbedne jest zageszczanie siatki podziatu, co przy takiej samej ilosci danych
wejsciowych nie spowoduje poprawy wyniku, a jedynie wygtadzi wykres. Ponadto takie

podejscie powiekszy i tak duze juz zadanie obliczeniowe.
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Innym podejsciem do obliczeh wytrzymatosci kosci za pomocg MES jest wykorzystanie
elementéw B-spline [92]. Metoda ta wymaga poznania danych materialowych wielu
punktow rzeczywistego modelu, ktore stajg sie weztami w modelu MES. Wéwczas
macierz materiatowa D staje sie funkcja, w ktérej warto§¢ modutu Younga zmienia sie
odpowiednio do wspoirzednych obliczanego wezta. Funkcja zmiany wyznaczana jest
pomiedzy znanymi punktami, za pomocg aproksymaciji. W wypadku takiego podejscia
duzg role w zgodnosci wyniku z rzeczywistoscig ma wybdr punktéw pomiaru
wiasciwosci materiatowych. Przyktadowo pomiar mozemy przeprowadzi¢ w dwodch
punktach o matej wartosci E, pomiedzy ktérymi znajduje sie skok wartosci modutu, ktéry
nie zostanie uwzgledniony ze wzgledu na brak pomiaru w punkcie wzrostu lub
maksymalnej wartosci. W tym podejsciu nie ma przyporzagdkowania jednej wartosci E
do jednego elementu skonczonego, a zakiadana jest funkcja zmiany bazujgca na
wybranych punktach. Doktadno$¢ metody zalezy w duzej mierze od liczby, gestosci i
sposobu rozmieszczenia wyznaczonych punktéw. Wzrost doktadnosci obliczen wymaga
wzrostu wielkos¢ zbioru danych, a co za tym idzie wzrostu, potrzebnej do

przeprowadzenia symulacji, mocy obliczeniowej.

5. ROZWIAZANIE PROBLEMU - WARIANT 2D

Pierwszym i jednoczesnie podstawowym problemem, ktéry nalezy rozwigzaé, aby
przeprowadzi¢ doktadne obliczenia materiatu niejednorodnego takiego jak kosci [93], jest
dyskretna budowa jego obrazu. Dowolny model wykonany opisanym powyzej procesem
obrazowania tomografem komputerowym zapewnia dyskretny zestaw danych zaréwno
ksztattu jak i wtasciwosci materiatowych. Oba te parametry stanowig zbiér usrednionych
wartosci dla pewnych obszaréw. Rozmiar obszarow mozna zmniejszaé, przez co ilos¢
danych dla catego modelu powiekszy sie, a to z kolei poprawi doktadnos¢ koncowego
wyniku. Wadg takiego postepowania jest koniecznos¢ poddania obiektu dtuzszej ekspozycji
na szkodliwe promieniowanie rentgenowskie.

Rys. 5.1 przedstawia przyktadowg symulacje obcigzenie kosci udowej cztowieka. Na
rysunku a, grubymi liniami oznaczony jest przekrdj, ktérego obrazowanie i model
przedstawiono odpowiednio na Rys. 5.1b i d. Skan wykonany zostat w przekraczajgcej
standardowa, rozdzielczosci. Ptaski obraz tomograficzny zostat uprzestrzenniony i poddany
obliczeniom MES. Wynik tych obliczeh przedstawia Rys. 5.1 d. W prawym dolnym rogu
modelu wyraznie widoczne jest spietrzenie naprezen, kidrego logicznym wyttumaczeniem
bytaby obecnos¢ karbu, jednak wykres gestosci radiologicznej przedstawiony na Rys. 5.1 ¢
w tym obszarze neguje takg hipoteze. Gestos¢ radiologiczna oddajgca wtasciwosci
materiatowe tego obszaru jest funkcjg ciagta, nie ma ani skokowego wzrostu ani spadku

wartos$ci, co wyklucza istnienie w tym miejscu np. otworu.
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Rys. 5.1 a) Schemat obcigzenia kosci b) tomografia kosci z naniesiong skalg gestosci radiologicznej c)

rozktad gestosci na oznaczonym promieniu d) naprezenia zredukowane wg Hubera obliczone MES z

elementami skonczonymi opartymi na wokselach z rys. b) (opracowanie wtasne).

Opisane, lokalne spietrzenie naprezen spowodowane jest duzg réznicg wartosci modutu
Younga sasiadujgcych ze sobg elementéw skonczonych, ktéra nie ma uzasadnienia w
fizycznej zmianie gestosci kosci.

Celem niniejszej pracy jest opracowanie takiej metody obliczeniowej, ktéra bez
rozbudowywania zadania obliczeniowego pozwoli na przeprowadzanie obliczen
wytrzymatosciowych struktur niejednorodnych takich jak tkanki kostne z ograniczeniem
opisanego powyzej btedu.

5.1. Parametry prébki

Ogromng zaletg obrazowania w formacie cyfrowym jest jego dostepnosé, wykonane
zdjecie mozemy natychmiast obejrze¢ na ekranie samego urzgdzenia lub w przeciggu
kilku sekund wystaé w dowolne miejsce na swiecie. Zdjecia oglgdane w formie cyfrowej
mozna zaréwno powieksza¢ jak i obrabiaé graficznie zaraz po ich wykonaniu.
Powiekszanie konkretnych obszaréw fotografii jest ograniczane tylko ich
rozdzielczosciag, ktéra wyrazana jest liczbg pikseli, im jest ich wiecej tym zdjecie jest

doktadniejsze, a poszczegodlne fragmenty mogg zosta¢ bardziej powiekszone.
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Powiekszanie rozdzielczosci zdje¢ tomograficznych oprécz potrzeby bardziej czutego
aparatu niesie ze sobg rowniez potrzebe zwiekszenia dawki promieniowania wystanej, a
zatem i przyjmowanej przez badany obiekt, co w przypadku pacjenta jest nieobojetne
dla organizmu.

Na potrzeby zadania stworzono wirtualng dwuwymiarowg probke o parametrach kosci
ludzkiej i poddano jg obliczeniom w réznych wariantach opisu jej danych materiatowych.
Obszar probki wybrano na podstawie rzeczywistego obrazu TK kosci udowej ludzkiej
Rys. 5.1 i Rys. 5.2 tak, aby jej dane materialowe odpowiadaty Scianie tej kosci.
Wybrane miejsce o przekatnej ditugosci 3,5 mm pozwolito na stworzenie prébki o

podstawowych wymiarach 2,6 x 2,6 mm i 3x3 piksele obrazu TK.

Bl 3.6 mm (4.5 px)

Rys. 5.2 Umiejscowienie probki na zdjeciu kosci udowej (opracowanie wtasne).

Dane materiatowe tego obszaru przedstawia Rys. 5.3. Za tkanke kostng na obrazie TK
uwaza sie obszary o gestosci radiologicznej powyzej 130 HU [14]. Istota zbita, z jakiej
skfada sie Sciana kosci udowej ma jednak wyzszg wartos¢, to wtasnie ona przenosi
najwieksza czes¢ obcigzeh. Dolng granice gestosci radiologicznej probki ustalono
zatem na 700 HU, goérng na 3000 HU. Warto$ci przeliczone za pomocg wzoréw (31) i
(32) na MPa modutu Younga bedag wynosity odpowiednio 450 i 5377 MPa. Taki wybor
obszaru do analizy, zapewni maksymalng zmienno$¢ w probce o stosunkowo
nieduzych wymiarach. Rys. 5.4 przedstawia rozktad gestosci radiologicznej w linii
zawierajgcej przekgtng obszaru zaznaczonego, jako wyjsciowy dla powstania wirtualnej
probki. Wartos¢ gestosci od brzegéw kosci rosnie, aby przyjg¢é maksymalng wartos¢ w
centralnej czesci Sciany, a nastepnie ponownie maleje. W ten sam sposéb

zamodelowane zostaty wlasciwosci badanej wirtualnej probki.
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Rys. 5.3 Niebieska linia — gestos¢ radiologiczna przekroju zdjecia TK w przekatnej prébki zaznaczonej na
Rys. 5.2. Czerwona linia — gestos¢ radiologiczna wirtualnej probki. (opracowanie wiasne).

Wirtualna prébka otrzymata ksztalt kwadratu o wymiarach 2,6 x 2,6 mm. Jedna z jej
przekatnych pokrywa sie z promieniem kosci, w taki sposdb, ze rozktad jej wtasciwosci
materiatowych jest zgodny z wystepujacym w rzeczywistej tkance. Modut Younga
wyliczony na podstawie gestosci radiologicznej rosnie, zatem wzdtuz przekatnej do
miejsca przeciecia z drugg przekatng, a nastepnie spada. Drugg przekatng w catosci

znajduje sie w obszarze maksymalnych wartosci E (Rys. 5.4).
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Rys. 5.4 Rozktad i warto$ci modutéw Younga wirtualnej prébki poddawanej obliczeniom MES
(opracowanie witasne).
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Wartosci modutu Younga w obszarze probki zmieniajg sie zgodnie ze wzorem (33)
Exy =4a'x+b-y+c¢ (33)
Exy=—-a'x—b-y+c,
Gdzie:
a, b — przyrost modutu Younga obliczony dla jednego elementu skoriczonego
¢; — minimalna warto$¢ modut Younga, w funkcji rosngcej modutu
¢, — wspotczynnik dla funkcji malejgcej modutu
Poczgtkowy etap badan przeprowadzono wykorzystujgc elementy tarczowe.
Dwuwymiarowej prébce nadano grubo$s¢ 1 mm. Prébke obcigzono sitg $ciskajacg, w
obliczeniach zastepujgc jg wymuszeniem przemieszen goérnego rzedu weztéw. Wartos¢
przemieszczenia odpowiada temu, jakie uzyskanoby dla prébki zbudowanej z
jednolitego materiatu o module Younga bedgcym s$rednig arytmetyczng ze skrajnych
wartosci E opisanych powyzej i bedacej pod obcigzeniem 100 MPa (Rys. 5.5). Dolne
wezly bedgce podstawg probki pozbawiono mozliwosci przesuniecia wzdiuz osi Y
(zgodnie z kierunkiem obcigzenia — pionowa o$ probki), a skrajny lewy wezet

dodatkowo unieruchomiono réwniez wzgledem przesuniecia poziomego.

Obcigzenie

00 05 10 15 20 25
Podparcie

Rys. 5.5 Schemat obcigzenia probki[94].

5.2. Plaski stan odksztatcen czy naprezen

W obliczeniach statyki tarcz przyjmuje sie jedno z dwoch zatozen obliczeniowych, ptaski
stan naprezenia lub ptaski stan odksztaicenia.

Ptaski stan naprezen stosujemy, dla tarcz o matej grubosci i gdy jej ptaszczyzny boczne
nie wchodzg w kontakt z innymi elementami tj. pozostajg swobodne. Takie cechy
obiektu pozwalajg na jego odksztatcenie w ptaszczyznie prostopadtej do jego gtéwnej
powierzchni, a zatem niezerowymi wartosciami sg odksztatcenia liniowe wzdtuz osi x i y
(wspoirzednych gtéwnej powierzchni tarczy) i postaciowe prostopadie do tej

powierzchni (Rys. 5.6). Zerowe wartosci przyjmujg natomiast naprezenia normalne

49


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

wzdtuz osi z (0$ prostopadta do ptaszczyzny gtéwnej tarczy) i styczne zx i zy, ¢,=0,

=0, 1,4=0.
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Rys. 5.6 Schemat budowy tarczy[64].

Ptaski stan odksztalcen to sytuacja przeciwna, wykorzystywana w konstrukcjach o duzej
grubosci. Obliczeniom poddawana jest cienka warstwa catosci, ktéra nie ma mozliwosci
odksztalcenia w kierunku prostopadtym do jej przekroju poprzecznego. Dla takiego
stanu zerowe wartosci przyjmujg odksztatcenie w osi z i katy odksztatcenia
postaciowego zx i zy, odpowiednio: &,=0, y,=0, y,=0.

Zgodnie z zatozonymi cechami probki ponizsze badania prowadzone bedg dla

ptaskiego stanu naprezen.

5.3. Funkcja ksztattu

Pytaniem, na jakie nalezy znalez¢ odpowiedz jest to, czy aktualnie wykonywane zdjecia
TK niosg ze sobg wystarczajgcg ilos¢ danych, aby wykona¢ model obliczeniowy, ktory
nie bedzie posiadat opisywanych powyzej btedéw np. sztucznie wygenerowanych
karbow, oraz w jaki sposdb przypisywac te dane do elementéw skonczonych.

Ten etap badan przeprowadzono na pomniejszonej prébce, w ktérej warto§¢ modutu
Younga rosnie wzdiuz jednej przekatnej. Jest to odwzorowanie jednej czwartej
docelowej prébki, jej dolna lewa czesé (Rys. 5.7). Podparcie i obcigzenie pozostato bez
zmian, a wymiary prébki to 1,3 x 1,3 mm i 1 mm grubos$ci przyjmowana do obliczen

wytrzymatosciowych przy wykorzystaniu elementu tarczowego.
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Rys. 5.7 Pozycja pomniejszonej probki na tle zdjecia TK kosci (na podstawie [94]).

Przeprowadzono obliczenia rozktadu naprezen wzdtuz osi Y (obcigzenie prébki rowniez
przebiegato wzdtuz osi Y) korzystajgc z metody von Misesa. Obliczenia wykonano za
pomocg programu ANSYS stosujgc trzy réozne sposoby przypisywania modutu Younga
do elementéw modelu:

e Kazdy z elementow posiada wiasny wyliczony zgodnie ze wzorem (31) modut
Younga(Rys. 5.8a). Prdbka podzielona zostata siatkg 5x5 elementéow
skonczonych (Rys. 5.9a).

e Kazdy z obszaréw odpowiadajgcych podziatowi siatkg 5x5 ma jeden wspdiny
modut Younga wyliczony zgodnie ze wzorem (31) (Rys. 5.8b). Kazdy obszar
podzielony jest dodatkowo na 400 elementéw siatkg 20x20. W sumie probka
podzielona jest siatkg 100x100 elementéw skonczonych (Rys. 5.9b).

e Kazdy z elementéw posiada wiasny wyliczony zgodnie ze wzorem (31) modut
Younga (Rys. 5.8c). Probka podzielona zostata siatkg 100x100 elementow

skonczonych(Rys. 5.9¢).

417900
371700
325500
279300
233100
186900
140700
94500
48300

2100

Rys. 5.8 Rozklad modutu Younga i siatka podziatu elementéw (opracowanie wiasne)
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Rys. 5.9 Naprezenia wzdtuz osi pionowej prébki, obliczenia wykonane w programie ANSYS

a) probka pokryta siatke 25 elementéw skonczonych, zmiennos$¢ E w zakresie 25 obszaréw b) prébka

pokryta siatkg 10 000 elementéw, zmiennos¢ E w zakresie 25 obszaréw c) prébka pokryta siatkg 10 000

elementow, zmiennos¢ E w zakresie 10 000 obszarow (opracowanie witasne).

Na Rys. 5.9 a-c przedstawiono wyniki symulacji komputerowych dla trzech opisanych
powyzej wariantow podziatu wyniki sg zgodne z dotychczasowg wiedzg na temat
ksztattowania sie tego typu naprezen. Obraz a jest najmniej doktadny, wida¢ na nim
ostre szarpane przejscia pomiedzy obszarami naprezen o tych samych wartosciach, co
nie ma odniesienia w jednoosiowym sciskaniu nawet biorgc pod uwage skokowe
zmiany wartosci modutu Younga. Granice pomiedzy elementami odznaczajg sie
wyraznie.
Na wyniku obliczen przedstawionym na Rys. b gdzie siatka 100 x 100 elementow
zostata uzyskana przez podziat 25 pierwotnych elementéw o statym indywidualnym
module Younga kazdy element dodatkowo podzielono siatkg 20x20. Widoczne sg
wygtadzone linie przejécia pomiedzy kolejnymi obszarami naprezen o zblizonych
wartosciach, nie ulegta jednak zatarciu granica miedzy obszarami o tych samych
wiasciwosciach materiatowych, a zatem obszaréw pokrywajgcych sie z pierwotnymi 25
elementami skonczonymi. Dopiero podziat probki bezposrednio siatkg 100x100
elementéw, z ktérych kazdy otrzymat swojg indywidualng warto§¢ modutu Younga
spowodowat wyrazng poprawe wyniku.
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Zastosowanie wiekszej liczby elementéw skonczonych w oczywisty sposob pozwala na
osiggniecie doktadniejszego wyniku. Wyrazng poprawe uzyska¢ mozna jednak dopiero
przy réwnoczesnym zageszczeniu siatki i powiekszeniu ilosci danych wejsciowych
(wyliczenie indywidualnego modulu Younga dla kazdego elementu skohczonego).
Zageszczanie podziatu przy braku dodatkowych danych materialowych w bardzo
niewielkim stopniu poprawia, jako$¢ wyniku, a czas potrzebny na wykonanie obliczeh
jest analogicznie dluzszy w stosunku do pierwszego, zawierajgcego nhajmniej
elementéw przypadku. Wyniki obliczen obu przypadkéw w podziale prébki na 10 000
elementéw otrzymano po poréwnywalnym czasie, kilkukrotnie diuzszym od czasu
obliczen dla rzadkiego podziatu prébki.

Gesty podziat probki przy zachowaniu zasady przypisywania jednemu elementowi
skonczonemu jednej wartosci modut Younga daje bardzo miarodajne wyniki (przy
dlugim czasie obliczen). Dla tej metody wykonano ponowne obliczenia pomniejszonej
wirtualnej prébki przy podziale siatkg 100 x 100 elementdw, z ktérych kazdy otrzymat
swoj wiasny modut Younga, w programie ANSYS. Wyniki tej symulacji bedg uzywane,
jako referencyjne (Rys. 5.10).
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Rys. 5.10 Pomniejszona prébka poddana obcigzeniu wzdiuz osi pionowej probki. a) naprezenia normalne
wzdtuz osi X b) wzdtuz osi Y, c) styczne w ptaszczyznie XY (opracowanie wiasne).
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Znaczgco lepsze wyniki osigga sie zatem wykorzystujgc wiekszg ilos¢ danych
materiatowych. Jednak, je$li zrédiem danych sg zdjecia tomograficzne to ilosé
zawartych w nich danych jest z goéry okreslona oraz ograniczona poprzez rozdzielczo$¢
obrazu i nie moze ulec zmianie. Powiekszenie jej zasobu niesie ze sobg wydtuzenie
czasu badania i tym samym zwiekszenie dawki promieniowania przyjetej przez badany
obiekt czy pacjenta. W opisanym powyzej tescie dane materialowe obliczono za
pomoca funkcji (31). Wyznaczajgc funkcje rozktadu HU dla dowolnego zdjecia TK
mozliwe byloby zageszczanie podzialu na elementy skonczone bez potrzeby
dokonywania zmian w samym obrazowaniu.

Na wykresie przedstawiajgcym rozktad gestosci radiologicznej na promieniu kosci (Rys.
5.3) wida¢ niemal idealnie liniowy wzrost, a nastepnie spadek wartosci, mozna, zatem
przyjac, iz wzér 31 jest wystarczajgcym przyblizeniem do dalszych badan.
Zaprezentowany powyzej prosty test potwierdza, iz zastgpienie stosowanej dotychczas
metody obliczen, ktéra generuje element skofnczony na podstawie piksela obrazu, na
metode, ktéra zapewni wiekszg ilos¢ danych materialowych przy zachowaniu tego
samego rodzaju i jako$ci obrazowania, pozwala uzyskaé wyraznie lepsze wyniki
obliczen.

Zgodnie z opisanym w punkcie 4.1 algorytmem obliczeA MES, modut Younga, stanowi
podstawowg dang materiatowg w prezentowanych obliczeniach i zazwyczaj jest w nich
wartoscig statg, (wzér (25)). Liczba ta uzywana jest w trakcie obliczen lokalnej macierzy
sztywnosci k (osobnej dla kazdego elementu) zbudowanej poprzez zsumowane
wynikéw oblicze rownan macierzowych kolejnych weztéw elementu. Rozwigzaniem
moze byC zatem przypisanie indywidualnego modutu Younga nie dla elementu
skonczonego, a dla konkretnego miejsca (punktu lub wezta), dla ktérego wykonujemy
obliczenia.

Wz6r (25) poszerzony zostanie, zatem o funkcje (34), ktérej sktadowymi sg wartosci
modutéw Younga wyliczone dla weztdw elementu skohczonego (Eqo+Ez) oraz
wspotrzedne obliczanego punktu s i t bedgce wspdtrzednymi znormalizowanymi , ktore
stanowig lokalny ukfad wspoétrzednych podczas obliczen pojedynczego elementu, ktéry
dowolny ksztatt ptaskiego elementu skohczonego bedgcego czworokatem sprowadza

do kwadratu.

E= Eo-(—i+i)-(—t+1)+E1-(Z+i)-(—t+1)+E2-(i+i)-(t+1)+E3-

(-2+3)-@+1 (34)
Warto$ci modutéw Younga poszczegdlnych weztéw wyliczone zostaty z wzoru (34) lub
pobrane bezposrednio z obrazu tomograficznego, jesli wezty czworokatnych elementow
skonczonych umieszczone zostang w srodkach pikseli obrazu. Kazdy z weztéw bedzie
miat wowczas inny modut Younga.

Wzoér (33) zawiera state a, b i ¢, ktére wyznaczono z wzoréw (35-37) znajgc graniczne

warto$ci modutu Younga oraz wymiary prébki, (h=2,6 mm)
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a= i_O'S'imax (35)

b — i 0v5'Ema}ic_Emin (36)

c=Enn (37)
Opisana powyzej zmiana w przeprowadzaniu obliczeA MES nie jest mozliwa do
zastosowania w komercyjnym oprogramowaniu ANSYS, dalsze obliczenia z
wykorzystaniem zmiennego modutu Younga zostaly wykonane w zintegrowanym
srodowisku programistycznym Spyder z wykorzystaniem jezyka Python. W celu
sprawdzenia poprawnosci stworzonych skryptéw obliczeniowych przeprowadzono
obliczenia przy zachowaniu statego modutu Younga dla poszczegdlnych elementéw
skonczonych i podziale prébki siatkg 10x10 elementow. Do obliczehr wykorzystano

element tarczowy o 4 weztach.
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Rys. 5.11 Pomniejszona probka poddana obcigzeniu wzdtuz pionowej osi probki, model wtasny
a) naprezenia normalne wzdtuz osi X b) wzdtuz osi Y, c) styczne w ptaszczyznie XY [MPa]
(opracowanie wlasne)

Obliczone we wtasnym skrypcie naprezenia (Rys. 5.11) jako$ciowo zgadzajg sie z
uzyskanymi w programie ANSYS (Rys. 5.10) zaréwno warto$ciami jak i rozkladem, co
oznacza, iz algorytm obliczeniowy jest zbudowany prawidiowo.
W kolejnym kroku do algorytmu wprowadzono zmienny modut Younga, zgodnie z
opisanym powyzej schematem i przeprowadzono takg samg symulacje $ciskania, ktorej

wynikiem byty 3 wykresy rozktadu naprezen (Rys. 5.12).
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Wszystkie wyniki przedstawione w pracy i obliczone we wtasnym skrypcie sg wynikami
surowymi, niepoddanymi zadnej aproksymacji. Takie podejscie ma na celu
szczego6towg obserwacje roznic w przedstawianych wynikach.
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Rys. 5.12 Pomniejszona probka poddana obcigzeniu wzdtuz pionowej osi probki, model wtasny ze
zmienng wartoscig modutu Younga w elemencie. a) naprezenia normalne von Misesa wzdtuz osi X
b) naprezenie normalne von Misesa wzdtuz osi Y, c) naprezenia styczne w ptaszczyznie XY
(opracowanie wiasne).

Zaréwno wartosci jak i rozmieszczenie obszardw naprezen zaprezentowane na
wykresach sg wyraznie jakosciowo podobne do referencyjnych, wymagajg jednak
doktadniejszej weryfikacji. Przed przystgpieniem do niej wykonano szereg testéw
majgcych na celu wybdr najlepszej metody catkowania. Poniewaz czas obliczen MES w
duzej mierze zalezy od obliczen catek, niezbedne bylo znalezienie metody o
najkorzystniejszym stosunku czasu obliczen do doktadnosci wyniku.

5.4. Wybér metody catkowania

Dotychczasowe obliczenia we wtasnym skrypcie prowadzone byty metodg catkowania
numerycznego. Jako alternatywng metode przyjeto do testdéw metode catkowania
punktami Gausa (Rys. 5.13) w ré6znych wariantach iloéciowych:

e Catkowanie kwadraturg Gaussa 2x2 punkty

o Catkowanie kwadraturg Gaussa 3x3 punkty

e Catkowanie kwadraturg Gaussa 4x4 punkty

o Catkowanie kwadraturg Gaussa 6x6 punktéw
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Dla metody catkowania kwadraturg Gaussa dla kazdego z obliczanych punktéw (Rys.

5.13) zostat wyliczony doktadny modut Younga odpowiadajgcy jego wspoétrzednymi

globalnymi zgodnie ze wzorem (32).
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Rys. 5.13 Rozmieszczenie punktéw Gaussa dla wariantéw a) 2x2 b) 3x3 c) 4x4 d) 6x6 punktow

(opracowanie wiasne).

We wszystkich pieciu wersjach (4 warianty iloSciowe kwadratury Gausa i catkowanie

numeryczne) przeprowadzono obliczenia tak samo obcigzonej i

materiatowo prébki w pieciu réznych podziatach siatkg elementéow skonczonych:

3 x 3 elementy

10 x 10 elementow
25 x 25 elementow
50 x 50 elementow

100 x 100 elementéw

zréznicowanej

Pierwszg symulacje przeprowadzono dla podziatu 10x10 elementéw. Jako najbardziej

korespondujgce z eksperymentem $ciskania za gtéwne wyniki obrano naprezenia

wystepujgce wzdtuz osi dziatania sity, czyli wzdtuz osi pionowej Y (Rys. 5.14).
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2 Punktowa Kwadratura Gaussa 10x10 3 Punktowa Kwadratura Gaussa 10x10

Catkowanie Numeryczne 10x10

-180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 [MPa)

Rys. 5.14 Naprezenia normalne wzdtuz osi pionowej probki dla podziatu 10x10 elementéw. Model
wiasny [95].
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Obrazy rozktadu naprezen wzdiuz osi pionowej przedstawione na wykresach (Rys.
5.14) sg wzgledem siebie niemal identyczne. W celu ilosciowego poréwnania obrazéw,
wartosci liczbowe naprezen dla punktdw lezgcych na przekatnej o zmiennym module
Younga zostaty zestawione w formie wykresu liniowego (Rys. 5.15). Wartosci liczbowe
naprezen dla poszczegdlnych metod catkowania przy takiej samej siatce podziatu
prébki sg identyczne, a schodkowy ksztatt wykresu odzwierciedla przechodzenie
miedzy kolejnymi elementami skofnczonymi. Podwojne warto$ci naprezen wystepujg w
punktach, na granicach elementoéw. Kazda z granic elementéw liczona jest osobno
(podwojnie) dla kazdego z dwoch elementéw, do ktérych nalezy i ktére lezg na
wspomnianej powyzej przekatne;.
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-20
_4ﬂ' 'l_
_6{} o '-l'-. . .
-80 A ‘xl.' -
-100 "."....
120 Catkowanie Numeryczne i T
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Rys. 5.15 Wykres wartosci naprezen normalnych Y wystepujgcych w przekgtnej o zmiennym module

Younga dla roznych wariantéw metody catkowania. Linie wykresu pokrywajg sie [95].
Analogiczne analizy wykonane zostaty dla pozostatych rozktaddéw naprezen obliczanych
metodg von Misesa, czyli naprezen normalnych wzdtuz osi poziomej (0s x) probki i
naprezen stycznych (x,y). Z uwagi na niemal identyczne wyniki ponizej przedstawione
zostaly wylgcznie obliczenia metodg kwadratury Gaussa dla skrajnych, przyjetych liczb
punktow obliczeniowych, a zatem 2x2 i 6x6. Wyniki tych symulacji przedstawiajg
wykresy: Rys. 5.16 i Rys. 5.17.
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Rys. 5.16 Naprezenia hormalne wzdtuz osi poziomej probki dla podziatu 10x10 elementéw [95].

2 Punktowa Kwadratura Gaussa 10x10 6 Punktowa Kwadratura Gaussa 10x10

—

Rys. 5.17 Naprezenia styczne XY dla podziatu 10x10 elementow[95].

Podobnie jak w przypadku wynikéw naprezen normalnych dla osi Y tak i w przypadku
tych dwéch symulacji, wartosci zaprezentowane na wykresach w funkcji wspoétrzednych,
sg wzgledem siebie niemal identyczne. Poréwnanie wartosci liczbowych wyznaczonych
dla punktow znajdujgcych sie w przekatnej prébki o najwiekszym zréznicowaniu
wiasciwosci materiatowych przedstawiajg wykresy Rys. 5.18 i Rys. 5.19. Podobnie jak

dla naprezen wyznaczanych wzdtuz osi Y tak tu wystepujg skokowe zmiany wartosci w
miejscach styku elementow.
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Rys. 5.18 Wykres wartoSci naprezen normalnych X wystepujgcych w przekatnej prébki
dla roznych wariantéw metody catkowania. Linie wykresu pokrywaja sie [95].
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Rys. 5.19 Wykres wartosci naprezen stycznych xy wystepujgcych w przekatnej prébki
dla roznych wariantéw metody catkowania. Linie wykresu pokrywaja sie [I].
Zaprezentowane powyzej wyniki obliczen potwierdzajg, iz zmiana metody catkowania
nie wptywa na ich wyniki. Nieznaczne réznice mozna zaobserwowa¢ w wynikach
obliczen naprezen normalnych wzdluz osi X pierwszego elementu. Powiekszenie tej
anomalii przedstawia Rys. 5.20. Na powiekszeniu widaé, iz wartosci skrajne przyjmuje
metoda 2x2 punkty oraz catkowanie numeryczne, podczas gdy pozostate metody dajg
wartosci pomiedzy nimi. Jednak poréwnujgc wartosci liczbowe naprezen w tym miejscu

réznica pomiedzy wielkosciami jest mniejsza niz 1%.
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Rys. 5.20 Pierwszy odcinek wykresu wartosci naprezen normalnych X wystepujgcych w przekatnej probki
dla roznych wariantéw metody catkowania [95].

Jednoznacznie, wiec zmiana metody catkowania przy statej siatce podziatu probki na elementy
skonczone nie wptywa na wartosci obliczen. Obliczone naprezenia w analogicznych punktach
sg do siebie bardzo zblizone lub doktadnie sobie rowne. W kolejnym kroku sprawdzony zostat
wplyw zmiany metody catkowania na wyniki naprezeh przy réznych siatkach podziatu na
elementy. Ponizej zaprezentowany zostat tylko jeden przyktadowy wynik rozktadu naprezen dla
réznych siatek podziatu, w tym wypadku catkowanie wykonane zostalo z wykorzystaniem
kwadratury Gaussa dla 2 wspétrzednych (Rys. 5.21). Wyniki wyznaczone za pomocg
opracowanego skryptu zestawione zostaty z obliczeniami wykonanymi za pomocg programu
ANSYS, gdzie zastosowano siatke podziatu 100 x 100 elementéw. Rozktad i wartosci naprezen
sg do siebie podobne, ale tym bardziej zgodne w obszarach, tym mniej zwigzanych z granicami
elementéw im gesciejsza jest siatka podziatu. Jest to wynik powiekszonej rozdzielczosci
obrazu, a nie prawdziwe uniezaleznienie wyniku od granicy elementéw modelu. Graniczne
wartosci naprezen we wszystkich podziatach oprécz najrzadszego 3x3 wynoszg od -30 do -170
MPa, podczas, gdy dla najrzadszego podziatu od -5 do -180 MPa.

Zestawienie wynikéw symulacji dla punktéw wyznaczonych na przekatnej (Rys. 5.22)
potwierdza zbieznos¢ wartosci. Wykres w poréwnaniu do poprzednich nie przedstawia idealnie

pokrywajacych sie linii, ale zgodny trend wartosci.
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Rys. 5.21 Naprezenia normalne Y dla roznych podziatéw na elementy skonczone. Obliczenia wykonane
metodg catkowania 2x2 punkty Gaussa — model wtasny i program ANSYS [95].
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Rys. 5.22 Wykres wartosci naprezen normalnych Y wystepujacych w przekatnej probki

dla roznych wariantéw podziatu na elementy przy catkowaniu 2x2 punkty Gaussa [95].
Ostatnim poréownywanym parametrem jest czas obliczen, ktérego zestawienie
przedstawiono w Tab. 4. Wszystkie zaprezentowane metody catkowania przedstawiaty
jednakowo dokfadne wyniki, czas obliczen staje sig, zatem parametrem decydujgcym.
Oczywistym jest, iz wraz ze wzrostem liczby elementéw skonczonych rosnie czas
wykonywania obliczeh. Jednoczesnie powiekszajg sie réznice pomiedzy czasami
obliczeh poszczegdlnych metod catkowania. Roznice czaséw obliczeh dla najrzadszej
siatki podziatu wynoszg czesci sekundy i stanowig ok 13% (odmierzanie czasu zostato
zaimplementowane bezposrednio w kodzie algorytmu obliczen). Przy podziale siatkg
50x50 elementéw réznice sg zauwazalnie wigksze i stanowig ok 20% wartosci. We
wszystkich zaprezentowanych metodach catkowania doktadno$é byta podobna, zatem
czas obliczen staje sie parametrem decydujgcym o wyborze metody. Biorgc pod uwage
zarowno doktadno$é pomiardéw jak i najkrétszy czas do dalszych symulacji i obliczen

wykorzystano metode catkowania 2x2 punkty Gaussa.
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Tab. 4 Czas obliczen dla réznych wariantéw podziatu prébki i réznych metod catkowania [s]

Siatka podziatu
3x3 10x10 25x25 50x50 | 100x100
Metoda
2 punktowa Kwadratura | ¢4 2,100 12,061 | 54556 | 420,838
Gaussa
3 punktowa Kwadratura | g 57g 2178 | 12,658 | 57,111 | 437,787
Gaussa
4 punktowa Kwadratura. | gaq 2,320 13489 | 59,627 | 446,040
Gaussa
6 punktowa Kwadratura 2,644 15,410 M
Gaussa
Catkowanie 0,689 2,267 13,302
Numeryczne

5.5.

Warianty elementu dwuwymiarowego o réznych liczbach weztow

Ostatnim krokiem w poszukiwaniu optymalnej metody obliczen jest wybor rodzaju
elementu skonczonego. W przypadku zadania dwuwymiarowego nhajczesciej
rozpatrywanymi wariantami sg czworokat i tréjkat zwierajgce rozne liczby weztow.
Wszystkie przedstawione powyzej badania wykonywane byly na elemencie
czteroweztowym. Element trojkgtny nie zostat pominiety, jednak, podczas
wprowadzania do obliczen zmiennosci modutu Younga tréjweziowy, niesymetryczny
ksztatt okazat sie by¢ niepotrzebng komplikacjg przy wykorzystaniu metody catkowania
2 punktowej kwadratury Gausa. Stad trojweziowy element skonczony nie bedzie miat
reprezentacji w niniejszej pracy.

Dalsze badania zrealizowane zostaty z wykorzystaniem czworokatnego elementu, w
réznych konfiguracjach liczby weztéw. Zaimplementowanie i modyfikacje zmiennosci
modutu Younga dla tego wariantu ksztattu elementu nie wymagajg duzych zmian
podstawowego algorytmu obliczen MES, szczegdlnie przy wybranej do dalszych badan
metodzie catkowania tj. 2 punktowa kwadratura Gaussa.

Obliczenia prowadzone bedg juz na catej zamodelowanej na poczatku badah prébce
(Rys. 5.4), a nie tak jak podczas poszukiwania najwydajniejszej metody catkowania na
jej éwiartce (Rys. 5.7). Wymiary probki odpowiadajg rzeczywistej grubosci sciany kosci
udowej czlowieka i wynoszg 2,6 x 2,6 mm. Prébka podzielona zostata, na tyle
elementow skonczonych ile uzyskano by pikseli na obrazie tomograficznym podczas
rutynowego skanu TK. Dla tej wielkosci probki jest to siatka 3 x 3 elementy. W celu

poréwnania obliczen wykonane zostaty rowniez obliczenia dla gesciejszych podziatow.
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Ponizej przedstawione zostaty wyniki obliczone za pomocg dwoch metod, klasycznej
(gdzie modut Younga ma statg wartos¢ dla poszczegoélnych elementéw skonczonych) i
z uwzglednieniem zmiennosci modutu Younga w obszarze poszczegdlnych elementéw.
Zastosowano dwa warianty elementu skonczonego 4-ro i 8-mio weziowy, gdzie
powigkszenie liczby weztdéw wigzato sie z dodaniem jednego wezta na kazdym boku

elementu (Rys. 5.23).
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Rys. 5.23 Probka podzielona na elementy cztero- i oSmioweztowe [94].

Do sprawdzenia doktadnosci wykonywanych obliczen wykorzystano nastepujgce
parametry: maksymalny btgd naprezen (Maximum Compressive Stress Error MCSE)
oraz btad energii deformacji (Relative Deformation Energy Error RDEE). W obu
przypadkach do obliczen niezbedne jest odniesienie do wyniku doktadnego. Jako wynik
doktadny przyjeto obliczenia dla siatki 61x61 elementéw. Oznacza to zageszczenie
siatki podziatlu do niemozliwej do uzyskania w tomografii klinicznej rozdzielczosci.
Symulacja wykonywana jest na wirtualnej prébce, ktérej zmiany wilasciwosci
materiatowych opisane sg wzorem. Wybdr gestosci podziatu zalezat od mozliwosci
obliczeniowych wykorzystywanego sprzetu komputerowego oraz rozmiaru pozostatych
siatek uzywanych w symulacjach. Celem byt taki wybér liczby podziatu dla wyznaczenia
wyniku doktadnego, aby wspétrzedne weztdéw i punktéw Gaussa nie pokrywaty sie z
analogicznymi  miejscami  poréwnywanych siatek. Obliczenia wykonano z
zastosowaniem siatek podziatu od 1x1 do 10x10 powiekszajac kazdy z dwdch
wymiaréw o jeden i nastepnie siatkami 15x15, 20x20, 30x30, 40x40 i 50x50. Przy
zatozonych ograniczeniach, najdoktadniejsze obliczenia wykonane zostaty na probce
podzielonej siatkg 61 x 61 elementéow. Wykorzystanie liczby pierwszej dato pewnosé, iz
wspotrzedne weztdw i punktdw Gaussa doktadnego rozwigzania nie pokryjg sie z
punktami uzytymi do wykonania obliczen z wykorzystaniem rzadszych siatek

elementow.
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Wzorcowy (najdoktadniejszy) wynik obliczen wytrzymatosciowych catej prébki
przedstawiono na Rys. 5.24. Obliczenia wykonane zostaty za pomocag klasycznej
metody przypisywania wtasciwosci materiatowych w MES (kazdy element skoriczony
posiada przypisany sobie modut Younga), i z wykorzystaniem elementu 8-mio
wezilowego i podziatem siatkg 61x61 elementéw. Podobnie jak w poprzednich
rozdziatach ze wzgledu na Sciskajgcy charakter obcigzenia prébki, doktadnej analizie
poddano wynik rozktadu naprezen normalnych wystepujgcych wzdiuz osi Y (pionowej
osi probki), ktéry to wynik jest najbardziej miarodajny. Te, jak i wszystkie pozostate
opisane w tym rozdziale obliczenia wykonane sg w $rodowisku programistycznym

Spyder z wykorzystaniem jezyka Python.

b
a) ; : ; : : — aral, ) : : ; ; : —[MPa]
25} - T— | 6 25} ’ ‘ . -60
20l i 3 Lol | -75
0 -90
15k R 15} |
-3 -105
10} , | | i
-6 10 -120
05} 1 9 o5l ] -135
J— w || ‘
i i -150
0.0 ool |
1 1 1 1 1 1 _15
00 05 10 15 20

25 L ! 1 L ! ! -1 65

c) d)
MPa MP
: . ' . : —Mpal . , : . ; : —_[MPal,
25} B 25|
45 150
20t 1 30 20} 135
15} 1 15 45l 120
10} 1 00 4ot 105
-15
-30 75
0.0+ 4 00}
L L L L L L -4.5 L L L L ! L 60
00 05 10 15 20 25 00 05 10 15 20 25

Rys. 5.24 ,Wynik dokfadny” obliczerr wytrzymatosciowych catej probki poddanej obcigzeniu wzdtuz osi
pionowej prébki. a) naprezenia normalne X b) Y ¢) naprezenia styczne XY d) naprgzenia wg. Von Misesa.
Siatka podziatu 61 x 61, element 8-mio weztowy, model wiasny (opracowanie wtasne).

67


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Jak opisano w rozdziale 2, klinicznie dopuszczalng dawka promieniowania, jest dawka
pozwalajgca na uzyskanie rozdzielczosci obrazu o pikselu réownym 1x1 mm [16],
dlatego podstawowg siatkg podziatu, omawianej niespetna 3 mm prébki, na elementy
skonczone jest siatka 3x3 generujaca 9 elementéw. Dla tak matej prébki (2,6 mm x
2,6 mm) pewniejszg do uzyskania bytaby liczba zaledwie 4 elementéw skohnczonych,
jednak umiejscowienie tego konkretnego wycinka wzdtuz przekagtnej catego obrazu
(Rys. 5.2) pozwala na gestszy niz 4 elementy podziat. Dodatkowo podziat 3x3 elementy
powoduje, iz w modelu znajdujg sie elementy sgsiadujgce ze sobg dwoma, trzema i
czterema bokami, co wyczerpuje wszystkie warianty kontaktow, jakie mogg wystagpic.
Podobnie jak podczas badan prowadzonych w celu ustalenia najlepszej metody
catkowania macierzy, tak i tu wykonano obliczenia zaréwno klasyczng metodag
przypisywania wiasciwosci materiatowych, gdzie kazdy element skohAczony ma
przypisany indywidualny modut Younga i statg Poissona bedgce statymi warto$ciami,
jak i zaproponowang w niniejszej pracy metodg wyliczania warto$ci modutu Younga dla
kazdego poddawanego obliczeniom punktu Gaussa osobno (tu stata Poissona
pozostaje niezmienna dla catej objetosci probki).

W pierwszej kolejnosci wykonane zostaty obliczenia metodg klasyczng uzywajgc do
tego wtasnego skryptu. Wyniki wyznaczone przy uzyciu cztero- i osSmioweztowego
elementu skohczonego przedstawiono na Rys. 5.25 a i b. Oba dalekie sg od wyniku
doktadnego (Rys. 5.24). Nie zgadza sie zaréwno rozktad jak i warto$ci naprezen. W obu
przypadkach dolng granicg wartosci jest -195 MPa, podczas, gdy wartos¢ referencyjna
to -165 MPa. Podobnie w przypadku gornej granicy wartosci, gdzie wynik obliczen
to -90 MPa, a wartos¢ referencyjna jest prawie o 50 MPa wyzsza i wynosi -45 MPa.
Warto$¢ minimalna zanizona jest o 30 MPa a maksymalna o 45 MPa, co stanowi
odpowiednio 25% i 37,5% zakresu doktadnego.

Rozktad naprezen przedstawiony na obrazach wynikéw obliczen jest bardzo niespdjny.
Sasiadujgce ze sobg obszary sg oznaczone kolorami symbolizujgcymi nawet
najbardziej skrajne warto$ci, co w rzeczywisto$ci nie ma miejsca. Poréwnujgc wyniki
podziatu siatkg 3x3 z doktadnym wynikiem zauwazy¢ mozna, iz jedyne miejsca zgodne,
co do rozktadu wartosci to centralny element siatki oraz zewnetrzne czesci narozy
probki gdzie wystepuje maksymalny modut Younga, czyli lewy goérny i prawy dolny rég.
Dwukrotne powiekszenie liczby weztéw w obszarze pojedynczego elementu, a zatem
przejscie od cztero-weztowego do osmio-weztowego elementu nie przynosi radyklanej
poprawy wynikéw. Jak opisano powyzej maksymalne i minimalne warto$ci naprezen
znaczaco mijajg sie z obliczonymi dla wyniku doktadnego. Zauwazalnej poprawie ulegt
rozktad naprezen, ale réwniez tylko w przekatnej, w ktérej na probce wystepuje

maksymalny modut Younga.
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Rys. 5.25 Naprezenia normalne Y przy zastosowaniu statej wartosci modutu Younga dla poszczegdlnych
elementow skonczonych. Od lewej podziat 3x3 element 4-o weztowy, podziat 3x3 element 8-mio weztowy,
podziat 61 x61 element 8-mio weztowy[94].

W kolejnym etapie do opisanego powyzej eksperymentu dodano zmienno$¢ modutu

Younga (Rys. 5.26).
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Rys. 5.26 Naprezenia normalne Y przy zastosowaniu zmiennych warto$ci modutu Younga dla
poszczegdlnie obliczanych punktow. Od lewej podziat 3x3 element 4-0 wezlowy, podziat 3x3 element 8-
mio weztowy[94].

Wyniki obliczone za pomocg elementu czteroweziowego z zaimplementowang
zmiennoscig modutu Younga znaczaco poprawity rozktad naprezen. Sagsiadujace ze
sobg obszary nie przedstawiajg skrajnie roznych wartosci naprezen, a w wiekszosci sg
podobne. Sam ksztatt i rozmieszczenie obszaréw o takich samych naprezeniach przy
poréwnaniu ich do wyniku doktadnego ulegt znaczacej poprawie w przeciwienstwie do
ich  wartosci. Minimalne i  maksymalne  wyznaczone  naprezenia to
odpowiednio -200 MPa i -25 MPa, co stanowi odchylenie odpowiednio o 35 i 20 MPa
wzgledem wyniku doktadnego. Wartosci te stanowig odpowiednio 29% i 16,7% zakresu
wyniku dokfadnego. Sam przedziat, w ktérym zawierajg sie wyniki rowny 175 MPa przy
referencyjnych 120 MPa jest o niemal potowe zbyt wysoki.
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Poprawe w obu opisywanych obszarach, tak rozkfadu, jak i samych wartosci naprezen
prezentuje element osmioweztowy. Rozktad naprezen jest bardzo =zblizony do
doktadnego. Warto$¢ maksymalna w nim to -45 MPa, jest rowna wynikowi doktadnemu,
a minimalna to -150 MPa, przy wzorcowych -165 MPa. Rdznica wyniku minimalnego
réwna 15 MPa stanowi zaledwie 12,5% zakresu wyniku wzorcowego.

Zwiekszenie liczby wezibw w elemencie skonczonym jest oczywistym i czesto
stosowanym krokiem na drodze do poprawy wynikéw. Dodanie zmiennosci modutu
Younga w obliczeniach jest jednak nowo$cig, stad istotnym punktem analizy jest
poréwnanie dokfadnych wartosci liczbowych takich samych obliczerr dla réznych
wariantow tego zagadnienia, a nie jedynie zakreséw i wartosci skrajnych. Tab. 5-Tab. 7
przedstawiajg wartosci naprezen obliczonych dla punktow, lezgcych wewnatrz
elementéw skonhczonych, ktérych wspoirzedne pokrywajg sie ze wspotrzednymi
punktow Gaussa wyznaczonych dla siatki podziatu 3x3.

Wynik doktadny (siatka 61x61) poréwnano z naprezeniami wyznaczonymi wzdtuz osi
pionowej oraz wg von Misesa przy siatce podziatu 3x3 dla elementéw o statym i
zmiennym module Younga.

W Tab. 5, Tab. 6 i Tab. 7 przedstawiono wartosci liczbowe naprezen sciskajgcych dla
zadanych punktow. Wiersz i kolumna zaznaczone na biato to wartosci wspoétrzednych
wzdtuz osi x i Y. W Tab. 8 przedstawiono btgd wzgledny obliczony dla statego modutu
Younga i siatki podziatu 3x3 elementy i 61x61 elementéw. Maksymalna warto$¢ btedu
to 28,7%. Srednia arytmetyczna wartos$ci zawartych w tabeli to 13,2%. Najwyzsze
wartosci bledu zaobserwowaé mozna w skrajnych kolumnach tabeli, ktére odpowiadajg
pionowym brzegom probki. W Tab. 9 przedstawiono btgd wzgledny obliczony dla
zmiennego modutu Younga i siatki podziatu 3x3 elementy i stalego modutu Younga i
sitaki podziatu 61x61 elementow. Wartos¢ maksymalna btedu jest znacznie mniejsza i
wynosi 3,1%, a srednia 1,6%. Wskazanie okreslonego obszaru probki gdzie btad
przybiera najwyzsze wartosci jest niemozliwe.

Obliczone wartosci bteddéw, umieszczone w Tab. 8 i Tab. 9 wskazujg prawie
dziesieciokrotng poprawe wynikdw po zastosowaniu zmiennosci modulu Younga w
obliczeniach wytrzymatosciowych.

W Tab. 10, Tab. 11 i Tab. 12 przedstawiono wartosci naprezen wedtug hipotezy von
Misesa, a w Tab. 13 i Tab. 14 btad wzgledny obliczony ponownie dla obliczen z
wykorzystaniem statego i zmiennego modutu Younga. Btad wyliczony dla obliczen z
zastosowaniem statego modutu Younga siega maksymalnie 28,4%, a jego $rednia
wartos¢ to 13,2% podczas gdy te same parametry dla wartosci wyliczonych ze
zmiennym E to 3,1% i 1,6%. Podobnie jak w przypadku naprezen wzdtuz pionowej osi

probki zaobserwowa¢ mozna prawie dziesieciokrotng poprawe doktadnosci wyniku.
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Tab. 5. Wartosci naprezen normalnych wyznaczonych wzdtuz osi pionowej prébki dla punktéw o

wspotrzednych punktow Gaussa. Obliczenia elementem 8-mio weztowym przy statym module Younga i

siatce podziatu 3x3 elementy[94].

2,42 | -107,759 -137,623 -134,265 -105,790 -118,745
1,92 | -110,084 -136,074 -132,410 - -105,943 -119,726
155 -117,193 -119,090 -148,650 -146,847 -117,710 -118,358
1,05 | -118,358 -117,710 -146,847 -148,650 -119,090 -117,193
0,68 | -119,726 -105,944 -132,410 -136,074 -110,084
0,18 | -118,745 -105,790 -134,265 -137,624 -107,759
0,18 0,68 1,05 1,55 1,92 2,42

Tab. 6 Wartosci naprezen normalnych wyznaczonych wzdtuz osi pionowej prébki dla punktow o

wspotrzednych punktéw Gaussa. Obliczenia elementem 8-mio weztowym przy zmiennym module Younga

i siatce podziatu 3x3 elementy[94]

2,42 -90,536 -130,887 -147,571 -145,599 -132,439 -90,121
1,92 -94,098 -129,815 -145,900 -142,774 -129,707 -94,858
1,55 -97,657 -127,583 -144,101 -142,454 -127,018 -98,338
1,05 -98,338 -127,018 -142,454 -144,101 -127,583 -97,657
0,68 -94,858 -129,707 -142,774 -145,900 -129,815 -94,098
0,18 -90,121 -132,439 -145,599 -147,571 -130,887 -90,536
0,18 0,68 1,05 1,55 1,92 2,42

Tab. 7 Wartosci naprezen normalnych wyznaczone wzdtuz osi pionowej probki dla punktéw o

wspotrzednych punktow Gaussa jak dla siatki 3x3. Obliczenia elementem 8-mio weztowym przy statym
module Younga i siatce podziatu 61x61 elementow [94].

Tab. 8 Btad wzgledny naprezen normalnych wyznaczonych wzdtuz osi pionowej dla siatek podziatu 3x3 i
61x61 przy obliczeniach ze statym modutem Younga [94].

2,42 -90,462 -134,137 -149,579 -146,891 -135,655 -92,268
1,92 -94,259 -133,957 -148,513 -144,871 -131,549 -96,587
1,55 -98,101 -130,459 -148,191 -144,082 -129,658 -99,269
1,05 -99,270 -129,662 -144,093 -148,194 -130,454 -98,097
0,68 -96,586 -131,549 -144,875 -148,521 -133,967 -94,249
0,18 -92,265 -135,654 -146,892 -149,583 -134,147 -90,480
0.18 0.68 1.05 155 1.92 2.42

10,238 11,420
10,843 12,935
0,310 1,920
1,911 0,308
12,932 10,848
11,419 10,241
1,05 1,55
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Tab. 9 Btad wzgledny naprezen normalnych wyznaczonych wzdtuz osi pionowej dla siatek podziatu 3x3(ze
zmiennym modutem Younga) i 61x61(ze statym modutem Younga[94].

Tab. 10 Wartosci naprezen wg von Misesa dla punktow o wspétrzednych punktéw Gaussa. Obliczenia

2,42 0,082 2,423 1,343 0,880 2,371 2,327
1,92 0,171 3,092 1,759 1,447 1,400 1,790
1,55 0,453 2,204 2,760 1,130 2,036 0,938
1,05 0,939 2,039 1,137 2,762 2,200 0,449
0,68 1,789 1,400 1,450 1,764 3,099 0,161
0,18 2,324 2,370 0,881 1,345 2,430 0,061

0,18 0,68 1,05 1,55 1,92 2,42

elementem 8-mio wezlowym przy statym module Younga i siatce podziatu 3x3 elementy[94].

Tab. 11 Wartosci naprezen wg von Misesa dla punktow o wspétrzednych punktow Gaussa. Obliczenia

2,42 107,800 137,657 134,296 163,680 105,797 118,764
1,92 110,174 136,096 132,423 163,683 106,052 119,814
1,55 117,449 119,090 148,695 147,040 118,023 118,570
1,05 118,570 118,023 147,040 148,695 119,090 117,449
0,68 119,814 106,052 163,683 132,423 136,096 110,174
0,18 118,764 105,797 163,680 134,296 137,657 107,800
0,18 0,68 1,05 1,55 1,92 2,42

elementem 8-mio weztowym przy zmiennym module Younga i siatce podziatu 3x3 elementy[94].

Tab. 12 Wartosci naprezen wg von Misesa dla punktéw o wspotrzednych punktow Gaussa dla siatki 3x3.

2,42 90,570 130,990 147,743 145,816 132,622 90,241
1,92 94,188 129,966 145,929 142,804 129,887 95,039
1,55 97,684 127,674 144,183 142,594 127,125 98,341
1,05 98,341 127,125 142,594 144,183 127,674 97,684
0,68 95,039 129,887 142,804 145,929 129,967 94,188
0,18 90,241 132,622 145,816 147,743 130,990 90,570
0,18 0,68 1,05 1,55 1,92 2,42

Obliczenia elementem 8-mio weztowym przy statym module Younga i siatce podziatu 61x61
elementow [94].

2,42 90,516 134,236 149,725 147,079 135,810 92,466
1,92 94,453 133,979 148,533 144,909 131,667 96,744
1,55 98,160 130,560 148,260 144,196 129,745 99,287
1,05 99,287 129,749 144,207 148,262 130,554 98,156
0,68 96,743 131,668 144,913 148,540 133,989 94,443
0,18 92,464 135,890 147,081 149,728 134,245 90,535
0,18 0,68 1,05 1,55 1,92 2,42
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Tab. 13 Biad wzgledny naprezen wg von Misesa dla siatek podziatu 3x3 i 61x61 przy obliczeniach ze
statym modutem Younga [94].

10,305 11,287
10,846 12,956
0,293 1,973
1,964 0,292
12,953 10,851
11,286 10,307
1,05 1,55

Tab. 14 Bfad wzgledny naprezen wg von Misesa dla siatek podziatu 3x3 (ze zmiennym modutem Younga)
i 61x61 (ze statym modutem Younga) [94].

2,42 0,060 2,419 1,323 0,859 2,347 2,407
1,92 0,281 2,995 1,753 1,453 1,352 1,763
1,55 0,485 2,210 2,750 1,110 2,019 0,953
1,05 0,953 2,022 1,118 2,752 2,206 0,481
0,68 1,762 1,352 1,455 1,758 3,002 0,270
0,18 2,404 2,347 0,860 1,326 2,425 0,039

0,18 0,68 1,05 1,55 1,92 2,42

Kolejnym sposobem oceny wyniku jest obliczenie maksymalnego btedu naprezen (Rys.
5.27). Naprezenia obliczone ze zmiennym modutem Younga dla siatki podziatu 3x3

odjete zostaty od wyniku wyznaczonego przy podziale 61x61.
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Rys. 5.27 Maksymalny btgd naprezeh normalnych wzdtuz osi pionowej probki. Roznica wynikow pomiedzy
obliczonymi dla podziatu 3x3 ze zmiennym i 61x61 elementéw ze statym modutem Younga. W obu
przypadkach obliczenia wykonano za pomocg elementu 8-mio weztowego [94].
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Maksymalny btad naprezen jest parametrem podawanym w jednostce zgodnej z tymi, w
jakich podane zostaly wielkosci naprezen, tu w [MPa]. Na wykresie (Rys. 5.27)
maksymalna réznica to 20 MPa, a minimalna -20 MPa. Odchylenie od poprawnego
wyniku o 20 MPa, gdy zakres doktadnych wartosci to 120 MPa oznacza 16,7% btedu
wzglednego. Jest to wartos¢ znaczaca jednak taka maksymalna réznica pojawia sie
tylko w przekatnej prébki gdzie wartosci modutu Younga sa najwyzsze oraz na
poziomych (prostopadtych do kierunku obcigzenia) granicach elementéw skornczonych.
Oczywistym kierunkiem dziatah w celu obnizenia wartosci tego btedu jest zwiekszenie
liczby elementéw skonczonych modelu, w tym przypadku jest to jednak niemozliwe ze
wzgledu na ograniczenia dopuszczalnej dawki promieniowania podczas badania TK.
Maksymalny btad naprezeh zostat wyznaczony réwniez dla pozostatych metod
obliczeniowych, w réznych wariantach podziatu prébki siatkg elementéw skonczonych

oraz dwéch rodzajach elementu skonczonego cztero- i osmio-weztowym (Rys. 5.28).

Element 8 wezitowy, Staly E
Element 8 weztowy, Zmienny E
Element 4 weztowy, Staty E
Element 4 weztowy, Zmienny E
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Rys. 5.28 Maksymalny btad naprezen normalnych wzdtuz osi pionowej probki dla réznych metod

obliczeniowych i siatek podziatu na elementy [94].
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Pozostajgc przy siatce podziatu na elementy skonczone 3x3, jako poziomie odniesienia,
maksymalny btad rozwigzania wynoszacy 20 MPa jest ponad dwukrotnie lepszym
wynikiem od uzyskanych za pomocg pozostatych metod, ktérych maksymalny btgd
przekracza 40 MPa. Wykres jednoznacznie pokazuje, iz dodanie zmiennosci modutu
Younga do obliczen MES znaczgco poprawia jakosé wyniku w stosunku do metody
klasycznego przypisywania danych materiatowych, ale przy zastosowaniu takiego
samego typu elementu skoriczonego. Warto zauwazyé fakt, iz r6znica pomiedzy btedem
wyznaczonym dla metody klasycznej (staty modut Younga) z uzyciem elementu o$mio-
weztowego i metody ze zmiennym modutem Younga, ale przy zastosowaniu elementu
czteryoweziowego to zaledwie kilka mega paskali na korzys¢ metody klasycznej,
podczas gdy réznice pomiedzy metodami, gdy zastosujemy ten sam rodzaj elementu
skonczonego nalezy mierzy¢ juz w dziesigtkach mega paskali .

Warto takze porownac¢ wielkosci siatek podziatu dla uzyskania takich samych
doktadnosci. Stosujgc element osmio-weztowy w klasycznej metodzie MES do
osiggniecia maksymalnego btedu rzedu 20 MPa prébka musiataby zostaé podzielona
siatkg 15x15 elementéw skonczonych, co daje az 25 razy wiecej elementdéw, co
znaczgco wydtuzytoby czas obliczen (z6ita linia na Rys. 5.28).

Drugg metodg sprawdzenia doktadnosci uzyskiwanych wynikow jest obliczenie btedu
energii deformacji. Jest to metoda sprawdzajgca korelacje pomiedzy naprezeniami, a

deformacjg poszczegdlnych elementéw [65].
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Klasyczng metode okreslania doktadnosci obliczenn MES przedstawili Zienkiewicz OC,
Zhu JZ [96]. Jest ona oparta na ocenie gradientu naprezeh i przemieszczen na granicy
pomiedzy elementami skonczonymi, a podstawg oceny konkretnego rozwigzania jest
wartos¢ ogolnego btedu w normie energetycznej. Gradienty naprezen na granicy
miedzy elementami sg widoczne na wynikach obliczeh MES prezentowang w niniejszej
pracy metodg, przedstawionych na Rys. 5.14 - Rys. 5.21. Szeroki przeglagd metod
wyznaczania btedéw obliczen MES przedstawili Gratsch T, Bathe K.J. [97]. W
powyzszych pracach celem jest wyznaczanie btedu w praktycznych zadaniach
inzynierskich, kiedy nie jest znany wynik doktadny czy choéby duzo dokfadniejszy od
ocenianego. Celem niniejszej pracy jest ocena metod obliczeniowych, zwlaszcza przy
rzadkim podziale na elementy skonczone (co jest charakterystyczne dla interpretacji
obliczeniowej danych z tomografii komputerowej), wiec oceniane warianty mozna
porownywaé z rozwigzaniami uzyskanymi dla bardzo gestego podziatu na elementy
skohczone, jak podziat 100x100 (Rys. 5.21). Rozwigzanie to jest potwierdzone

obliczeniami na takiej samej siatce, przeprowadzonymi w Ansysie (Rys. 5.29).

MG 11 2014 ) UG 11 2014
LOT M. 1 o LoT MO 1
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ELEVENT SOLUTTON T

MG 11 2014
LOT M. 1

Rys. 5.29 wynik obliczen wytrzymatosciowych potowy probki poddanej obcigzeniu wzdtuz osi pionowe;.
Naprezenia normalne X, Y i naprezenia styczne XY. Siatka podziatu 100 x 100,
(opracowanie wtasne).

Do wyznaczania btedéw obliczen nie stosowano zatem metod opisanych w pracach [96]
i [97], ale rozkiad btedéw naprezen wyliczano jako prostg réznice naprezen ocenianych

i naprezen obliczonych przy gestodci 100x100 (wyliczanych w tych samych
wspotrzednych na catym obszarze rozwigzania),
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btad energii odksztatcenia (uwzgledniajgcy poza btedem naprezen bitgd wyliczonych

przemieszczen) wyliczano z sumy rozniczek energii naprezenia i energii odksztatcenia:
1
U=E-V'0'€ (38)

gdzie:
U — energia odksztatcenia elementu skornczonego
V — objetos¢ elementu skonczonego
O — naprezenie elementu skohczonego
€ — odksztatcenie wzgledne elementu skonczonego.

au 1
E—E'V'S (39)
Y_ly.o (40)
de 2
au auvu
AU = |AO_|.E+ |AS|E (41)

Wzgledny biad energii odksztatcenia wynosi zatem:

1 1
AU TolAg|+>e|Aa|
—=t——"— (42
U E'O"S

Te ostatnig formute wykorzystano do wyznaczanie rozktadu niedoktadnosci wzglednej
energii odksztatcenia na obszarze rozwigzania Rys. 5.30.

Wyznaczone wartosci btedu energii deformacji wynoszg 0-1 gdzie im nizsza wartos¢
tym wynik symulacji MES jest doktadniejszy. Obraz rozktadu btedu energii deformaciji
dla probki podzielonej na dziewie¢ osmioweztowych elementéw wyznaczony za pomocg
zaproponowanej metody przedstawia Rys. 5.30. Btad deformacji lokalnie siega prawie
0,5 jednak obszary, w ktérych btad jest tak duzy sg niewielkie i wystepujg na granicach
elementéw skonczonych gdzie tego typu problem jest spodziewany. Sredni btad

wyliczony dla catej prébki to ok 0,09.

T T T T T T I048
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40.30
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Rys. 5.30 Btad energii deformac;ji dla siatki podziatu 3x3 elementy, naprezenia normalne Y. Wynik z
zastosowaniem zmiennosci modutu Younga w obliczeniach [94].
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Btad energii deformacji [%]

Na Rys. 5.31 przedstawiono zestawienie $rednich btedéw energii deformaciji
wyliczonych dla symulacji z pomocg 4-ro i 8-mio weztowych elementéw i z
zastosowaniem zmiennego i stalego modulu Younga w obszarze pojedynczego
elementu. Aby osiggng¢é zaprezentowang doktadno$¢ klasyczna metoda

potrzebowataby podziatu prébki siatkg 15x15 elementéw. Co 25-krotnie zwieksza liczbe

elementow.

’ " Element 8 weziowy, Staly E
80 Element 8 weztowy, Zmienny E
Element 4 wezlowy, Zmienny £
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Siatka podziatu

Rys. 5.31 Btad energii deformaciji dla réznych siatek podziatu probki przy wykonaniu obliczen elementem

4-ro i 8-mio weztowym metodg klasyczng i z uwzgledniong zmiennoscig modutu Younga [94].

Oba zaprezentowane sposoby oceny wynikébw wyznaczonych za pomocag
zaproponowanej metody potwierdzity poprawe wynikéw obliczen wytrzymatosciowych
bez potrzeby zageszczania siatki podziatu na elementy skornczone. Trzecim i ostatnim

parametrem niezbednym do sprawdzenia bylo poréwnanie czaséw obliczen.
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Poréwnanie czaséw obliczeh, podobnie jak w poprzednich dwéch testach wykonane
zostato dla dwoch metod i z zastosowaniem dwéch rodzajéw elementéw skonczonych
(Rys. 5.32). Cztery warianty obliczen podzielone zostaty na dwie grupy ze wzgledu na
typ zastosowanego elementu skonczonego. Obie metody MES i z uwzglednieniem
zmiennosci modutu Younga osiggnety najlepsze i bliskie sobie wyniki przy
zastosowaniu elementu 8-mio weziowego. Wykresy zaleznosci czasu obliczen od
gestosci siatki obliczeh dla obu typdéw elementéw wznoszg sie wyktadniczo, ale
rozpoczynajg w réznych miejscach (podziat 1x1 element skonczony) odpowiednio 8-mio
weztowy 0,007 sekundy, a 4-ro weztowy 0,3 sekundy. Roézne jest réwniez tempo
wzrostu  wykresow, wykres czasu obliczen z wykorzystaniem elementu
8-mio weziowego znajduje sie ponizej tego z wykorzystaniem elementu 4-ro
weziowego, ale przecina go, gdy podziat siatki wyniesie ok 45x45 elementow.

Przedstawione badania dowodzg, iz zaproponowana metoda nie tylko nie jest gorsza

od aktualnie wykorzystywanej, ale w wielu przypadkach lepsza.
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Rys. 5.32 Czas obliczen dla réznych siatek podziatu prébki przy wykorzystaniu elementu 4-ro i 8-mio

weztowego, metodg klasyczng i z uwzgledniong zmiennoscig modutu Younga [94].

79


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

5.6. Oprogramowanie komercyjne ANSYS

Program ANSYS poczgwszy od wersji 2017 posiada polecenie nadajgce zmiennos¢
wiasciwosci materiatu w réznych kierunkach badanego modelu (w chwili otwarcia
przewodu modut ten nie byt dostepny). Polecenie TB posiada 64 typy definiujgce rézne
wiasciwosci materiatowe, ktére mogg przybrac¢ forme zmiennych okreslonych dla catego
model. Jednym z typow jest ,Elastic”, w ktérym ustali¢ mozna zmienno$¢ wtasciwosci
materiatowych: modutu Younga i statej Poissona. Zmienno$¢ obu tych parametréow
moze nabraé charakteru izotropowego, ortotropowego przy duzej i matej wartosci statej
Poissona, (jako oddzielne typy polecenia), anizotropowego w funkcji sztywnosci i
zgodnosci, (jako oddzielne typy polecenia) oraz zdefiniowanej przez uzytkownika.
Polecenie to zawiera, zatem petna game mozliwych zmiennosci i wartosciodpowiednich
parametréw mogg by¢ uzaleznione nawet od temperatury tak aby okreslone wielkosci
wtasciwosci wprowadzane byty do modelu tylko po wystgpieniu okreslonych warunkow.
Z poleceniem TBElastic wspétpracuje polecenie TBFIELD, w ktérym definiuje sie
wspotrzedne punktu, ktéremu nastepnie nadaje sie wiasciwosci wytrzymatosciowe za
pomoca polecenia TBDATA. Polecenie TBDATA definiuje dane w tabeli materiatowe;j
skryptu. Ponizej przedstawiono uktad polecen dla prébki obliczanej za pomoca jednego
elementu skohczonego:

TB,Elastic,1 (wywofanie polecenia TB, zdefiniowanie jego typu, jako Elastic —
zmiennos¢ Modutu Younga i statej Poissona, 1- liczba temperatur, dla ktérych dane
bedg uzywane; nasze obliczenia nie rdznicujg temperatur, brak dalszych wartosci
oznacza wybranie domy$inej izotropowosci materiatu z dwoma zmiennymi parametrami
— w tym przypadku zmiennosci ulegat bedzie tylko modut Younga, a sposob, w jaki
bedzie sie on zmieniat ustalimy za pomocg polecerh TBFIELD i TBDATA)
TBFIELD,XCOR,0.0 (ustalenie wspotrzednych miejsca na probce, ktdre otrzyma wiasny
modut Younga. W tym przypadku wszystkie ponizej wyznaczone wspotrzedne

pokrywaty sie bedg ze skrajnymi weztami catego modelu)
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TBFIELD,YCOR,0.0

TBFIELD,ZCOR,0.0

TBDATA,1,490 (Pierwsza liczba definiuje numer pola tabeli materiatowej, od kitérego
rozpoczyna sie wpisywanie/nadpisywanie danych. Nastepnie mozna poda¢ 6
oddzielonych przecinkami wartosci, ktére zajmg kolejne miejsca tabeli. Wywotanie
polecenia TBDATA po zdefiniowaniu wspétrzednych miejsca na prébce powoduje
utworzenie tabeli dla tego konkretnego miejsca.
TBFIELD,YCOR,2.7 (Zmienia sie tylko wspotrzedna Y-kowa, pozostate zostajg nie
zmienione)

TBDATA,1,490+(((2.7*0+2.7*2.7+0)/(5.4+(1/2.7)))*4910/2.7)

TBFIELD,XCOR,2.7

TBFIELD,YCOR,0.0

TBDATA,1,490+(((2.7*2.7+2.7*0+0)/(5.4+(1/2.7)))*4910/2.7)

TBFIELD,YCOR,2.7

TBDATA,1,490+(((2.7*2.7+2.7*2.7+0)/(5.4+(1/2.7)))*4910/2.7)

TBFIELD,XCOR,0.0

TBFIELD,YCOR,0.0

TBFIELD,ZCOR,1

TBDATA,1,490+(((2.7*0+2.7*0+1)/(5.4+(1/2.7)))*4910/2.7)

TBFIELD,YCOR,2.7

TBDATA,1,490+(((2.7*0+2.7*2.7+1)/(5.4+(1/2.7)))*4910/2.7)

TBFIELD,XCOR,2.7

TBFIELD,YCOR,0.0

TBDATA,1,490+(((2.7*2.7+2.7*0+1)/(5.4+(1/2.7)))*4910/2.7)

TBFIELD,YCOR,2.7

TBDATA,1,490+(((2.7*2.7+2.7*2.7+1)/(5.4+(1/2.7)))*4910/2.7)

W przedstawionym powyzej kodzie wartosci modutu Younga zdefiniowana jest dla
narozy probki (Rys. 5.33). Inaczej niz w poprzednich analizach program dobiera
funkcje, wedtug ktérej modut zmienia sie w zaleznosci od doktadnych wspéirzednych

poddawanych obliczeniom w danym momencie.
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Rys. 5.33 Rozktad modutu Younga w prébce przestrzennej (opracowanie witasne).

Dzieki rozwigzaniu, w ktérym podajemy wartosci wtasciwosci tylko dla skrajnych
punktéw modelu mozemy w dowolny sposéb podzieli¢ go na elementy skohczone o

dowolnym ksztaicie.

5.7. Test metody TBDATA z wykorzystaniem elementu tarczowego

Do obliczen na probce zgodnej z opisang w rozdziale 5.1 (Rys. 5.4 i Rys. 5.5) uzyto
elementu 8-mio weztowego Plain183.

Obliczenia wykonane za pomocg wiasnego skryptu z podziatem siatkg 61x61 stanowity
wynik doktadny i do niego, w tej samej siatce podziatu, poréwnano pierwszg symulacje
obcigzenia w programie ANSYS. Wyniki naprezen wzdtuz osi y (réwnolegta do kierunku
obcigzenia) prezentujg podobny rozkiad, ale rézne wartosci skrajne (Rys. 5.34).
Maksymalny wynik liczbowy w weztach dla wtasnego skryptu to -45 MPa, a dla
programu ANSYS -57,2 MPa. Przyjmujac za wynik referencyjny obliczenia we wlasnym
skrypcie réznica to az 27%. Minimalne wartosci naprezeh w prébce to dla obliczeh we
wilasnym skrypcie -165 MPa, a dla programu ANSYS -151,7 MPa, co daje zmiane o
8%. Zakres wynikow to, odpowiednio 120 i 94,5 MPa, w programie ANSYS zakres jest
zawezony 0 21%. Odnoszgc réznice wartosci naprezen do zakresu wartosci, jakie
wystepujg w catej prébce otrzymujemy 10-11% btedu.
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Rys. 5.34 Naprezenia normalne wzdtuz pionowej osi probki a) model wtasny (lewa) b) ANSYS. Siatka
podziatu 61x61 elementow (opracowanie wtasne).
Pamietajgc o ograniczeniach dawki promieniowania podawanej podczas obrazowania
kosci tak niewielki fragment materialu zgodnie z juz przytaczanymi zasadami
podzielono siatkg 3x3 elementy skonczone (Rys. 5.35).

(MP" SLaNEw! selr ™~ row
o e
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Rys. 5.35 Naprezenia normalne wzdtuz pionowej osi prébki a) model wiasny (lewa) b) ANSYS (prawa).
Siatka podziatu 3x3 elementy (opracowanie wtasne).
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We wlasnym skrypcie przy gestosci siatki 3x3 przedziat wynikow z obliczonych dla
doktadnego wyniku 120 MPa zmniejszyt sie do 105 MPa (spadek o 12,5%) podczas gdy
w programie ANSYS, zakres zmniejszyt sie az do 86,8 MPa, co w stosunku do wartosci
bazowej (120 MPa) stanowi spadek 0.28%, a w stosunku do gestego podziatu w
samym ANSYS-ie 0 8%. Maksymalna warto$¢ naprezen we wtasnym skrypcie to -45
MPa, dla ANSYS -73,5, a wzorcowa -45 MPa. Réznica wartosci wystapita, zatem tylko
w programie ANSYS i jest wzrostem o 63% w stosunku do wartosci referencyjnej (-45
MPa). Warto$¢ minimalna, we wtasnym skrypcie to -150 MPa, a w ANSYS -160,3 MPa.
Wartos¢ referencyjna to -165 MPa, btedy to odpowiednio wzrost 0 9% i 3% (Rys. 5.36).

O T T T T 1
Bazowy Spyder 61x61 ANSYS 61x61  Spyder 3x3 ANSYS 3x3

) I I I I I

-250

o
o

KN
o
o

Zakres naprezen [MPa]

Rys. 5.36 Zakresy pola naprezen normalnych wzdtuz pionowej osi probki w poszczegolnych algorytmach
obliczeniowych (opracowanie wtasne)
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6. EKSPERYMENT

Jak wspomniano we wczesniejszych rozdziatach, wtasciwosci mechaniczne tkanki kostnej
sg rozne w zaleznosci od jej wysycenia wapniem oraz budowy wewnetrznej — struktura
zbita lub gabczasta. Przeprowadzony eksperyment miat na celu okredlenie wiasciwosci
wytrzymatosciowych, w tym modutu Younga probek kosci wycietych z kosci udowe;j
swinskiej. Probki zostaty poddane obrébce mechanicznej, do ksztattu typowego dla prébek
poddawanych probie rozciggania, nastepnie poddane skanowaniu w tomografie
komputerowym, rozciggniete w specjalnie do tego przeznaczonym uchwycie i poddane
tomografii za pomocg mikrotomografu. Mikrotomografia przeprowadzona byta przed oraz w
trakcie procesu rozciggania.

6.1. Badania przygotowawcze do wykonania probek kostnych

Pierwszym etapem przygotowania do eksperymentu bylo poznanie badanego
materiatu, kosci udowej swinskiej o sredniej dtugosci 200 mm oraz $rednicy trzonu 42-
52 mm [98]. Grubos$¢ Sciany i doktadny ksztatt przekroju kosci jest rézny w zaleznosci
od konkretnego przypadku. Aby zbada¢ czy z zaproponowanej kosci uda sie
wyodrebni¢ wystarczajgco duzo materialu do badan oraz okresli¢ najlepsza metode
obrobki wykonano opisany ponizej test. Kos¢ udowg swinskg wraz z przylegajacymi do
niej tkankami miekkimi umieszczono w metalowym uchwycie (Rys. 6.1)
unieruchamiajgc jg osmioma $rubami M10 o zaostrzonych koncach (otwory w
uchwycie sg gwintowane). Nastepnie catos¢ zamrozono w temperaturze -18°C.
Niepozbawianie kosci kontaktu z otaczajgcymi jg tkankami miato na celu okreslenie
doktadnej grubosci warstwy struktury zbitej oraz rozpoznanie czy mozliwym jest

doktadne wskazanie granic kosci, okostnej i miesni.
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Rys. 6.1 Uchwyt do frezowania kosci (opracowanie wtasne)

Zamrozenie preparatu, miato na celu utatwienie obrébki mechanicznej, ograniczenie
wycieku ptynéw, wysychania tkanek oraz spowolnienie procesu rozktadu. W kosci
wykonano trzy poziome naciecia (rowki) o szerokosci réwnej Srednicy freza ¢8 i
gtebokosci pozwalajgcej na odstoniecie przeciwlegtych $cian kosci. Odstep pomiedzy
rowkami wynosit ok 10 mm. Jesli kos¢ wyobrazimy sobie, jako rure wypetniong
szpikiem, usunieta zostata cata szczytowa czes¢, tak, aby wyraznie wida¢ byto obie
pionowe wzgledem uchwytu, sciany kosci.

Sposrod trzech wykonanych rowkéw tylko dwa nadawaly sie do pomiaru. Ostatni,
skrajny naciety zostat zbyt blisko glowy kosci i zawierat faze przejsciowg tkanki
pomiedzy strukturg ggbczastg, a zbita, ktérej nie badano.

Pozostate dwa rowki zostaty poddano obserwacji w mikroskopie laboratoryjnym.
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Frezowanie kosci przebiegato etapami. Niewielka rdéznica gtebokosci, (co 1 mm)
pomiedzy kolejnymi przejsciami frezu pozwolita okresli¢ niezbedng do usuniecia ilos¢
tkanki oraz zapobiegta wykruszaniu sie kosci. Warto zaznaczy¢, iz zbyt duza predkosc
obrotowa frezu powodowata przypalanie sie tkanki kostnej, podobnie zbyt wolny posuw.
W miejscach, w ktérych preparat rozmarzt tkanka miesniowa zawijata sie wokot, a szpik
oklejat frez. Problem ten nie wystepowat w poczatkowej fazie prac, a widr przypominat
kruszony lod.

W pierwszym etapie zdjeto 1 mm gérnej warstwy kosci Rys. 6.2. Granica pomiedzy
koscig, a szpikiem kostnym nie jest wyraznie widoczna na zdjeciu, ale wyraznie
odczuwalny jest opdr, jaki struktura zbita stawia narzedziom obrébkowym. Zamrozony
szpik kostny szybko uplastycznia sie podczas obrébki. Powodem jest jego skfad, ktory

w wiekszos$ci stanowig tluszcze.
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Rys. 6.2 Tkanka kostna odstonieta na gtebokosci 1 mm w gtgb kosci (ok 1 mm ponizej poziomej wzgledem
uchwytu $ciany kosci). Zdjecia pierwsze i drugie zmierzona struktura zbita kosci. Zdjecie trzecie struktura
przejsciowa pomiedzy zbita, a ggbczastg (opracowanie wtasne).
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Drugim etapem pomiaru byto pogtebienie wycie¢ o kolejne 2 mm, tak, aby uzyskac
catkowitg gtebokos¢ 3 mm Rys. 6.3. Grubos¢ struktury zbitej na tej gtebokosci to 5-6
mm. Granica miedzy koscig, a szpikiem jest zdecydowanie wyrazniejsza i wyczuwalna

w dotyku.

I kosé

okostna
szpik

Rys. 6.3 Zdjecia tkanki kostnej odstonietej na gtebokosci 3 mm w gtab kosci. F- okostna (opracowanie
wilasne).
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Znajgc srednice trzpienia kosci (ok 40 mm) i wiedzac, iz niezbedng do usuniecia
gruboscig tkanki od szczytéw preparatu jest podwdjna wartos¢ 3 mm ustalono, iz ilos¢
pozostatego materiatu jest wystarczajgca do wykonania prébek badawczych. Obrébka
wykazata rowniez, iz grubos¢ sciany kosci jest nierbwnomierna i wystepujg miejscowe
nierownosci. Zatozenie wycinania probek wzdtuz osi gtéwnej kosci bedzie powodowato,

iz w przekroju zamiast typowego dla prébek badanych na rozciggnie prostokata (probki

tworzyw sztucznych) lub kota (probki stopow i metali) bedzie fragment pierscienia (Rys.
6.4).

Rys. 6.5 Wycinanie prébki z trzonu kosci udowej swiniskiej. Stanowisko frezarskie (opracowanie wtasne).
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Proces wycinania probki do préby rozciggania realizowano na oczyszczonej
mechanicznie z tkanek miekkich (migsni i szpiku) kosci. Obrébke przeprowadzono w
catosci na jednym stanowisku frezerskim (Rys. 6.5) tak, aby zminimalizowa¢ czas
trwania tego procesu, a zatem ograniczy¢ wysychanie tkanki kostnej, a co za tym idzie

zmiane jej wtasciwosci fizycznych.

E— -

b

Rys. 6.6 Rozciggacz wykonany z PA 2200. Wykonanie na podstawie pracy magisterskiej [99]

(opracowanie wtasne).

Tak uksztattowang prébke poddano wstepnej prébie rozciggania w specjalnie
zaprojektowanym przyrzadzie wykonanym z tworzywa PA 2200 i stali (Rys. 6.6). W
przyrzadzie rozciggajgcym gorna czes¢ probki umieszczona zostata w metalowym
uchwycie, w ktdrym znajduje sie pionowy otwér z gwintem wewnetrznym. W otwor ten
wkrecona jest sruba M4x0,7 opierajgca sie tbem o gbérng $ciane rozciggacza. Kolejne
obroty S$ruby powodujg przesuniecie sie jej w gtgb otworu, a co za tym idzie
przyciggniecie metalowego uchwytu do rozciggacza i rozciggniecie prébki kostne;.
Kazdy petny obrét Sruby to zgodnie z jej skokiem 0,7 mm rozciggniecia probki. Celem
wstepnej proby byto sprawdzenie wytrzymatosci probki na rozcigganie oraz okreslenie

czy jej pekniecie nastgpi w zatozonym miejscu — przewezeniu.
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Podczas probnego rozciggania, probki pekaty po ok 1,5 obrotu $ruby w miejscu ich
mocowania w przyrzadzie, a zatem nie w przewidywanej lokalizacji. Rozciggacz okazat
sie by¢ zbyt sztywny w stosunku do badanej probki. Ksztalt urzagdzenia réwniez musiat
zosta¢ skorygowany ze wzgledu na wieksze niz zaktadano zaokraglenie powierzchni
prébki kostnej. Podczas testow pekanie kosci obserwowane byto jedynie wizualnie, nie
prowadzono badan na mikrotomografie to jest nie obserwowano zmian w
mikrostrukturze jak byto to wykonywane w koncowej wersji eksperymentu, ani w
tomografie, ktérego skok to az 1mm, co jest wartoscig wiekszg niz przemieszczenia

otrzymywane podczas pokrecania srubg o 0-1,5 jej obrotu.

63
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Rys. 6.7 Ksztatt probki kostnej do badan wytrzymatosciowych i mikrotomografii (opracowanie wtasne).

Aby spowodowacé pekanie w miejscu przewezenia skorygowano jej ksztatt zmniejszajgc
pole przekroju na jej $rodku zgodnie z Rys. 6.7, co spowodowato prawidtowe z
zatozeniami zachowanie prébki w kolejnych prébach rozciggania.

Pekanie probek po niespetna dwoch obrotach $sruby wymusito zmiane koncepcji
rozciggacza na bardziej elastyczny, co pozwala na bardziej precyzyjne pomiary. Role
sprezyny = Kkorpusu urzadzenia stanowig dwa wykonane z poliamidu pierscienie
umieszczone symetrycznie po bokach rozciggacza (Rys. 6.8). Koncepcja samego
procesu rozciggania pozostata bez zmian. W obu przypadkach ko$¢ utrzymywana byta
w zadanym potozeniu przez stalowe trzpienie o $rednicy 5 mm. Wyeliminowato to
wplyw elastycznosci kleju na wynik pomiaru $rednic. Srednica trzpienia dobrana zostata
eksperymentalnie w kilku prébach, zbyt mata podczas rozciggania przecinata kos¢, zbyt

duza ostabiata gérng czes¢ probki.
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Rys. 6.8 Rozciggacz kosci. 1 — sruba napinajgca, 2 — nakretka gorna, 3 — uchwyt gérny, 4 — pierscien
poliamidowy(sprezysty), 5 — probka kostna, 6 — trzpien podtrzymujacy kos¢, 7 — uchwyt dolny (podstawa)

(opracowanie wtasne).

Préby wstepnego rozciggania w nowej wersji przyrzgdu poprzedzito jego wzorcowanie.
Oba pierscienie umieszczone w rozciggaczu zostaty obcigzone sitg w przedziale od 1
do 1050 N poprzez napinanie urzadzenia Srubg. W tym czasie role kosci petnita
mosiezna blaszka, pomiar sity wykonano czujnikiem piezoelektrycznym (Rys. 6.9), a

pomiar odksztatcenia pierscieni suwmiarkg elektroniczna.

Rys. 6.9 Wzorcowanie rozciggacza z pierscieniami poliamidowymi (opracowanie wiasne).
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Rys. 6.10 Wzorcowanie rozciggacza (opracowanie wtasne)

Pierscienie poliamidowe zgodnie z modelem powinny posiadaé $rednice zewnetrzng 70
mm, w obu przypadkach zostata ona zachowana z doktadnoscig do 0,01 mm, co jest
wynikiem zadowalajgcym. Przeprowadzona préba obcigzania i odcigzania wykonana w
3 niezaleznych prébach i przy zachowaniu odstepu 5 minut pomiedzy kolejnymi
pomiarami wielkosci pozwolita stwierdzi¢, iz stabilno$¢ wymiaréw dla tego rozwigzania

konstrukcyjnego jest zadawalajgca (Rys. 6.10).

6.2. Eksperyment rozciggania préobek kostnych

Probki kostne wykonane zostaty z 2 kosci udowych $winskich zgodnie z omoéwiong w
poprzednich rozdziatach procedura. Kosci oczyszczono z tkanek miekkich i obrobiono
mechanicznie do ksztattu zgodnego z Rys. 6.7. Nastepnie poddano skanowaniu w
tomografie klinicznym w Klinice Weterynaryjnej VERUM w Grudzigdzu w tomografie
Siemens Somatom Emotion Rys. 6.11. Grubos$¢ plastra skanu oraz wielkosé boku
piksela to 1 mm.

Tomografia poszczegdlnych probek zostata zapisana w formacie dicom, ktéry pozwala
na odczytywanie gestosci radiologicznej poszczegdlnych pikseli obrazu. Dzieki
wykonaniu tego etapu uzyskano dane materiatowe badanych préobek w rozdzielczosci

zgodnej z rozdzielczoscig obrazu.
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Nastepnie prébki poddano skanowaniu w mikrotomografie rentgenowskim Phoenix
vjtome|x s (Rys. 6.12), ktérego rozdzielczosé to 1 uym.

_J

Rys. 6.11 Badanie prébek w tomografie klinicznym (opracowanie wtasne).
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Rys. 6.12 Mikrotomograf rentgenowski Phoenix v|tome|x s. Zdjecie gérne zrédto: https://www.ita-
polska.com.pl/product/584/phoenix-v-tome-x-s (stan 13.09.2021). Zdjecie dolne prébka kostna
unieruchomiona w uchwycie rozciggajgcym w komorze mikrotomografu (opracowanie wtasne).

Wykonano 4 kolejne skany probek. Z zerowym obcigzeniem i rozciggane sitami kolejno
300 N, 500 N i 600 N. Proba rozciggania 500 N zostata wykonana ze wzgledu na
obawe o zniszczenie probek przy obcigzeniu sitg 600 N. Zniszczenie to nie nastgpito, a
obie proby zostaty pomy$inie przeprowadzone.

Ksztalt probek pozwolit na jednoznaczne okreslenie obszaru pomiarowego zaréwno na

zdjeciach tomograficznych o matej jak i duzej rozdzielczosci.
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Obrazy prébek w obu tomografach wykonywane byty w dwdch réznych ptaszczyznach.
W tomografie klinicznym prostopadle do osi gtéwnej kosci, a w mikrotomografie wzdtuz
niej Rys. 6.13 Rys. 6.14

Rys. 6.13 Sposob ustawienia ptaszczyzny skanowania wzgledem prébki. Rysunek gérny mikrotomograf,

rysunek dolny tomograf kliniczny (opracowanie wtasne).

Rys. 6.14 Przyktadowe obrazy, wyniki skanowania tej samej probki kostnej. Po lewej obraz z
mikrotomografu w obszarze pomiarowym, po prawej wynik skanowania tomografem klinicznym

(opracowanie wtasne).
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6.3. Metoda opracowana wynikéw badan eksperymentalnych

Dane otrzymane z obrazowania tomograficznego postuzyty do budowy dwoch
wirtualnych modeli w dwdch oddzielnych skryptach napisanych w jezyku Python.

Skrypt dla obrazéw uzyskanych za pomocg tomografu klinicznego pozwala na odczyt
danych materiatowych w dowolnym miejscu modelu (Rys. 6.15). Obraz interfejsu skfada
sie z dwéch widokéw obrazu tomograficznego w przekroju wzdluznym i poprzecznym
prébki. Poszczegdlne piksele obrazu swoim kolorem oddajg zageszczenie kosci w
danym miejscu. Za pomocg kursora umieszczonego w wybranym miejscu odczytac
mozna wspoitrzedne oraz warto$¢ gestosci radiologicznej wyrazonej w jednostkach

Hounsfielda (HU). Dane te wyswietlane sg w lewym dolnym rogu okna.
. Figure 1 = O X

OO+ BGEV

600 2001200150080@10MR40@70@E0O00

x=80.5781, y=82.0703, z=41.0000, HU=2562.0000 [2.56e+03]

Rys. 6.15 Widok interfejsu programu do odczytywania danych materiatowych kosci ze zdje¢ tomografii
komputerowej (opracowanie wiasne).

Osobny skrypt, réwniez napisany w jezyku Python postuzyt do obrébki danych
uzyskanych z mikrotomografii. Celem nie byto pobranie danych materialowych, a jak

najdoktadniejsze odwzorowanie ksztattu badanej prébki (Rys. 6.16).
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Dzieki ruchomym wskaznikom graficznym mozliwe byto okreslenie przemieszczen
brzegéw probki kostnej w kolejnych etapach jej rozciggania. Pomiar przemieszczenia
mierzony na obrazach tomograficznych niesie ze sobg niedoktadno$¢ pomiarowg
zwigzang jedynie z brakiem jednoznacznie okreslonego punktu pomiarowego,
wspotrzedne jego rzeczywistego potozenia mogg zmieniaé sie o kilka mikrometrow.
Uzycie podczas eksperymentu zewnetrznych wskaznikéw przemieszczen wigzatoby sie
jednak z potrzebg zamocowania ich na powierzchni prébki, ktéra jest strukturg
chropowatg, co wymagatoby uzycia substancji klejgcej wnikajgcej w pory tkanki, ktéra

zmienitaby jej wiasciwosci mechaniczne.
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Rys. 6.16 Widok interfejsu programu do odczytywania danych materiatowych kosci ze zdje¢ tomografii
komputerowej (opracowanie wtasne).

N
B#w

6.4. Opracowanie wynikow eksperymentu

Dane uzyskane z przeprowadzonego eksperymentu sg obrazami tomograficznymi
zapisanymi w formacie dicom, czyli danymi dwuwymiarowymi, podczas, gdy rozciggana
prébka kostna jest modelem przestrzennym. Aby jednoznacznie poréwnac¢ wyniki
eksperymentu z wynikami symulacji niezbedne jest postugiwanie sie tym samym typem
modelu, w tym wypadku dwuwymiarowym. Obliczenia poréwnane sg zatem w jednym
przekroju, w tym wypadku zlokalizowany w srodku grubosci prébki rownolegle do jej osi
dtugiej i promieniowo wzgledem osi gtdwnej kosci (ptaszczyzna XY Rys. 6.16). Znajgc
doktadne wymiary prébki wybranie Srodkowego przekroju sposréd  zdjeé
mikrotomograficznych jest zadaniem prostym. Nalezy jednak pamietac, ze probka w
trakcie badania zmieniata swoje potozenie w urzgdzeniu, co wplyneto na zmiane
potozenia wspotrzednych globalnych modelu.

Poréwnanie wynikéw skanow TK pozwolito na wyodrebnienie tego samego przekroju

probki kostnej przed i w trakcie maksymalnego obcigzenia (Rys. 6.17).
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Rys. 6.17 Przekréj przez badang probke kostna, obraz mikrotomografii. Po lewej nieobcigzony, po prawe;j

rozciggany sitg 600N (opracowanie wiasne).

Aby obserwowal zmiany zachodzace w probce wygenerowano dwa nowe wirtualne
modele. Tym razem jednak, model stanowi cze$¢ probki ograniczong badanym
przekrojem. Dodatkowo wyznaczone sg na nim linie znacznikdéw ograniczajgce obszar
pomiarowy (Rys. 6.18). Linie znacznikébw na wirtualnym modelu odpowiadajg linii
wyznaczonej przez krawedzie obszaru pomiarowego. Zmiany odlegtosci pomiedzy

znacznikami to zmiany dtugosci tego obszaru.

PIXTIEE® B4 WO

X0

o
2o
xo
o
2o
wo
o
mo
o
o

20

Rys. 6.18 Model prébki kostnej obcigzonej sitg 600 N z naniesionymi znacznikami pola badawczego
(opracowanie witasne).
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Goérng i dolng czes¢ obszaru pomiarowego dzieki znacznikom mozna traktowaé, jako
ptaszczyzne. Odlegto$¢ pomiedzy nimi stanowi szukang warto$¢ przyrostu dtugosci
spowodowanej rozcigganiem. W przypadku obcigzenia sitg 600 N obszar pomiarowy
rozciggnat sie o 0,12 mm, co przy poczatkowej dtugosci obszaru réownej 12 mm

stanowi 1%.

6.5. Symulacja obcigzenia z wykorzystaniem danych materiatowych badanej probki

kostnej.

Dzieki zastosowaniu podwdjnego skanowania prébek, za pomocg tomografu
klinicznego (wyskalowanym w jednostkach Hounsfielda) oraz mikrotomografu, mozliwe
jest sprawdzenie dokfadnych danych materialowych przekroju, ktérego wynik
rozciggania uwazamy za koncowy rezultat eksperymentu i wykorzystanie tych danych
do zbudowania wirtualnego modelu odwzorowujgcego rzeczywisty eksperyment.
Wybrany przekroj, to obszar badawczy (przewezenie prébki) o wymiarach 12 x 6 mm,
ktéry podzielono siatkg 6 x 3 elementy skonczone, umieszczajgc narozne wezly
elementow w pikselach obrazu, ale nie nakfadajgc ich na siebie (kazdy piksel zostat
wykorzystany tylko raz, kazdy wezet ma swoje indywidualne dane materiatlowe, zgodne
z wartoscig jednostek Hounsfielda jednego piksela obrazu). Dane materiatowe pobrane
z obrazu zostaty przeliczone na modut Younga za pomocg wzoréw (31) i (32) (Tab. 15).
Korzystajgc z opisanych powyzej skryptéw MES python wykonano symulacje
rozciggania probki wirtualnej. Ksztatt i dane materiatowe odpowiadaty rzeczywistemu
rozcigganemu przekrojowi. Symulacje przeprowadzono dla dwoch wersji elementu
skonczonego, gdzie modut Younga miat inng wartos¢ w kazdym punkcie Gaussa (4
punkty w obszarze jednego elementu skonczonego Rys. 6.19), oraz gdzie byt on
wartoscig stata w obszarze pojedynczego elementu skonczonego, przyjmowat on
wowczas wartos¢ sredniej arytmetycznej z 4 wartosci odczytanych ze skanu TK. Takie
podejscie pozwolito na podziat prébki siatkg o takim samym rozmiarze w obu
wariantach obliczeh. Wartosci modutéw Younga dla poszczegdlnych symulacji

przedstawiono w Tab. 15 (zmienny modut Younga) i Tab. 16 (staty modut Younga).
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Rys. 6.19 Schemat wirtualnej prébki z zaznaczonymi punktami Gaussa (opracowanie wtasne).
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Tab. 15 Wartosci Modutu Younga dla poszczegélnych punktéw Gaussa

3648,6 2994,1 2908,9 2918,2 3751,8 3481,5
3604,3 3491,4 3073,1 3100,4 3668,9 3701,9
3332,1 3666,3 3067,2 3075,5 3567,8 3760,8
3536,4 32457 3164,9 3121,9 3746,7 34145
3310,1 3634,6 3203,4 3136,2 3255,4 3852,3
3508,9 32445 3147 3181,7 3799,3 3079
3144,6 3287 3193,8 3162,5 2805,2 3755,7
3273,6 3170,9 3123,1 3130,2 3691,8 25711
3167,3 3087,3 3121,9 3164,9 2437,6 3648,6
3066 3181,7 3021,1 3051,8 3601,8 3614,4
3051,8 3124,2 2953,1 2892,6 3436,8 3547,7
2976,5 2896,1 2897,3 2944.9 3400,9 3144,6

Tab. 16 Usrednione wartosci Modutu Younga dla poszczegdlnych elementow

3434,6 3000,1 3651
3445,1 3107,4 3622,4
3424,5 3167,1 3496,5
3219 3152,4 3205,9
3125,6 3089,9 3325,6
3012,2 2922 3382,5

Wirtualng prébke poddano symulacji rozciggania, o parametrach zgodnych z tymi
zastosowanymi podczas eksperymentu. Porownywanym wynikiem symulacji byty
przemieszczenia wezidw gornej krawedzi prébki. W modelu prébki, gérna krawedz
zbudowana jest z trzech osmioweziowych elementdéw skonczonych. Zatem sama
koncowa krawedz posiada 7 wezidw (N66-N72) (Rys. 6.19), ktérych przemieszenia
zostaty obliczone.

Wyniki przemieszczenn w mm dla weztdéw gornej krawedzi probki przy zastosowaniu
zmiennego modutu Younga i zaproponowanego sposobu obliczen przedstawiono w
Tab. 17 (Rys. 6.20), zmiennego modutu Younga i skryptu ANSYS Tab. 17 (Rys. 6.21), a
przy zastosowaniu statego modutu dla pojedynczego elementu we wlasnym skrypcie
Tab. 17 i w programie ANSYS Tab. 17.
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Tab. 17 Przemieszczenia wzdtuzne [mm] weztdw goérnej krawedzi probki

N66

N67

NG68

N69

N70

N71

N72

Model wtasny ze
zmienng warto$cig
modutu Younga w

elementach

0,113

0,088

0,091

0,087

0,09

0,086

0,107

Model ANSYS ze

zmienng warto$cig

modutu Younga w
elementach

0,111

0,091

0,091

0,087

0,088

0,085

0,1

Model wtasny ze statg
wartoscig modutu
Younga w elementach

0,109

0,086

0,089

0,085

0,087

0,084

0,104

Model ANSYS ze statg
wartoscig modutu
Younga w elementach

0,099

0,078

0,08

0,076

0,08

0,078

0,099

Model ANSYS, jedna
stata wartos¢ modutu

0,111

0,088

0,09

0,085

0,088

0,088

0,111

Younga

Wartosci przemieszczen dla poszczegoélnych weztdw poréwnano z wartoscig zmierzong
wyliczajgc ich $rednig arytmetyczng, ktéra wynosi odpowiednio 0,095 mm dla
zmiennego E we wlasnym skrypcie i 0,093 mm w skrypcie ANSYS oraz 0,092 mm dla
statego E we wlasnym skrypcie i 0,084 w ANSYS. Wartosci stanowig odpowiednio 79%,
78%, 77% i 70% wyniku eksperymentalnego.

Pomiaru przemieszczenia w fizycznym eksperymencie dokonano oznaczajgc punkty
zlokalizowane na brzegach obszaru pomiarowego. Wykonujgc analogiczng symulacje i
do wyznaczenia sredniej wykorzystujgc wartosci obliczone tylko dla dwéch weziow
usytuowanych na skrajach obszaru pomiarowego N66 i N72, otrzymujemy wyniki
odpowiednio 0,110 mm, 0,106 mm, 0,107 mm i 0,099 mm, co stanowi 92%, 88%, 89% i
83% wyniku eksperymentalnego (eksperyment fizyczny).

Wyniki te poréwnano z obliczeniami wykonanymi dla jednej wartosci modutu Younga.
Przyjmujac staty modut Younga dla catej prébki i wyliczajgc go, jako $rednig
arytmetyczng z wartosci odczytanych z TK rzeczywistej prébki tj. 3265,8 MPa (Rys.
6.22) (Tab. 17) otrzymano $rednig wartos¢ przemieszczenia wszystkich 7 skrajnych
weztéw rowng 0,094 mm, co stanowi 79% warto$ci wyniku eksperymentalnego.
Poréwnujgc wynik przemieszczenia do sredniej z dwéch skrajnych weziéw probki N66 i
N72 otrzymujemy wynik 0,111 mm, co stanowi 92,5% wyniku eksperymentalnego.

Tak spojne wyniki wynikajg z niewielkich wymiaréw probki, a co za tym idzie matej

zmiennos¢ wiasciwosci wytrzymatosciowych.
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Rys. 6.20 Przemieszczenia wzdtuz osi pionowej [mm]. Symulacja rozciggania prébki z modutem Younga
zgodnym z rzeczywistg probka. Model wtasny (opracowanie wtasne).

NODAL SOLUTION Ansys
2023R1
SUB =1 —_
TIME=1 MX STUDENT
Uy (AVG)
RSYS=0
DMX =.112742
SMX =.110686
Z X
I e I |
0 .024597 .049194 .07379 .098387
.012298 .036885 .061492 .0B6089 110686

Rys. 6.21 Przemieszczenia wzdtuz osi pionowej [mm]. Symulacja rozciggania probki z modutem Younga
zgodnym z rzeczywistg prébka. Element plane 183, ANSYS (opracowanie wiasne).
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NODAL SOLUTION Ansys

STEP_1 2023 R1
SUB =1 MX STUDENT
TIME=1 —
Uy (AVG)
RSYS=0
DMX =.114393
SMX =.110895
4 X

.024643 .049286 .07383 .098573
.012322 .036965 .0ele08 .086251 .110895

Rys. 6.22 Przemieszczenia wzdtuz osi pionowej [mm]. Symulacja rozciggania probki ze stalym modutem
Younga w catej objetosci. Element plane 183, ANSYS, (opracowanie wtasne).

Opisanego powyzej porownania eksperymentu z dwoma srodowiskami obliczeniowymi
(ANSYS i Python) nie mozna odnie$¢ do wynikéw symulacji naprezeh, ktére nie zostaty
pomierzone eksperymentalnie. Poszczegdlne wyniki eksperymentu numerycznego
poréwnano ponizej.
Naprezenia wyznaczone wzdtuz osi pionowej zgodnej z kierunkiem rozciggania prébki
wyliczono dla 5 wariantéw rozktadu modutu Younga, w tym zgodnie z zaproponowana
metodg i obliczeniami we wlasnym skrypcie (Rys. 6.23), obliczeniami w $rodowisku
ANSYS (Rys. 6.24), ze stalym modutem dla poszczegdinych elementéw réwniez we
wiasnym skrypcie (Rys. 6.25) i osobno za pomocg programu ANSYS (Rys. 6.26) oraz
statym modutem o wartosci 3265,8 MPa (Srednia arytmetyczna z wartosci odczytanych
z TK rzeczywistej probki) obliczenia w srodowisku ANSYS (Rys. 6.27).
Wartosci naprezeh przedstawione w tej samej kolejnosci umieszczone sg w Tab. 18.
Podwdjne wartosci naprezen w weztach 68 i 70 to obliczenia wykonane dla elementu po
lewej (warto$¢ powyzej) oraz po prawej (wartos$¢ ponizej) stronie danego wezia.
Pomiedzy poszczegdlnymi programami, ale w obrebie tej samej metody wartosci
naprezenia réznig sie od siebie o znaczace wartosci siegajgce prawie 21%. Rozkiad
naprezen jak i rozmieszczenie skrajnych wartosci jest bardzo podobne.
Réznice pomiedzy naprezeniami wyliczanymi dla tego samego wezta za pomoca

wiasnego skryptu przy zmiennym module Younga siegajg 16,5%, przy zmiennym
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24,8%. Analogicznie w obliczeniach wykonanych programem ANSYS réznice to
odpowiednio 70,9% i 190,9%. Przedstawione wartosci sg potwierdzeniem dla stawianej
w tej pracy tezy o ziarnistosci wyniku spowodowanym skokowymi zmianami modutu
Younga. Dla najkorzystniejszego przypadku w obu programach i metodach
obliczeniowych tj. zmiennego modutu Younga, w zaproponowanym algorytmie
obliczeniowym warto$¢ skoku naprezen zmniejsza sie prawie szesciokrotnie.

Obliczenia dla statego, $redniego modutu Younga w objetosci catej probki i dla statego
modutu Younga w pojedynczym elemencie przeprowadzone w programie ANSYS
przedstawiajg dokitadnie takie same wyniki. Niestety nie istnieje mozliwosé
przesledzenia algorytmu obliczeniowego tego programu komercyjnego, w celu poznania

przyczyny takiego wyniku.

Tab. 18 Naprezenia normalne wzdtuz pionowej osi probki [MPa] weztéw gornej krawedzi probki

N66 N68 N70 N72
Model wtasny ze zmienng 17,74 20,7
wartoscig modutu Younga w 35,73 35,81
elementach 19,89 17,27
Model ANSYS ze zmienng 11,27 18,83
wartoscig modutu Younga w 43,12 42,67
elementach 19,26 11,98
Model wtasny ze statg 16,77 20,5
wartoscig modutu Younga w 35,95 35,84
elementach 20,93 17,14
Model ANSYS ze statg 7,27 21,15
wartoscig modutu Younga w 45,15 45,15
elementach 21,15 7,27
Model ANSYS, jedna stata 4515 7,27 21,15 4515
wartos¢ modutu Younga 21,15 7,27
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Rys. 6.23 Naprezenia wyznaczone wzdtuz osi pionowej probki [MPa]. Wyniki symulacji rozciggania probki
ze zmiennym modutem Younga w elementach. Model wtasny (opracowanie wtasne).

ELEMENT SOLUTION Ansys
J— __2023R1
SUB =1 STUDENT
TIME=1
5Y (NOAVG)
RSYS5=0
DMK =.112742
SMN =10.6782
SMX =43.1187

IZ_X

10.6782 17.8872 25.0962 32.3052 39.5142
14.2827 21.4917 28.7007 35.9097 43.1187

Rys. 6.24 Naprezenia wyznaczone wzdtuz osi pionowej prébki [MPa]. Wyniki symulacji rozciggania prébki

ze zmiennym modutem Younga w elementach. Element plane 183 ANSYS (opracowanie wiasne).
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Rys. 6.25 Naprezenia wyznaczone wzdtuz osi pionowej probki [MPa]. Wyniki symulacji rozciggania probki
ze statym modutem Younga w elementach. Model wtasny (opracowanie wtasne).

ELEMENT SOLUTION AnSYS
STEP=1 __ 2023R1
SUB =1 STUDENT
TIME=1
sY (NORVG)
RSYS=0
DMX =.102324
SMN =7.27
SMX =45.151

Z X

7.27 15.688 24.10¢6 32.524 40.942
11.479 19.897 28.315 36.733 45.151

Rys. 6.26 Naprezenia wyznaczone wzdtuz osi pionowej probki [MPa]. Wyniki symulacji rozciggania probki

ze stalym modutem Younga w elementach. Element plane 183 ANSYS (opracowanie wtasne).
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ELEMENT SOLUTION

STEP=1

suUB =1

TIME=1

sY (NOAVE)
RSYS=0

DMX =.114393
SMN =7.27

SMX =45.151

11.479%

19.89

7

Ansys
2023R1

STUDENT

45.151

Rys. 6.27 Naprezenia wyznaczone wzdtuz osi pionowej probki [MPa]. Wyniki symulacji rozciggania prébki
ze statym modutem Younga w catej probce. Element plane 183 ANSYS (opracowanie wiasne).
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7. DYSKUSJA WYNIKOW BADAN | OBLICZEN

Dane materialowe pozyskane za pomocg obrazowania postuzyly do zbudowania modelu,
ktéry poddany zostat takim samym obcigzeniom jak rzeczywista probka. Probka kostna w
wykonanych symulacjach i eksperymencie traktowana jest samodzielnie, w dalszych
badaniach nalezy uwzgledni¢ obecnos¢ pozostatych tkanek, w tym miesni [100].

Symulacje przeprowadzono w 3 wariantach:

vz przyporzgdkowaniem jednego modutu Younga do jednego elementu
skonczonego i obliczeniach we wiasnym skrypcie,

v'z przyporzadkowaniem indywidualnego modutu Younga do punktéw, ktorych
wspotrzedne pokrywajg sie ze wspotrzednymi punktéw Gaussa i obliczeniach we
wlasnym skrypcie

v' z wykorzystaniem funkcji TBDATA w programie ANSYS.

Wirtualng probke o wymiarach 6 x 12 mm podzielono siatkg elementéw 3x6, dzieki czemu
zachowano maksymalng rozdzielczo$¢ mozliwg do uzyskania podczas standardowego
badania TK. Usrednione wyniki przemieszczenia skrajnych goérnych wezidw prébek
przedstawiono w Tab. 19.

Czas obliczen przeprowadzonych we wlasnym skrypcie z wykorzystaniem statego modutu
Younga wynosi 0,469 s, z dodang zmiennoscig modutu Younga 0,436 s, a gdy w catej
probce zastosowano jeden modut Younga 0,428 s. Wedlug Rys. 5.31 btad energii
deformacji dla takiej siatki podziatu powinien w przypadku zmiennego modutu Younga by¢

prawie czterokrotnie mniejszy niz dla obliczen z zastosowaniem statego modutu.

Tab. 19 Srednia wartosci rozciggniecia skrajnych punktéw obszaru pomiarowego pod obcigzeniem 600 N.

Rozciagniecie obszaru
pomiarowego [mm]
Model wiasny ze statg wartoscig modutu Younga w

0,107

elementach

Model wtasny ze zmienng wartoscig modutu Younga w

0,110

elementach
Program ANSYS ze zmienng wartoscig modutu Younga w 0.106

elementach '

Pomiar pod obcigzeniem 600 N 0,120

A\ MOST
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Rozciggniecie rzeczywistej probki kostnej mierzone za pomocg znacznikéw na obrazie TK
wynosi 0,12 mm. Najblizszym temu wynikowi sg obliczenia wykonane ze zmiennoscig
modutu Younga we wlasnym skrypcie, nastepnie ze stalym modutem Younga w obszarze
elementu w tym samym $rodowisku, a najbardziej oddalonym od wyniku eksperymentu sg
obliczenia wykonane w programie ANSYS. Widocznie zauwazalna jest, wiec poprawa
wynikow obliczen numerycznych po dodaniu zmiennosci modulu Younga. Réznica
pomiedzy wynikiem obliczeri ze statym i zmiennym E we wlasnym skrypcie to
niespetna 3%, co dla tak nieduzej i nisko zréznicowanej materialtowo probki nie jest
znaczgcg wartoscig. Odnoszgc sie jednak do przykiadow obliczen prébek o znacznie
wiekszej zmiennoéci danych mozna wnioskowac, iz badanie wiekszego obszaru kosci
bedzie ze sobg niosto powstanie bardziej zauwazalnego btedu. Wynik obliczeh wykonanych
programem ANSYS rozni sie réwniez o ok 3%. Ze wzgledu na niemoznos¢ przesledzenia
algorytmu obliczeniowego w programie komercyjnym nie mozna stwierdzi¢ powodu, dla
ktérego wynik obliczen odbiega od pomiaru.

Poréwnanie wynikdw otrzymanych dzigki obliczeniom MES i pochodzacych z
eksperymentu, potwierdza, iz zaproponowana metoda obliczeh pozwala na osiggniecie
lepszych wynikéw symulacji obcigzenia kosci od aktualnie stosowanej. W trakcie badan,
zmierzono rozcigganie tkanki kostnej dla jednej probki. Wynik ten jest obiecujgcy, ale

wymaga wielokrotnych powtdrzen, ktére bedg obiektem dalszych prac badawczych.
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8. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

W pracy przedstawiono przeglad literatury dotyczgcej metod stosowanych do obliczen
modeli wytrzymatosciowych tkanki kostnej, a takze sposobdw pozyskiwania jej danych
materiatowych. W tym eksperymentéw prowadzonych na prébkach kosci oraz metod
umozliwiajgcych okreslenie modutu Younga tkanki kostnej na podstawie obrazéw TK.
Literatura dotyczgca modelowania kosci w metodzie elementéw skonczonych jest bogata w
artykuty naukowe. W wiekszosci z nich, pomimo ze ko$¢ jest materiatem catkowicie
anizotropowym, w stosowanych danych materiatowych tkanki wykorzystuje sie pojedynczg
wartos¢ modutu Younga. Tak wysycenie wapniem poszczegolnych beleczek kostnych jak i
ich utozenie majg znaczacy wptyw na rzeczywistg wytrzymatos¢ tkanki, odwzorowaniem
tych parametréow jest gesto$¢ radiologiczna. Na podstawie gestosci radiologicznej
okreslonej w skali Hounsfielda, na obrazach TK, mozna wyznaczy¢ wartos¢ modutu
Younga.

Rozdzielczos¢ danych zawartych w obrazach TK jest $cisle zwigzana z dawka
promieniowania, jakg przyjmuje pacjent. W praktyce Klinicznej dopuszczalne dawki
promieniowania, na jakie moze by¢ wystawiony pacjent sg scisle okreslone i nie mogg byc¢
przekraczane, stgd zageszczenie siatki podziatu modelu, (ktéry tworzony jest bezposrednio
ze zdje¢ TK w proporcji jeden piksel obrazu do jednego elementu skoinczonego) dzieki
bezposredniemu zwiekszeniu rozdzielczosci zdjecia TK jest niemozliwe. Niewielka
rozdzielczosé, jaka jest uzyskiwana w niektérych badaniach TK moze by¢ niewystarczajgca
do przeprowadzenia doktadnych obliczeh.

Celem pracy bylo dostosowanie klasycznej metody elementéw skoriczonych do obliczen
materiatdw o zmiennym module Younga i charakterystyce przypominajacej tkanke kostna.
Stata wartos¢ modutu Younga zostata zastgpiona funkcjg zmieniajgcg sie w funkgciji
wspotrzednych obliczanego punktu modelu. Obliczenia wykonano w kilku etapach,
zaczynajgc od napisania standardowego algorytmu MES w jezyku Python i poréwnania
wynikéw obliczen z komercyjnym programem ANSYS. Wyniki zgadzaty sie ze sobag
zarébwno co do wartosci jak i rozktadu, co oznacza, iz algorytm obliczeniowy zostat
zbudowany prawidtowo. W kolejnym etapie przeprowadzono testy réznych metod
catkowania w juz zmienionym algorytmie MES, z ktoérych do dalszych obliczen wybrano
najlepszg i najszybszg, 2 punktowg kwadrature Gaussa, gdzie kazdy z obliczanych w
jednym elemencie skonniczonym, czterech punktoéw miat przyporzgdkowywang indywidualng
wartos¢ modutu Younga. Testom poddano réwniez dwa rodzaje elementu tarczowego,
cztero i oSmioweziowy. Element oSmiowezliowy za pomoca, kidérego uzyskane wyniki byty
zdecydowanie blizsze wzorcowym, wybrano do dalszych prac. Algorytm obliczeniowy z
dodang funkcjg zmiennosci i wymienionymi powyzej parametrami obliczeniowymi zostat
poddany testom doktadnosci, gdzie poréwnano wyniki obliczeh wykonane na rzadkiej (3x3
elementy) i gestej (61x61 elementéw) siatce podziatu probki. Maksymalny btad
wyznaczonych naprezen wyniést niecate 20 MPa, a $redni bfad energii deformacji ponizej

10%, podczas gdy wartosci te dla obliczen bez zastosowanej zmiennosci wynosity

113


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

odpowiednio ok 40 MPa i 30%. Dobrane parametry elementu i wprowadzona do obliczen
zmiennos¢ modutu Younga zmniejszyty réwniez czas potrzebny do przeprowadzenia
obliczen. Obliczenia wykonane opracowang metodg poréwnano z wynikami uzyskanymi za
pomocg programu ANSYS z wykorzystaniem polecenia TBData umozliwiajgcego
wprowadzenie zmiennos¢ danych materiatowych w ograniczonym polu, ktére zostato
zaimplementowane w programie ANSYS po otwarciu przewodu doktorskiego. W
odniesieniu do wyniku podziatu siatkg 61x61 elementéw obliczonego we wtasnym skrypcie,
wynik dla podziatu 3x3 tym samym algorytmem zachowat 87,5%, a ANSYS 72% bazowego
zakresu wartosci naprezen. Sam ich rozktad pozostat zblizony w obu przypadkach.

Etap testéow metody obliczen zakonczylo poréwnanie obliczen MES prébki tkanki kostnej
(poddanej wczesniej eksperymentowi polegajgcemu na jej stopniowym rozcigganiu) z
rzeczywistym eksperymentem. Prébke kostng wycietg ze sciany kosci udowej Swinskiej,
poddano obrazowaniu w klinicznym tomografie komputerowym w celu uzyskania petnych
danych ksztattu i materiatowych.

Eksperyment weryfikujgcy zatozenia obliczeniowe prowadzono na tkance kostnej
zwierzecej, Swinskiej, pozyskiwanej z uboju komercyjnego. Podczas przeprowadzania
eksperymentu dotozono staran, aby utrzymaé wiasciwosci wytrzymatosciowe sSwiezej
(niewyschnietej) kosci. Zardwno operacje przygotowawcze, ciecie jak i pomiary wykonano
na prébkach w czasie ponizej 18 godzin. Prébki transportowano w izolowanym srodowisku
podtrzymujgcym ich naturalng wilgo¢.

Nastepnie wykonano cztery skany mikrotomograficzne w trakcie, ktérych prébka
umieszczona byta w rozciggaczu wywierajgcym na nig kolejne wartosci sit: zerowg, 300 N,
500 N i 600 N. W rezultacie otrzymano zestaw zdje¢ o wysokiej rozdzielczosci, na ktérych
mierzono odksztatcenie obszaru badawczego, ograniczonego fizycznymi znacznikami
wycietymi na probce. Odksztatcenie kosci obcigzonej sitg 600 N wyniosto 0,12 mm. Na
podstawie danych ksztattu i wtasciwosci materiatowych wykonano symulacje rozciggania za
pomocag skryptu obliczeniowego, odtwarzajgc eksperyment. Warto§¢ wyniku symulaciji
rozciggania zgadza sie z rzeczywistg zmiang dtugosci probki w 92% (0,11 mm).

Na podstawie powyzszych badan mozna stwierdzic, iz teza pracy zostata udowodniona, a
cele szczegotowe zrealizowane.

W dalszych etapach prac badawczych nad omoéwionym problemem nalezy oprogramowac
przestrzenny element skonczony, ktéry bedzie wykorzystywat opracowang metode
implementowania kilku wartosci modutu Younga w obszarze jednego elementu przy
zachowaniu zblizonego czasu obliczen. Opracowa¢ metode automatycznego pozyskiwania
danych materialowych ze zdje¢ TK, zaréwno danych ksztattu ograniczajgc wybdr piksel
obrazu do zawierajgcych okres$long minimalng szaro$¢ tj. gesto$¢ radiologiczng oraz
wilasciwosci materiatowe. Opracowaé automatyczng metode ograniczania automatycznego

budowania modelu MES do tkanek kostnych to jest pomijania tkanek miekkich.
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W czesci doswiadczalnej zwrdci¢ szczegolng uwage nad skroceniem czasu pomiardw tak,
aby zmniejszy¢ wptyw procesu wysychania tkanki kostnej na jej wilasciwosci
wytrzymatosciowe, co moze mie¢ wplyw na wynik pomiaréw. Opracowa¢ metode badania
naprezen wystepujacych w prébce kostnej oraz przemieszczen i naprezen w catej kosci z

uwzglednieniem nie uszkadzania jej wewnetrznej struktury.
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