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1 Wstep

1.1 Rys historyczny

Od ponad stu lat fizycy na calym $wiecie badaja oddzialtywania atoméw z polami elektroma-
gnetycznymi. Jednym z pierwszych, ktéry zajal sie interakcjg atoméw z polem magnetycznym, byt
Peter Zeeman [1-3]. Zaobserwowal on, ze pole magnetyczne rozszczepia poziomy energetyczne w
atomie, za co w 1902 roku otrzymat nagrode Nobla wraz z Hendrikiem Lorentzem, ktéry opisat
to zjawisko teoretycznie. W tym okresie Woldemar Voigt przewidzial, ze musi istnie¢ odpowiednik
tego zjawiska dla pola elektrycznego [4]. Kilkanascie lat pézniej hipoteza ta zostala potwierdzona
do$wiadczalnie. Przyczynili sie do tego niezaleznie od siebie Johannes Stark [5-8] i Antonino Lo
Surdo, za co ten pierwszy zostal w 1919 roku uhonorowany Noblem z fizyki. Oddziatywanie atomow
z polem magnetycznym badali tez Otto Stern i Walter Gerlach, ktérzy w 1922 roku przepuszczali
wigzke atoméw srebra przez niejednorodne pole magnetyczne i obserwowali jej rozszczepiony obraz
na ekranie [9-11]. Wéwczas nie potrafiono wlasciwie wyttumaczyé rezultatéow tego dowiadczenia.
Trzy lata pdézniej George Uhlenbeck i Samuel Goudsmit postawili hipoteze, ze elektron musi po-
siada¢ pewien wlasny moment magnetyczny — spin [12, 13]. Tlumaczylo to wynik eksperymentu
Sterna—Gerlacha. Cho¢ poczatkowo koncepcja ta bylta silnie atakowana przez srodowisko naukowe,
to jednak szybko zostala zaakceptowana. Kompleksowe wyjasnienie oddzialywania atoméw z po-
lami elektrycznymi i magnetycznymi byto jednak mozliwe dopiero dzigki narodzinom nowej teorii
kwantéw. W 1926 roku Erwin Schrodinger opublikowal prace dotyczace swojego stynnego row-
nania [14-18]. Nie uwzglednialo ono jednak spinu elektronu i w dalszym ciagu nie bylo w stanie
poprawnie opisaé czesci zjawisk. Rok podzniej istnienie spinu uwzglednit w swoim réwnaniu Wol-
fgang Pauli [19]. W tamtym okresie, m.in. za sprawa Alberta Einsteina, mocno rozwinieta byla
juz fizyka relatywistyczna. Pierwsza prébe polaczenia tej dziedziny z mechanikg kwantows podjeli
w 1926 roku Oskar Klein [20] i Walter Gordon [21], jednakze wyprowadzone przez nich réwnanie,
podobnie jak réwnanie Schrédingera, nie uwzgledniato spinu elektronu. Zalety réwnania Pauliego
i réwnania Kleina-Gordona posiadato dopiero réwnanie zaproponowane w 1928 roku przez Paula
Diraca [22,23]. W tym samym roku Gordon [24] i Darwin [25] dokonali opisu teoretycznego atomu
wodoru w oparciu o $§wiezo opublikowane réwnanie Diraca.

Wraz z uptywem kolejnych lat przeprowadzano coraz bardziej szczegbéltowe badania dotyczace
fizyki atomowej, w tym te dotyczace atomu jednoelektronowego, ktory stanowi jeden z najbardziej
elementarnych uktadéw atomowych. Poczatkowo poszczegdlne rozwazania byty przeprowadzane na
gruncie fizyki nierelatywistycznej. Z czasem zaczeto dokonywaé obliczen kwazi-relatywistycznych,
tj. uwzgledniajacych poprawki relatywistyczne z pewna Scidle okreslona dokladnoscia. Podejscie
takie nie bylo jednak w pelni wystarczajace np. dla przypadku atoméw wodoropodobnych o duzej
liczbie atomowej Z. Stad tez kolejnym etapem byly analizy czysto relatywistyczne.

Badajac oddzialywanie atomu z zewnetrznymi multipolowymi polami elektrycznymi i magne-
tycznymi, musimy mie¢ Swiadomosé, ze pola te wptywaja bezposrednio na zmiane gestosci tadunku
i gestosci pradu w atomie. Skutkuje to wyindukowaniem odpowiednich multipolowych momentéw
elektrycznych i magnetycznych, przy czym poszczegblne momenty mozemy powiazaé z konkretnymi
podatnosciami [26-28].

W przypadku badan nad atomem wodoropodobnym umieszczonym w zewnetrznym stabym
multipolowym polu elektrycznym mamy do czynienia z dwoma zasadniczymi obszarami badan.
W pierwszym przypadku sa to tzw. pola dalekie (duza odlegloéé¢ od jadra atomu, tj. taka, gdzie
prawdopodobienstwo znalezienia elektronu jest zaniedbywalnie mate). Wéwczas mozemy rozwazaé
indukujace sie w atomie multipolowe momenty elektryczne, z ktérymi zwiazane sa bezposrednio
multipolowe polaryzowalnosci (jak tez i druga poprawka do energii), przy czym w pracach [29-64]
rozwazano tylko przypadek dipolowy, natomiast multipolowy pojawia sie w [65-85]. Duzo rzadziej
dostrzegano, ze w omawianej sytuacji oprocz momentéw elektrycznych indukuja sie takze magne-
tyczne momenty multipolowe [84-86] i magnetyczne momenty toroidalne [62,84,85,87-90]. Momenty
te definiuje sie podczas dokonywania rozwiniecia multipolowego dla pola magnetycznego [85,91].
Jako pierwszy istnienie dipolowego momentu toroidalnego zasugerowal w 1957 roku rosyjski fi-
zyk Zeldovich [92], nazywajac go momentem anapolowym. W péZniejszych latach powstaly prace
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rozwazajace cala rodzine toroidalnych momentéw multipolowych, jak np. [85,91,93-95]. Poza ob-
szarem poél dalekich mozemy jeszcze rozwazaé pola bliskie, czyli bezpos$rednie otoczenie miejsca,
gdzie znajduje sie jadro atomu. Wéwczas mamy do czynienia m. in. z dipolowymi [96] i multipolo-
wymi [65,67-69,71,73,74,76,85,97] stalymi ekranowania elektrycznego. Mozliwe jest tez rozwaza-
nie odpowiednich multipolowych elektryczno-magnetycznych i elektryczno-toroidalnych podatnosci
krzyzowych po6l bliskich [85].

W literaturze mozemy znalezé tez duza grupe prac dotyczaca atomu jednoelektronowego w
multipolowym polu magnetycznym. W obszarze po6l dalekich w atomie moga indukowaé si¢ mo-
menty magnetyczne, z ktérymi zwiazana jest magnetyzowalno$¢ dipolowa [47,61,98-105] i multipo-
lowa [41,66,71,74,76,85] (a takze druga poprawka do energii). Pole magnetyczne moze wyindukowaé
jeszcze momenty elektryczne (momenty toroidalne nie wyindukuja sie), a fakt ten byl rozwazany
w pracach [84,85,106-109]. Natomiast jesli chodzi o obszar pdl bliskich, to najczesciej rozwazano
dipolowe [96,110-115] i multipolowe [71,74,76,85,97] stale ekranowania magnetycznego. Stale te
maja bardzo istotne znaczenie miedzy innymi w rezonansie magnetycznym (NMR) [110,112], gdzie
wazna jest znajomosé wplywu zewnetrznego pola magnetycznego na pole magnetyczne w obszarze
jadra atomu. Warto wspomnieé jeszcze o pracach dotyczacych magnetyczno-elektrycznych podat-
nosci pél bliskich [85,116,117], przy czym prace [116,117] nie uwzgledniaja spinu elektronu i tym
samym rezultaty w nich zawarte odbiegaja do$¢ wyraznie od rzeczywistej sytuacji.

1.2 Cel i struktura rozprawy

Punktem wyjscia do opisu bardziej zlozonych ukladéw (atoméw wieloelektronowych lub cza-
steczek) powinno by¢ zawsze gruntowne przebadanie mozliwie najbardziej elementarnej struktury,
np. atomu jednoelektronowego. Jako jeden z niewielu uktadéw atomowych daje on mozliwosé prze-
prowadzenia odpowiednich obliczen analitycznych, a nie — jak to bywa przy bardziej ztozonych
strukturach — tylko numerycznych.

Celem niniejszej rozprawy jest szczegdlowy opis oddzialywania atomu jednoelektronowego w
stanie podstawowym (w ujeciu relatywistycznym) z zewnetrznym statycznym multipolowym po-
lem elektrycznym i magnetycznym. Z jednej strony praca ta jest motywowana uporzadkowaniem
dotychczasowej wiedzy dostepnej w literaturze i polaczeniem poszczegdlnych rezultatow w jeden
komplementarny opis. Z drugiej jednak strony poczynione tutaj uogélnienia daja duzo nieznanych
wcezesniej w literaturze rezultatow.

Wiekszos$¢ przeprowadzonych w niniejszej rozprawie rozwazan wykorzystywalta niezalezny od
czasu rachunek zaburzen i rozwiniecie sturmowskie funkcji Greena-Diraca-Coulomba [53]. Metoda
ta wczesniej z powodzeniem byta stosowana do opisu oddzialywania atomu z dipolowym polem
elektrycznym lub magnetycznym i postuzyla do wyprowadzenia wielu formut analitycznych [53,54,
60, 84-86,90,96,100, 104, 105,107-109, 115].

Niniejsza rozprawa doktorska sktada si¢ z czterech zasadniczych czesci. W sktad czesci I wehodza
rozdzialy 2 i 3 wprowadzajace czytelnika w tematyke pracy. Rozdziatl 2 po$wiecono rozwinieciom
multipolowym pél elektrycznych i magnetycznych, ze szczegdlnym zastosowaniem ich do atomu
jednoelektronowego. Rozwazono zaréwno obszar pél dalekich, jak i pél bliskich. Doprowadzito to
do zdefiniowania odpowiednich uogdlnionych multipolowych momentéw elektrycznych, magnetycz-
nych i toroidalnych. Na tej podstawie w rozdziale 3 omdéwiono wystepujace w atomie wodoropo-
dobnym trwale momenty multipolowe. Ponadto w rozdziale tym wprowadzono podstawowe pojecia
dotyczace relatywistycznego atomu wodoropodobnego. Czesé 11 dotyczy atomu jednoelektronowego
umieszczonego w statycznym multipolowym polu elektrycznym. W rozdziale 4 przeprowadziliSmy
analize wplywu takiego pola na poziomy energetyczne w atomie. W tym celu wykorzystaliSmy
rachunek zaburzen do drugiego rzedu wlacznie. W rozdziatach 5-7 wyznaczyliSmy wyrazenia anali-
tyczne na indukowane uogdlnione momenty multipolowe (elektryczne, magnetyczne i toroidalne) i
zwiazane z nimi odpowiednie podatnosci. W rozdziale 8 wyznaczyliémy postaci asymptotyczne pol
elektrycznych i magnetycznych indukujacych si¢ w atomie na skutek rozwazanego zaburzenia. W
czedci 111 przeprowadziliémy analogiczne rozwazania, jak w czesci 11, jednakze w tym przypadku
polem zaburzajacym byto statyczne multipolowe pole magnetyczne. W rozdziale 9 przeprowadzi-
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liSmy analize wplywu tego pola na poziomy energetyczne (do drugiej poprawki wlacznie), a w
rozdzialach 10-11 wyznaczyliémy odpowiednie uogdlnione momenty multipolowe (magnetyczne i
elektryczne) indukujace sie w atomie; zdefiniowaliSmy réwniez odpowiednie podatnosci multipo-
lowe. Nastepnie, w rozdziale 12 pokazaliSmy, ze pole magnetyczne nie indukuje multipolowych
momentow toroidalnych. Rozdzial 13 poswigcony jest opisowi asymptotyk pél wyindukowanych w
atomie. Ostatnia czesé IV (rozdzial 14) niniejszej pracy to analiza wplywu obu rodzajéw pdl (elek-
trycznego i magnetycznego lacznie) na poziomy energetyczne atomu. Pokazano tu, ze odpowiedni
wybér multipolowosci pdl elektrycznych i magnetycznych powoduje powstanie pewnych dodatko-
wych zmian w poziomach energetycznych atomoéw niz te, ktére rozwazano dla przypadkéw, gdy
mieliémy do czynienia tylko z jednym z pdél. Te dodatkowe poprawki wyrazono poprzez odpowied-
nie multipolowe podatnosci krzyzowe. Autorowi nie jest znane, by ktokolwiek wczes$niej opisal to
zjawisko. Ponadto w rozdziatach 57, a takze 10-11 dla uzyskanych formutl analityczny utworzono
wykresy i tabele prezentujace wartodci poszczegélnych wielkosci w funkcji liczby atomowej Z. Od-
powiednie rysunki pozwolily na poréwnanie formutl relatywistycznych z kwazi-relatywistycznymi i
nierelatywistycznymi. Rozdzial 15 stanowi krétkie podsumowanie opisujace najwazniejsze rezultaty
uzyskane w niniejszej rozprawie. Po nim nastepuja uzupelnienia A—E stanowiace dopelnienie pracy.
Calo$¢ konczy bibliografia.

Czeé¢ wynikéw zawartych w tej rozprawie zostala opublikowana wspélnie z R. Szmytkowskim
w pracach [84,85].
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2 Asymptotyka pdl elektrycznych i magnetycznych w atomie

W obszarze naszego zainteresowania znajduja sie zaréwno elektryczne i magnetyczne pola dale-
kie, tj. gdy r — o0, jak i pola bliskie, tj. gdy » — 0, gdzie r oznacza odlegloéé od jadra atomu. Od-
powiednie pola iich potencjaly mozemy wyrazié¢ poprzez momenty multipolowe zalezne od rozktadu
tadunku i pradu elektrycznego w atomie. Nasze rozwazania przeprowadzimy dla jednoelektrono-
wego atomu Diraca z nieruchomym, bezspinowym i punktowym jadrem o tadunku +Ze, ktérego
elektron opisany jest niezalezna od czasu czteroskladnikowa funkcja falowa W(r).

Elektryczny potencjat skalarny atomu mozemy wyrazi¢ poprzez

Ze 1 p(r")
= d’r! 2.1
#(r) (4dmeg)r + dre /Rs " lr — 7|’ 2.1)

gdzie
(r) —eUT (r)T(r)
r) =
P T B/ W (7)) T (1)
jest gestoscia tadunku elektrycznego, przy czym znak t oznacza sprzezenie hermitowskie. Stosujac
rozwiniecie multipolowe

(2.2)

1 < Ar ot XN _
|’I“ — T/| = ;} 2N+ 1 ?il Z Y)\y(nr)YAH(n;) [T< = mln(r, T,)v r> = max(r, T/)] (23)

do formutly (2.1), uzyskamy

r—>oo—>/r—>0 Ze Z

(47"60 47’(’60 _p ! Z Q Y)\,Uz nr (p - )\7 _)\ - 1), (24)

#(r) 2)\ 11

przy czym gwiazdka oznacza sprzezenie zespolone, a Y)\H(nr) jest unormowana harmonika sferyczng
(n, jest wektorem jednostkowym wzdluz r). Z przypadkiem pdl dalekich (r — oo) mamy do
czynienia, gdy p = A, a z przypadkiem po6l bliskich (r — 0), gdy p = —\ — 1. Widoczne powyzej

wielkosci
P _ 30 P =\ =\ —
7, ’/2A+1/ Er Y n)pr)  (p=A—-A—1) (2.5)

sg uogdlnionymi multipolowymi momentami elektrycznymi', ktére dla p = X staja sie standardo-

wymi, znanymi z literatury [118], momentami elektrycznymi. Dla p = —A—1 otrzymujemy momenty
multipolowe pdl bliskich [85]. Pole elektryczne mozemy wyznaczy¢, stosujac znana relacje
E(r) = —-Vp(r). (2.6)

Z pomoca tozsamosci [119, réwnanie (5.8.9)]

VU tnnl = = QAATl <aar_i) FOY3 ()
* 2/\);1 (aar Ajl) Fr)Y3  (ny) (2.7)

dostaniemy natezenie pola elektrycznego

r—o0/r—0 >\ sgn(p
B e e Sl Z QYN ) (p=A A1)

(2.8)

"Momenty multipolowe pél dalekich sa dobrze znane z literatury, w odréznieniu od ich odpowiednikéw dla pél
bliskich, ktére zdefiniowano w pracy [85]. W wielu przypadkach znajomosé pél w poblizu jadra atomu jest réwnie
wazna, co uzasadnia wprowadzenie tych definicji.

12
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gdzie [119, réwnanie (7.3.3)]

L 1

Y/\i(n,«) = M;L ;1(LM1’m\)\u>YLM(nT)em (2.9)

jest sferyczna harmonika wektorowa, przy czym (LM1m|Au) sa wspdlczynnikami Clebscha—
Gordana, a e, to wersory bazy cyklicznej, ktére mozna wyrazi¢ poprzez jednostkowe wektory
kartezjanskie w nastepujacy sposob:

(er L iey), ey =e,. (2.10)

1
€t] = :Fﬁ

Przeanalizujmy teraz zachowanie asymptotyczne pél magnetycznych w rozwazanym atomie.
Magnetostatyczny potencjal wektorowy mozemy wyznaczy¢ z formuly

A(r) = %OT/RS S \:fz’l’ (2.11)
gdzie
—ecC TT (8% r
j(r) = Pr)atir) (2.12)

Jgs B3 Ul (r") (")
jest gestoscia pradu elektrycznego, przy czym [120,121]

0 o
az(a 0) (2.13)

to wektor utworzony z trzech macierzy Diraca (o jest wektorem utworzonym z macierzy Pauliego).
W pracy [85, dodatek B] pokazano, ze jesli do wyrazenia (2.11) zastosujemy rozwiniecie multipolowe
(2.3) i rachunek tensorowy, to otrzymamy

r—oo/r—0 4W]T+1 -
A Z O ZM )
Z,/47rp+1 P2 Z DY () (=2 A1),
pn=—A

(2.14)

przy czym ponownie z przypadkiem p6l dalekich (r — oo) mamy do czynienia, gdy p = A, a z
przypadkiem pdl bliskich (r — 0), gdy p = —\ — 1. Ponadto

i 4
ML =
M T pr 1\ 22 +1

o d3r Yy, (ne)A - §(r) (p=XA-A—-1) (2.15)

sg uogdlnionymi multipolowymi momentami magnetycznymi, a

1
T = p+1\/;/ &rrPYyu(ne)r-g(r)  (p=XA-A-1) (2.16)

to uogdlnione multipolowe momenty toroidalne?, przy czym

A=—irxV (2.17)

2W pracy [85, dodatek B i C] pokazano, ze w rozwinigciach multipolowych magnetycznego potencjatu wektorowego
oraz indukcji magnetycznej nie pojawiaja si¢ uogdlnione monopolowe momenty magnetyczne i toroidalne. Tym samym
przypadek z (A = 0) nalezy wykluczy¢ z powyzszych definicji [réwnania (2.15) i (2.16)].
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jest bezwymiarowym operatorem momentu pedu. W pracy [85] pokazano, ze formute (2.15) mozna
zapisa¢ réwnowaznie w postaci

i ATA(A+1)
M=~ Tor T / ErrYdng) i) (p=A-A-1)  (218)

ktora bedziemy stosowaé w dalszej czesci rozprawy, przy czym [119, réwnania (7.3.6) i (7.3.10)]

AY)\M(TLT)

Yi(n) = A+ 1)

(2.19)

Znajac potencjal wektorowy A(r), mozemy wyznaczy¢ indukcje pola magnetycznego. Korzystajac
ze znanej relacji

B(r) =V x A(r) (2.20)

i stosujac tozsamosé [119, réwnanie (7.3.55)]

VPO = iy (-

z A A1

241 \0r 'r>f(r)YA“ (nr)
A+1 <8+)\—|—1>
2 +1 \or

FrY5 (nn), (2.21)

uzyskujemy

B(r) X A Z\/47r\p+1|rp ZZM YO ) (p= A -A—1),  (222)

a zatem magnetyczne momenty toroidalne nie daja wktadu do asymptotycznych postaci indukcji
pola magnetycznego.

Podsumowujac ten rozdzial, warto jeszcze raz podkresli¢, ze wyznaczenie odpowiednich mo-
mentéw multipolowych pozwoli nam na kompleksowy opis potencjaléw i pél w atomie (zaréwno
w przypadku r — oo, jak i dla r — 0). Rozwazajac izolowany atom, bedziemy mieli do czynienia
z trwalymi momentami multipolowymi, natomiast w przypadku umieszczenia atomu w zewnetrz-
nych polach elektrycznych lub magnetycznych dojdzie do wyindukowania odpowiednich momentow
multipolowych.

14
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3 Atom wodoropodobny

3.1 Podstawowe informacje

Relatywistyczny atom wodoropodobny w stanie podstawowym, z nieruchomym, punktowym i
bezspinowym jadrem o tadunku +Ze oraz elektronem o masie m., mozemy opisa¢ niezaleznym od
czasu réwnaniem Diraca [120-123]

VA 2
—icha - V + Bmec? — ——— — EO [ g0 () = (3.1a)
(4mep)r
z warunkami brzegowymi
roO ) =Yo, e () =X, (3.1b)
gdzie
EO) = mec?y (3.2)
jest energia stanu podstawowego atomu, przy czym
T =K = (aZ)?, (3-3)

z o oznaczajaca stala struktury subtelnej. Widoczna w réwnaniu (3.1a) macierz (3 jest zdefiniowana

nastepujaco:
I 0

przy czym I jest macierzg jednostkows 2 X 2, natomiast jawna posta¢ macierzy Diraca a zostala
okreslona réwnaniem (2.13)3. Funkcja falowa stanu podstawowego atomu

VO (r) = a1 oW (1) + a_y 29", (r) (3.5)

jest kombinacja liniowa stanéw bazowych \I/,(S) (r), spelniajacych relacje ortonormalnosci

dPr ol ()T () = S (3.6)
R
Natozenie dodatkowego warunku

layol* + la_1pl* =1 (3.7)

zapewnia unormowanie funkcji (0 (r) do jednosci, tj.

. Br O () O () = 1. (3.8)

Obecne w formule (3.6) stany bazowe \I/ (r) definiujemy poprzez

v = ( 1Q(°(7£))le(( r>) ) (m=23). )

z funkcjami radialnymi w postaci

Z 14m 27r\ "
Oy =, /2 Zr/ao
PO a0 T + 1) ( ) e , (3.10a)
Z 11— 2Zr\ M
(0) — gl —Zr/ao
Q) ao I'(2m +1) < ao ) ‘ ’ (8-10b)

gdzie ag to promien atomu Bohra, a I'(z) jest funkcja gamma Eulera. Widoczne w réwnaniu (3.9)
spinory sferyczne Q. (n,) zostaly szerzej oméwione w dodatku B.

3W pracy tej nie nalezy myli¢ macierzy Diraca «, stalej struktury subtelnej o i multipolowej polaryzowalnosci
ar, ktora zostanie wprowadzona w kolejnym rozdziale.

15
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3.2 Uogoblnione momenty multipolowe

W pierwszej kolejnosci wyznaczymy trwate uogdlnione multipolowe momenty elektryczne re-
latywistycznego atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym. W tym celu skorzystamy z
definicji (2.5), otrzymujac

4
Q’;(MO) =Vonit o Er PV (n)p () (p=X-A-1), (3.11)

p V(1) = —eU O () w0 (5) (3.12)

gdzie

jest gestoscia tadunku elektrycznego izolowanego atomu, przy czym uwzgledniliémy tu unormowanie
funkcji falowej W) (r). Wowczas

p0) _ | A7 / 8y g (O ()P (0) N
o= o de r T (r)rPY)y , (n, ) ¥ (1) (p=A—-X—-1). (3.13)

Do dalszych przeksztalcen uzyjemy funkeji falowej danej réwnaniami (3.5), (3.9), uzyskujac

1/2 1/2

p(0) dm *
el DD SRR
m=—1/2m'=—1/2

x { | e [POO] @il Yiar s + [ a7 [QO)] <le\YLM§21m/>}
(p=2—A—1), (3.14)

gdzie wprowadziliSmy notacje
([ Vi1 Q) = é n, QL (1) Vi (n) Qe (), (3.15)
7

ktora bedziemy wykorzystywaé w dalszej czeéci rozprawy. Po skorzystaniu z tozsamosci (C.2) do-

staniemy
A = el [ {00l el

1/2 1/2

XY > anam (Qim[YauQo1m) (o= A1), (3.16)
m=—1/2m/=-1/2

W oparciu o formule (C.10) wykonamy catkowanie po zmiennych katowych, pamietajac przy tym
o relacji (3.7); uzyskamy

PO — 580 /O“’ dr 7P { PO + [0 (7")]2} (p=A-A-1. (317

Natomiast calkowanie po zmiennych radialnych przeprowadzimy w oparciu o réwnania (D.3) oraz
(D.4), otrzymujac
0 0

A = W60  (p=A A1), (3.18)
gdzie

0 _ _caplCntp+l)

00 zZv 2°T(2v1 + 1)
Widzimy, ze atom w niezaburzonym stanie podstawowym posiada tylko uogélniony elektryczny
moment monopolowy, przy czym dla pél dalekich uzyskujemy

(p=0,-1). (3.19)

o) = —e, (3.20)
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a dla pdl bliskich
_ Ze
QW = -2 3.21
0= (321)
Przejdzmy teraz do wyznaczenia uogdélnionych multipolowych momentéw magnetycznych izo-
lowanego atomu. Z definicji (2.18) otrzymujemy

p(0) _ i AT AN+ 1)
N 22 +1

[ ErrYin) 5O p=Aoa-D, (3.22)

gdzie
iO@) = —ecv O (r)av O (r) (3.23)
jest pradem w atomie niezaburzonym. Tym samym

p0)  dec [4mA(A+1)
Mo p+1 2\ + 1

. ErrrvOT(r)a - Y (n)vOr)  (p=X-A-1), (3.24)

a nastepnie, stosujac formutly (2.13), (3.5) i (3.9), dochodzimy do

p(0) . ec 47'(')\ A + 1 p (0) 12 12
M =1\ g Carep ) 2. 2 @
p m—71/2 m'=—1/2

x [(Q-1mlor - Yﬁﬁlm/) — (o YAA”Q_lmQ] (p=A-A-1).  (3.25)

Jesli skorzystamy z tozsamosci (C.3) i (C.2), to powyzsze wyrazenie przeksztalci sie do postaci
dec 1/2 1/2

0

M§L>:_p ‘/2A+1/ dr 1 PO )Y S e (1 [Yau Q)

m——l/2m’— 1/2
(p=A-A—1). (3.26)

Pozostaje nam wykonaé catkowania po zmiennych katowych i radialnych w oparciu o formuly (C.11)
oraz (D.5). W efekcie okazuje sig, ze jedynym nieznikajacym momentem magnetycznym w stanie
podstawowym izolowanego atomu wodoropodobnego jest moment dipolowy:

MY = MED Sy (p= A A=), (3.27)
ze sktadowymi
Mp(O) _ _MBag_l F(Q’)/l +p+ 1) (‘a ’2 _ ’a ’2) (p -1 _2) (3 28&)
1,0 Zr=1 3(p+ 1)2020 (27, + 1)\ /2 —1/2 o '

p(0) _ MB@%T1 V2L (2y +p+1)

Mis =70 3+ D2y, + 1) Eetwr P=12), (3.28D)
gdzie
eh
= 3.29
HB 9 ( )

jest magnetonem Bohra. Jesli wprowadzimy wektor jednostkowy v zdefiniowany jako

* * a
v= ( Ay A_q/9 )U( a_11//22 > ) (3.30)
o sktadowych cyklicznych
Vo = ’a1/2‘2 - |a71/2‘27 Vil = q:ﬂa11/2a$1/27 (3.31)
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to wéwcezas dipolowy moment magnetyczny mozemy zapisaé zwarcie w postaci

p—1
F'2y1+p+1)
MmP© — _ B =1,-2). 3.32
1 7p=1 3(p+1)2P20 (2 + 1)V (p —2) (3.32)

Dla poszczegdlnych wartosci parametru p uzyskujemy jawne formutly na dipolowy moment magne-
tyczny pél dalekich:

2 + 1
MO At (3.33)
i p6l bliskich:
_ 8 VA 3
M2 = — By Z<atY3 , (3.34)
3@2nm —1) af 2

przy czym ograniczenie na liczbe atomowa Z wynika z warunku zbieznosci calki radialnej w réw-
naniu (3.26). Stosujac parametryzacje

ayjp = e ix+0)/2 cos(9/2), a_y/p = e ix=9)/2 sin(¥/2) 0< x,0<2m, 0< ¥ <), (3.35)

mozna pokazaé, ze
1 4.
vp = cos ¥, Vil = :Fﬁ et sin v, (3.36)
gdzie ¥ oraz ¢ moga by¢ utozsamione odpowiednio z katami biegunowym i azymutalnym wektora
v w sferycznym ukladzie wspoélrzednych.
Ostatnimi momentami multipolowymi, ktére pozostaly nam do wyznaczenia, beda uogdlnione

momenty toroidalne dane wyrazeniem (2.16). W rozwazanym przypadku otrzymamy

gt p—i—l\/;/ ety (n)r-jO) (=X -A-1), (3.37)

przy czym 7 (r) dane jest wzorem (3.23). Idac dalej, uzyskujemy

) _ Am 1 0 _
0 = iV BT SOt (r)Yy (e )n, - @@ O () (p=A,—A—1). (3.38)
Wykorzystujac réwnania (2.13), ) oraz (3.9), otrzymamy

. 1/2 1/2
T = o \ 2)\+1/ dr? PO 3 3 a

m=—1/2m/'=-1/2
X [<Q_1m|Y>\“nr . Uﬂlm/> — <le]Y>\unT . O'Q_lm/>] (p = )\, —A— 1), (339)

a nastepnie, stosujac tozsamosé (B.7), dochodzimy do

. 1/2 1/2
P00 e / dr rp‘HP(O Z Z ay,
A P+ 2)\ +1 m

m——1/2 m/'=—1/2
X [<Q—1m|Y>\uQ—1m’> — <le|Y)\#le/>] (p = )\, -\ — 1) (340)

Z wtlasnodci (C.2) wynika natychmiast, ze dla kazdej pary A, u dostajemy
0
770=0  (p=x-A-1), (3.41)

czyli atom wodoropodobny w stanie podstawowym nie posiada trwalych momentéw toroidalnych
(zaréwno pdl bliskich, jak i pél dalekich).
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4 Wprowadzenie

4.1 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Przejdziemy teraz do analizy sytuacji, gdy jednoelektronowy atom Diraca znajdzie sie w stabym
statycznym multipolowym polu elektrycznym o potencjale skalarnym

4

L
- mTL > cliViu(ng (L =1). (4.1)

M=—L

o) =

Wspédlezynniki C(Ll]\)/[ okreslaja wielko$¢ i rozklad katowy elektrycznego pola zaburzajacego, przy
czym muszg one spelniaé relacje
1)x* M A(1

ety = (Ve (42)
Powyzszy warunek zapewnia, ze potencjal go(Ll)(r) jest rzeczywisty. Do opisanego powyzej zagad-
nienia mozemy zastosowaé niezalezny od czasu rachunek zaburzen. Jest to mozliwe, poniewaz za-
tozylismy, ze pole jest stabe, wigc prawdopodobienstwo, ze zjonizuje ono atom, mozna zaniedbad.
Prowadzi nas to do réwnania

Ze?

[—icha -V + Bmed® — e vV —E|T(r) =0 (4.32)
z warunkami brzegowymi
ro(r) =20,  rU(r)=X0 (4.3b)
i z malym zaburzeniem
1) AT LN~
Vii(r)=e r Z CrirYm(ny,) (L>1) (4.4)
2L+1  ~

wynikajacym z oddzialywania pomiedzy elektronem a polem zaburzajacym (4.1). W pierwszym
rzedzie rachunku zaburzen mamy nastepujace przyblizenia dla energii i funkcji falowej:

E~E© 4 g1 (4.5)
oraz
U(r) ~ 0O ) + v (p), (4.6)

przy czym E(©) 1 U (r) zostaly zdefiniowane réwnaniami (3.2) i (3.5), natomiast E0) i U (r) sa
odpowiednio pierwsza poprawka do energii i funkcji falowej wynikajacymi z zaburzenia (4.4). Tym
samym w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen réwnanie (4.3a) przyjmie postaé

Ze?
“iche -V o2 — ~ B0 gy = — [V () = pO] g© 4,
[ icha + Bmec (dmeg)r (r) [VL (r) } (r), (4.7a)
z warunkami brzegowymi
oWy =0, o) =X 0. (4.7D)

Postepujac w standardowy dla rachunku zaburzen sposéb, mozemy zalozy¢, ze pierwsza poprawka
do funkcji falowej jest ortogonalna do funkcji falowej stanu niezaburzonego, tj. ze zachodzi relacja

Pro@i@Eede) =0 (m==+}). (4.8)
R3
Powyzszy wzor wykorzystamy teraz w rzutowaniu wyrazenia (4.7a) na niezaburzony stan bazowy

\Ifgg) (7), co da nam nastepujacy jednorodny uklad réwnan:

1/2

3 [vg}gm, - E<1>5mm,} = 0 (m — i%) , (4.9)
m/'=—1/2
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przy czym
1) 4m
2L +1

Z cl / B OO ()Y () 0O (7). (4.10)

Wéwezas, biorac pod uwage funkcje falowa (3.9), uzyskamy

L
o 4m (1)
Vme’ = ¢ 2L_|_1MZLCLM

[T aret [POW] @ l¥in @) + [ dr et [Q00)] (@ ViriSan) |
(4.11)

Nastepnie, z tozsamosci (C.2) otrzymujemy

m % a2 [[POW] £ [0

Calkowanie po zmiennych katowych w réwnaniu (4.12) mozemy wykonaé z uzyciem formuty (C.10).
Na samym poczatku tego rozdziatu wykluczyliSmy przypadek z L = 0, wiec dla kazdego L > 1
uzyskujemy

v

Lmm

, =0 (4.13)

co, biorac pod uwage uktad réwnan (4.9), prowadzi do
EW =0, (4.14)

czyli dla dowolnego rzedu pola zaburzajacego (4.1) pierwsza poprawka do energii jest réwna zeru.
Tym samym, wspélczynniki a,, moga byé¢ dobrane w dowolny sposob spelniajacy warunek (3.7).
Przy pomocy metody funkcji Greena mozemy teraz wyznaczyé¢ poprawke do funkcji falowej:

v (r) = Z il d3r’ GO (e, 2\ EY 0 (nl) T O (¢), (4.15)

2L+1

gdzie GO (r,1') jest uogélniona (lub zredukowang) funkcjg Greena-Diraca—Coulomba [53, rozdzial
6] stowarzyszona ze stanem podstawowym rozwazanego atomu i dang rozwinieciem multipolowym

|k|—1/2
GOy = Toy Ty L
o
o gg(_)’_)_i_)ﬁ(r,r/)(l,ﬁmm(nr)QT (n/r) —igg?_),{(ﬁT/)Qnmm(nr)m—m( )
ig(” ) (), (00) 2, (1) G0 (), ()0 () )
(4.16)

4.2 Drugi rzad rachunku zaburzen

Po6jdzmy teraz o krok dalej i rozwazmy drugi rzad rachunku zaburzen. Wowczas wyrazenie na
energie mozna zapisa¢ w postaci

E~E® 4+ M 4 @) (4.17)

z EO i EOW danymi odpowiednio wyrazeniami (3.2) oraz (4.14) i E®) oznaczajacym druga po-
prawke do energii. Natomiast funkcja falowa przyjmie forme

U(r) ~ 0O @) 4+ W () £ T3 (p), (4.18)
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gdzie funkcja niezaburzona i pierwsza poprawka do funkcji falowej dane sg odpowiednio poprzez
wzory (3.5) 1 (4.15), a ¥ () jest druga poprawka do funkcji falowej. Postepujac w typowy dla ra-
chunku zaburzen sposéb, z formut (4.3a), (4.7a), (4.17) i (4.18) mozemy wyznaczy¢ drugie poprawki
@ (r) 1 E®. W tym celu nalezy rozwiaza¢ réwnanie

2
—icha - V 4 Bmec? — _Ze E(O)] v (r) = — [VL(l)(r) - E(l)] v (r) + EAwO(p)

(4mep)r
(4.19a)
z warunkami brzegowymi
ro@ ) =0, pE@(p) =X, (4.19b)
przy czym zakladamy, ze spelniona jest relacja ortogonalnosci
ProPi@u® () =0 (m=+}). (4.20)
R3

Rzutujac wyrazenie (4.19a) na \liii/z( ) 1 wykorzystujac wzory (3.5), (3.6), (4.8) i (4.20), otrzy-
mamy jednorodny uklad réwnan

1/2
m/'=—1/2
gdzie
vty / & [ @ e v @GO v e ). (4.22)
’ R R

By przeksztalcié prawa strone réwnania (4.22), wykorzystamy funkcje falowa (3.9), zaburzenie (4.4)
i funkcje Greena (4.16). Otrzymamy

k| —1/2

L
Z Sy Y il
fi(*;gme:—|m|+1/2M —LM'=—L

(1,1)
Lmm

, = = (471'60

X [(Q—lm |YLMQan> <Q/{mn |YLM/Q71m’>

X /Ooo dr /Ooo dr’ PO (T)TLE]((?F)HH(T, 't PO (4
(O 1m | YL Qi) Qi Y1 Q1m)

X /Ooo dr /Ooo dr’ PO (T)TLQ((S_)_)K(T, T/)T/LQ(O) (r")
H(Qm YL Q= som ) Qo | YL Q107

></ dr/ dr’ Q ( )r Lg () )H(r, r’)r'LP(O)(r’)
+ (| YL Q—iom, ) (s |YLM/le/>

></0 dr/0 dr’Q(O)(r)rLgég)_)H(r, r’)r'LQ(O)(T') . (4.23)
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Idac dalej, uzyjemy wlasnosci (C.2). Tym samym

k| —1/2

Z > Y el

k=—00 m=—|k|+1/2 M=—L M'=—L
( #0)

X1 Y Qe ) (Qiem YL Q107

/ T ar / " ar PO (r)rLg((‘f Ty EPO (1)
+ / dr / dr’ PO (r)rlg §0> (RO
+/0 dr/0 dr’ Q(O)(T‘)T g((_)Jr)H(r, r’)r/LP(O)(r')

[T [T Qe QO |.

VL(}T’,;)”/ = - (47r60

X

co po przeksztalceniu do bardziej zwartej postaci daje nam

|| —1/2

Z Sy e

K=—00m,,=—|k|+1/2 M=—L M'=—L
(méO)

X<Q—1m‘YLMQmmK>< HmN‘YLM/Q_1m1>
o0 o0 0
x/ dr/ dr’ ( PO@E) QO (r) )rLC’({O)(r’ 'L PO
0 0 r

en)

L,mm/ = ( 7T€0

z radialna funkcjg Greena—Diraca—Coulomba

7(0) _(0)

GO (r, 1) = Iernn(r1') Gy ()

K ’ _(0) ( 7’,) _(0) (r T/) .
g( +k g(**)n ’

Dla wygody, w dalszej czesci rozprawy bedziemy stosowaé¢ nastepujace oznaczenie:

!
R,(;\l”b FZFZ / dr/ dr’ ( Fu(r) Fy(r) )r/\lé,(f)(r, )2 ( Fc(z) > .

Tym samym wyrazenie (4.25) mozna przepisa¢ w formie

00 L L
Ly Am L.L) (P®,Q® (1)% (1)
Vimm: = _(47T60)2L+1 Z R,& )(P(O)’Q(O))MZLM/ZLCLMCLM/

(r#0) - -

lk[—1/2
X Z <Q—1m‘YLMQan><QmmK‘YLM’Qflm’>-
me=—|k|+1/2
23

(4.24)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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Calkowania po zmiennych katowych w réwnaniu (4.28) wykonujemy w oparciu o wzér (C.12).
Pamiegtajac o relacji (4.2), otrzymamy

1Ly —  sgn(x) L,L) (P©,QO
Vi = ~7e0) 3 572 (s + 010 REY (R0 G
(5 0)
L (L)% (1)
X |:6m,1/25m’,1/2 > (k+M)CpyCriy
M=—1L

+ 0m,1/20m/,—1/2 Z \/L+M)(L M+ )C(l)*cgjwq
M=—L

+ Om,—1/20m’ 1 /2 Z \/(L - M)(L+M+1) C(LlXJC(Ll,)MH
M=—1L

L

o a1 3 (e MERCR . (4.20)
M=—L

Cztery sumy po M mogg zostaé uproszczone, jesli skorzystamy z symetrii elementéw sumowanych.
Nalezy tu zastosowac relacje

L
3 (rtM)CH: Z el (4.30)
M=—L
oraz
Z VL EM)(LFM+1)clied) . =o. (4.31)
M=—1L
Stad mozna pokazac, ze
ad P(0) QO .
Vi = —Omm (4m€0) > AR L’ +’ 3 (O + 01 0)RED (Fore) Z e\ - (4.32)
(r0) -

w rezultacie czego, biorac pod uwage uktad réwnan (4.21), otrzymujemy druga poprawke do energii

> K 000y — *
K=—00 M=-L
(k70)
Wiedzac, ze
L
c.cV =3 el (4.34)
M=—L

przy czym Cg) jest sferycznym tensorem rzedu L o sktadowych ng\)m wyrazenie (4.33) mozemy

przepisa¢ w formie

1
E®) = - (4re)arCy - €1, (4.35)
gdzie a, jest elektryczna polaryzowalnoécig multipolowa* dana wzorem

= 2|K| L.L) (P©,QO
oy, = Z m(an[,"—én —L— )R( )(P(()),Q(O)) . (436)

K=—00

(k7#0)
Z réwnania (4.35) wynika, ze druga poprawka do energii stanu podstawowego nie znosi degeneracji.
Formuta ta jest uogdlnieniem dobrze znanego kwadratowego efektu Starka dla pola dipolowego
(L=1) [124].

4Kwestie dotyczace elektrycznej polaryzowalnosci multipolowej o, zostana szerzej oméwione w rozdziale 5.
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5 Indukowane multipolowe momenty elektryczne i zwigzane z

nimi polaryzowalnosci

5.1 Uogoblnione elektryczne momenty multipolowe

W podrozdziale 3.2 pokazaliSmy, ze jedynym multipolowym momentem elektrycznym, jaki po-
siada izolowany atom wodoropodobny, jest moment monopolowy. Przejdziemy teraz do wyznaczenia
uogolnionych multipolowych momentow elektrycznych indukujacych sie w rozwazanym atomie na

skutek zaburzenia (4.4). Wykorzystamy w tym celu formule (2.5), uzyskujac

p(1) _ | A 3. p 1) oy
)\y, - 2)\+1 de rr YAH(n'f’)p (T) (p_)\7 >\ ]‘)7

gdzie indukowana gestosé tadunku elektrycznego dana jest wyrazeniem
pV(r) = —e [\I](O)T(r)\lj(l)(r) + q;(l)T(r)\I;(O)(T)}

i tym samym

p() _ | 4T 3, Ot (D) Dt (g0
by e,/QAH/RBdrrYM(nT)[w () () + 2O () wO(r)|

(p=A-A—1).

Biorac pod uwage znang tozsamosé
Vau(nr) = (=)"YX (),
réwnanie (5.3) mozemy sprowadzi¢ do postaci

=0+ (R p=x-a-1),

gdzie

47
22+ 1 Jgrs

R = e Er Y, (n) 0 OT) e () (p=X-A—1).

Stosujac wyrazenie na pierwsza poprawke do funkcji falowej (4.15), uzyskamy

L

Ap(1) 2 am (1)*
= E C

A /AT DRLT D M

x / &r / B’ TOH )Yy, (n,) GO (7 ) Y0 (0 T O ()
R3 R3
(p=A—-A—1).
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Pamietajac o réwnaniach na funkcje falowa (3.5) i (3.9) oraz funkcji Greena (4.16), dochodzimy do

47
\/(2A +1)(2L+1)
|k]—1/2 1/2 1/2

X Z Z > X, > a am’CLM

k=—00 M=—L my=—|k|+1/2 m=—1/2 m'=—1/2
(k70)

~§5}) = (4mep)

X [<le|YAuQnmn> <Qnm,€ |YLMﬂflm/>

x/ dr/ dr’ P é) )k (r, P PO (1)
(1| Y202 nmﬁ><Q—ﬁmK‘YLM91m>

x /0 T ar /0 T PO g0 (e QO )
F( Q| Yau Qe ) Qe Y21 Q107

X /OOO dr /OOO dr’Q(O)(r)rpg((O_)Jr)n(r, 't PO (1)
F (| Y212 ke ) QY 0r Qi)

< [Car /Ooodr’Q(O)(T)Tpg((o))K(T,T’)T’LQ(O)(T')] (p=X-A-1). (58)

Korzystajac z tozsamosci (C.2), otrzymujemy

p(1 _ 47 o (p,L) (P© QO
= (4 R
A <7r60)\/(2)\+1)(2L+1) H:z_:oo >0 (ogo)
(k£0)
k|—1/2 1/2 1/2

X Z Z Z Z a, am/CLM Q 1m|Y>\u nmn><Qnmn|YLMQ—1m’>

M=—Lmu=—|s|+1/2m=—1/2m/=—1/2
(p=X-A-1), (5.9)
przy czym R,(.6 L) (ﬁgigﬁg;) zostalo zdefiniowane réwnaniem (4.27). Wykonujac calkowanie po
zmiennych katowych w oparciu o formute (C.12), uzyskamy

. 00 Sgn(/{/) PO QO
Qp( ) oxr (4me) H:Z_OOOSHL + (5,{,_L_1)WR,({P,L) (p(o),gm))
(k7£0)
x{ [K ny (\a1/2|2 _ |a_1/2|2>} Cgﬁ + \/(L —p)(L+p+1) a1/2ayi1/2c(Ll,L+1
+\/(L +p)(L—p+1) a’{/za—l/2cg,;)¢—1}‘ (510

Brak sprzezen zespolonych przy sktadowych tensora C(Ll) w réwnaniu (5.10) wynika z wykorzystania
relacji (4.2). Pamigtajac o tozsamosci (5.5), dostajemy

PV =0V (= -A-1), (5.11)

gdzie

1 = 2|k L) (PO©,QOY (1) _
Y = (4meg) Y (6KL+JH,,L,1)WR§; )(p<o>7Q<o>)CLu (p=L,—L—1). (5.12)

K=—00

(r7#0)
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Widzimy tu, ze jedynym elektrycznym momentem multipolowym, ktéry wyindukuje sie w atomie
na skutek zaburzenia (4.4), bedzie ten, ktérego rzad multipola pokrywa sie z multipolowoscia pola

zaburzajacego.

p(0) ()
P0) QO
Mozna to zrobié, stosujac rozwiniecie sturmowskie radialnej funkcji Greena—Diraca—Coulomba [53]:

W kolejnym kroku pozostaje nam wyznaczyé R,&p /L) ( ), zdefiniowane wzorem (4.27).

(0)
_ > 1 Sn,w(T)
O = Y 1( ; )(Mg?,@s?s%(w) IO ) kA-D. (513

nyp=—00 Mn, .k — TT(LTNO’)
gdzie
SO (7)) = (1 +71)(Inr| + 2794) e ]!
nrk 2ZNnrn(Nnrn — H)F(‘TLT‘ —+ 2%{)
271\ = 27 — Ny, 27
X (T> el [L(z'yf—)l ( T) S 2) (Tﬂ (5.14a)
ao i agp Ing| + 2y 1™l ag

oraz

© () — (1= y)(|r] + 29%) |
o 27 Np,w(Nnpw — 8)T (|70 + 2,)

o e N e R il < | IECRY
agp el =1\ aq ne| + 29 b\ ag

sa radialnymi funkcjami Sturma-Diraca—Coulomba przy energii stanu podstawowego atomu (3.2)
[L%a) (p) oznaczaja uogdlnione wielomiany Laguerre’a [125,126], przy czym L(f‘l) (p) = 0]. Ponadto

0) _ ‘nr‘ +fYn+Nnrn (5 15)
nrk ’yl + 1 .
jest sturmowska wartoscia wlasna, a N, ., pojawiajace sic w wyrazeniach (5.14) i (5.15), jest

zdefiniowane jako

Noow = 4/ (1] +70)? + (@2)? = £4/ |2 + 2|l + 12, (5.16)

gdzie znak plus wybieramy dla n, > 0, a znak minus dla n, < 0; dla n,, = 0 wybieramy znak plus,
gdy k < 0, a znak minus, je$li k > 0; tym samym Ny, = —k. Z réwnan (4.27) i (5.13) uzyskujemy

A0 Goge) = X sm ) ar [PUeste eV
x “drw [ug%P(O)(r')S )+ QUENTON] . (5a7)
0

Nalezy tu nadmienié, ze gléwna korzyscia zastosowania rozwiniecia sturmowskiego (5.13) jest to,

ze w wyrazeniu (5.17) calkowanie po zmiennych r oraz r’ zostalo rozseparowane. Obliczenie calek
PO QO

radialnych wystepujacych w REJ’ /L) ( PO OO

) zostato szczegdlowo pokazane w dodatku D. Z formuty
(D.18) otrzymamy

R(va)

K

(p<o>,Q<0)> o apttt! F(vs+m+p+ Dl +n+L+1)
POQO) T ZpklA2 2p+L+2F(2w + (v —m = )Ty — 71— L)
% Z (Nopw + £)T(ne| + v = —p=DI(ne| + 9% = — L 1)
N (e = DT[] + 27)

Np=—00
<\n7~|+%—%—p—1 )
X -MN
Nnﬂ§+’i
—L-1
% [(’Y [ne| + 7 —m _1>
Nppw + K
Nnrn+1 <|nr|+7n_'}/1_L—1’y)] (518)
‘nr| + % =7 Nnrn + K ! ’ ’
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Powyzsze wyrazenie przeksztalcimy, wykorzystujac relacje
Ny = 6% = || (] + 272), (5.19)

ktéra wynika bezposrednio z réwnania (5.16). Ponadto, przy zamianie sumowania z » °_  (...)
na sumowanie Y >°_(...) skorzystamy ponownie z (5.16), zauwazajac, Zze przy takiej transforma-
cji elementy zawierajace nieparzyste potegi N, .. wzajemnie sie zredukuja. By zapewni¢ wieksza
przejrzystosé poszczegdlnych przeksztalcen, rozbijemy wyrazenie (5.18) na sume o$miu sktadnikéw
i kazdy element bedziemy przeksztatca¢ osobno. Mamy zatem

p+L+1
)

R(p’L) (p(O) QO ) _

r(%+fyl+p+1)r(%+fn+L+1 s
K P(0) Q0 Z k>

5.20
Zp+L+2 2p+L+2I‘(2fyl + l)F(’y,.; -7 — )F(’y,.; ( )

S, = i Vlr(‘nr|+7H_'Yl_p)r(‘nr|+’}/ﬁ—’71—[z)
Ny (N + 6) ([ ] = DT (0| + 275)

_ i (Nnow — £)L (0| + 9 — 71 = )T (Ine| + 90 — 71 — L)
No,|re T ([ner | 4 27 + 1)

Np=—00

_ i 2710(ny + 95 =11 = p)L(ne + 9 — 71 — L)
T (ny + 279, + 1) ’

(5.21a)

n=0

[e.e]

SQ _ Z F(‘nT‘_‘_’YH_ﬁyl_p)r(‘nT‘—F’yH—"yl_L_l)
Nove(ne] — DTy +27,)

=0, (5.21b)

Np=—00

o0

Sy = Z (No,w + DI | + 96 =71 = )T (Ine| + 9 — 11 — L)
N—— 00 Niprw (N + &) (| = D1 + v — y0) T (|70 + 27)

_ i (Nnrn+1)(NnTn_ﬂ)F<‘nr|+7/-€_'71 _p)r<‘nr‘+7f€_’)/1 _L>
Nl ||| + 96 = y)T (] + 279, + 1)

Np=—00

B i 2k — )T(ne + 9% — 11 — DT (00 + 7 — 11 — L)
nl(ny 4+ v — 1)L (ny + 27, + 1)

: (5.21¢)

n,=0

o0

Sy = — Z (N, + Dnl(Ine] + 9 =71 = )T (Inr| + 9% =11 — L — 1)
—— Nir(Ing| = 1)! (’nr‘ + Y — YL (1] + 274)
. Z Q’YIF(nT + Ve — p)r(nr +%—7—L— 1)
(nr — 1)-(nr‘ + v — )T (nr + 27,)

np=

B Z 2nL(e + 9% =1 —p+ Dl + 9 =1 — L)
nel (g + v — 71+ DT (0 + 279, + 1)

nTO

_ Z 2nl(ne + 9 =1 —p)T(nr + 9% —n — L)
nr'F(nr + 27, + 1)

nr—O

N Z 20+ D)l + v = —p)I'(np + v — 11 — L)
Ny (nT + Y — 71+ 1)F(nr + 27 + 1) ’

(5.21d)

ny,=0

[e.9]

Ss Z ’Y%F(‘nr“’"}’n 1 —p—DI(n| +7 —m— L)
Ny, (0| — 1)'F(’nr‘ + 27k)

=0, (5.21e)

Np=—00
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[e.9]

S = ) (Nnow + Dnl(Ine] + 9% = —p = DI(ne[ + 9 —m — L —1)
np——o0 Niw(|ne| = DID ([0 | + 27%)

i 2l + v —n—p—Dl(ny 4+ —mn—L—-1)

0 (ny — DIT(ny + 274)

_ i 2L (ny + v — 71 — )L + 9 — 71 — L)
ny T (ny + 27, + 1)

: (5.21f)

n,=0

o0

S = - % (Noow + Dnl(nel + v = —p— DI(ns| + 96— — L)
N — 00 Now(Inr] = D(ne| + 3% — v0)T (0] + 27,)
_ Z 271 I( nﬂr% 7—p— DI +9—m — L)
o (ny — D0y + 7 — 1)L (00 + 27%)

B Z 21l + 9 —n —p)lne +9—n—L+1)
nel(ny + v — 71+ D0(ny + 279, + 1)

nT—O

_ Z QVIF(nr + 9% =7 —p)L'(ny + v —m — L)
nrlr(nr + 279 + 1)

n,=0
N i 2(L + Dl (ne +9 — 71 — p)T(ne + 96 — 711 — L)
nel(ny + 9 — v + D0(ny + 279, + 1)

, (5.21g)

n,=0

o

Sq = Z (Nn,w + 1) (Np,w + “)’Y%F(’m"’ + % —m—p—Dl(|n;|+7—m —L—1)
Npw (0] = D0 | + ve — 1) T (70| + 27%)
i 206+ Dyl (ne + 7 = —p— DIy + % — 11— L — 1)
(nr — DIy + 76 — 7)1 + 27)
o

Z 2(k+ 1)Vl (ny + v — 1 —p)L(ne + 9 — 11 — L)
nr!(nr + Y =7+ 1)P(nr + 279 + 1)

Np=—00

n,=0

(5.21h)

n,=0
Po skorzystaniu z dobrze znanej wtasnosci rekurencyjnej funkcji gamma Eulera
['(z+1) = 2I'(2), (5.22)
réwnanie (5.20) przyjmie postaé
(FoQy — a7 T+ Ap+ DT+ + L+1)
PO.QOJ T ZpkLA2 0+ LT (2y; + )T (s — 1 — ) (s — 71 — L)

X{ X T(ny +9 —71 —p)L(ny + 795 — 71 — L)

R®L)

K

K+1)+p+L+2
i )+ p ]ZO nl(ny + 7 — 71 + D0 (ny + 27, + 1)

Ny=—

[e.e]

k-1 Y F(nr+%—71—p)r(nr+%_%;L)}.

5.23
= nyl(ny + 95 — )00y + 279, + 1 ( )
Uwzgledniajac relacje

1 _ F(nr + Ve — ’Yl)

nr‘i"}/n_')/l B F(nr+7n_71+1)

(5.24)
oraz
1 _F(nr—k%—'yl—kl)
ne+y—m+1l Tp+v—m+2)
w wyrazeniu (5.23) mozemy dostrzec uogdlniona funkcje hipergeometryczna z jednostkowym argu-
mentem 3F5(1) [127,128]:

o ['(n+a)T'(n+az)l'(n+a3) T(a1)T(az2)T(a3) ai, ag, as
2 n!r(ln+bl)r(2n+b2) B rl(bl)rz(bQ) 3b2 ( 1b1,2b2 ’ ’1>

[Re(ln +by—a; —ay — a3) > 0] (526)

(5.25)

n=0
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Stosujac dodatkowo tozsamosé

Y= =k -1, (5.27)
otrzymujemy
ROD (P00 b D+ 1 +p+ DD (e + 1 + L +1)
K POQO ) T gp+L+2 2P+ LHIT (2, + )T (279, + 1)
o dmnm(s+ ) +p+ L+2] [ T e Loy L
Yo =7+ 1 Ve =M+ 2, 27+ 1 '
Tt N Yo =N =P Ve — N1 — L, v —m

- F. 1 b, 5.28
k+1 32( Yo =1+ 1 29 +1 )} (5:28)

Wyrazenie to mozna jeszcze uprosci¢ w oparciu o formute [mozliwa do wyprowadzenia z wyrazenia

(5.26)]

as+1,0 "’ (b—a3— I —a1)T'(b— a2)
(al—ag—l)(ag—ag—l) F ai, az, az +1 1
(a3+1)(b—a3—1) as+2,0 ’
[Re(b—a; —az) > —1]. (5.29)

re)ro—a — 1
3F2<a1,02,03_1> _ (O)T(b—a1—az+1)

Pozwoli to w réwnaniu (5.28) wyrazi¢ jedng z dwoch funkcji 3F5(1) poprzez druga. W ten sposéb
uzyskamy

ROD (F000) ag ™ TEn+p+L+2)
FO\PORW) T Zpt L2 9p+ Ll (g 4 1)1 (2 + 1)

X{—1+ [’71(%4'1)+p—|—1”’71(/{+1)+L+1]

('VK*’71+1)

F(ve+m+p+ 1)y +m+L+1)
T2y +p+L+2)T(2y, +1)

Ve =M =D V=V — L, v —1+1
F 1] 5. (5.30
X32< Yo =7 +2, 29 + 1 )} (5.30)

Stad, w oparciu o wzér (5.12), otrzymujemy

p+L+1 0
P (e 20 Sur +0 e e
Ly (4eo) Zp+L+2 ,.;:Z—oo( wL F On-1-1) 2P+ L (K +1)(2L 4+ 1)°T(291 + 1)
(r7#0)
o D)t p s+ 1) + L+ 1)
(Ve —m +1)

XT(%Jr'n +p+ )l (ve +7 +L+1)
(271 +p+ L+ 2)0(27, + 1)

X3F2<’7n—71—p, Yo = — Ly 4 —m1 + 1 1)}6213

’YH_71+272'YR+1 ’

gdzie elementy Qi(l}) tworzg tensor Q‘Z(l). Uogolniona multipolowa polaryzowalnos¢ atomu w stanie
podstawowym, af,; ;. jest zdefiniowana jako czynnik proporcjonalnoéci pomiedzy indukowanym

uogdlnionym elektrycznym momentem multipolowym Qﬁ(l) a tensorem C(Ll), okreslajacym wielkos¢
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pola zaburzajacego (4.1). Zwigzek ten jest nastepujacy®:
1 1
QY = (dreg)aly, p,CVY (p=1L,-L-1), (5.32)

gdzie

af & kD271 +p+ L +2)

P - 20 ) Op—I—
YEL—EL ZptLit2 g_:oo( WL ¥ Or,—L 1)2p+L(ﬁ+1)(2L+1)2r(2m+1)

(k7#0)

" _1+[’yl(ﬁ+1)+p+1][’yl(ﬁ+1)+L—|—1]
(’Yn_')’l"’_l)
Tty +p+ D+ +L+1)
D(2yi +p+ L+2)'(2y, + 1)
Yo =N =D Ve =N — Ly e = +1
F i1
X32< Vo =N+ 2, 29+ 1 >}

(p=L,—L—1). (533)

W kolejnych dwoch podrozdziatach przeanalizujemy z osobna obszary pdél dalekich i bliskich.

5.2 Atomowe polaryzowalnosci elektryczne

W przypadku p = L (pola dalekie) formula (5.33) opisuje standardowa multipolowa polaryzo-
walnoéé¢ elektryczna atomu aéL_)EL, ktérg w dalszej kolejnoéci bedziemy oznaczaé¢ w tradycyjny
spos6b jako ay,. Polaryzowalno$é ta moze by¢ réwnowaznie zdefiniowana poprzez wzér (4.35). Toz-
samo$¢ tych dwoch definicji tatwo wykazaé, poréwnujac réwnanie (4.36) z (5.12) i (5.32). Ze wzgledu
na obecno$¢ odpowiednich delt Kroneckera, wyrazenie (5.33) moze by¢ rozbite na dwa sktadniki z

k=Lik=—L—1. Tym samym multipolowa polaryzowalno$¢ oy, mozemy przepisa¢ w postaci
ar=or,+ar -1, (5.34)
gdzie
o - @™ 6T (23 + 2L + 2) {_1 (s + 1) + L+ 1P (3 + 71 + L+ 1)
’ Z2L+2 22L (K + 1) (2L + 1)2T' (2 + 1) (Ve =1+ DT(291 + 2L + 2)T(27,, + 1)
e L IR 1 (539

czyli jawnie

o G LT (2 + 2L +2) i LD DTy + L4 )
bk Z2L+2 22L(L, + 1)(2L + 1)20'(271 + 1) (v — 1 + DI(2y1 + 2L + 2)T(27, + 1)
Yv—-n—Ly-m-Ly-—mn+l
F i1 5.36
X?’Q( YL—mM+2 2+ 1 )] (5.36a)
oraz
o _ a" (L4+ D02y +2L +2) B (Lyy —L—=1)T?(ypp1 + 1+ L+ 1)
L,—-L-1 72L+2 22LL(2L + 1)2F(2’71 + 1) (7L+1 — 7+ 1)F(2’Yl + 9oL+ Q)F(Q’YL—H + 1)

Wyl [ VLT Loveyi—m—Lyeei—m+1 | (5.36b)
Y41 — M +2, 27041 + 1 ’

®Goérny indeks p w ab;  pp 1innych wielkosciach omawianych w tej rozprawie pozwala nam rozpatrywaé réwno-
czesnie przypadek pdl bliskich i dalekich. Nie nalezy myli¢ go z potega!
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Po zsumowaniu obu sktadowych otrzymujemy konicowe w pelni analityczne wyrazenie na statyczna
multipolowa polaryzowalno$é¢ elektryczng

a2l ['(2y, + 2L +2)
Z2LA2 2L (L + 1)(2L + 1)I'(2vy + 1)

Ly PLHEDPm+ )T+ + L4 1)
QL+ —n+)I2n +2L+2)0(2y. +1)

oy =

« 3 -7 —L,yvo—m—L,yp—m+1 q
YL =7 +2, 2y +1 ’
(L+1)*Ly — L—1)T?*(yp1+m + L+1)
2L+ 1) (ve+1 =1+ DF27 + 20 4+ 2)T' (2040 + 1)

Y1 =M — L, yvppr—m— L, ypyr —m + 1
X o F ;1 . 5.37
5 2( Vo1 — Y1+ 2, 2y + 1 )} (5:37)

Nalezy tu nadmieni¢, ze znajac polaryzowalno$é (5.37), znamy tez druga poprawke do energii E@),
okreslona poprzez formule (4.35). Rezultat otrzymany powyzej ma znacznie prostsza forme niz ana-
logiczne wyrazenia w artykulach Manakova i in. [66] oraz Zapryagaeva i in. [74], ktére zawieraja
duzo wigksza liczbe parametréw i uogélnionych funkeji hipergeometrycznych 3F5(1). Wzér na mul-
tipolowa polaryzowalnos$¢ uzyskano takze wczesniej w pracy autora [79], réwniez w tym przypadku
w bardziej ztozonej formie niz ta dana wyrazeniem (5.37).

W przypadku polaryzowalnosci dipolowej (L = 1) powyzsze réwnanie redukuje sie do postaci

W o~ G [ DEn D180 +12) (71 = 2T (2 + 1 +2)
z4 36 18(72 — 71 + 12y + DT (272 + 1)
Ye-n-—Lr-mnm-1Lr-n+l
x gF: 1), 5.38
32( Y2—7+ 2, 2y2+ 1 )1 (5.38)

zgodnej z wczesniejszymi wynikami [58,60]. W pracach [36-39,47, 48] wynik ten zostal podany w
bardziej ztozonej formie.

Na koniec tego podrozdziatu wyznaczymy jeszcze przyblizone formuty dla polaryzowalnoéci o, z
dokladnoécia do wyrazéw rzedu (aZ)2. Warto to zrobié¢, poniewaz w wielu pracach mozna odnalezé
wlasnie takie kwazi-relatywistyczne wyrazenia. Wykorzystujac przyblizenia

(a2)?
2|k

(5.39)

Ve = K] —

oraz

7 2 /
T(aye + a'y +b) = T(als| + d/|§] +b) [1 - (‘12) (;‘i' - ‘Z|> Walw] +d|&|+0) |, (5.40)

gdzie

¥(e) = = (5.41)

jest funkcja digamma, otrzymamy

YL—7+2, 2y +1 ’
202 +4L +1 0 4Lt + 213 —8L2 — 3L + 1

3F2<’YL—’71—L, Yy-—mn-—L,yp—m+1 ,1>

~ — 5.42
Troeis) Y armrnens iz (542)
oraz
Y1 =N —Lyypvi—m— Ly ypi -+l
F. 1) ~1. 5.43
’ 2( Vo1 =7+ 2, 2y + 1 ) (5:43)
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Biorac pod uwage wyrazenia (5.36) i (5.39)—(5.43), dochodzimy do

205 +7L* +6L% — L —1
L2(L +1)(L +2)(2L + 1)

SEHL(L L)!
arp g%L+2< +222)L(2 ) {1—(0¢Z)2 lw(2L+3)—¢(3)+

}

(5.44a)
oraz
a2F (L +1)(L + 2)(2L — 1)!
AL-L-1 = o113 92L—1
413 +10L% + 7L + 2
X {1 — (aZ)? l¢<2L+ 3 )+ g BQ(L ++2)(2L++ 3 } . (5.44D)

Dodajac do siebie réwnania (5.44a) i (5.44b), uzyskujemy kwazi-relatywistyczne przyblizenie mul-
tipolowej polaryzowalnosci elektrycznej

a2l (L + 2) (2L + 1))
Z2L+2 22L7,

X {1 —(aZ)? [¢(2L +3) —(3) +

ar

ALS + 1814 + 2213 + 712 —2 (5.45)
2L(L+1)(L + 2)(2L + 1)? ’ '

ktore jest tozsame z wynikami dostepnymi w literaturze [66,67,71,74] i erracie do [75]. Wykorzy-
stujac znang relacje rekurencyjna

Wz +1) = B(z) + % (5.46)

wyrazenie (5.45) mozemy uprosci¢ do postaci

a2F (L +2)(2L +1)!
ZQL+2 22LL

x {1 ~ (az)? [WL) —h(2)+

ar

1413 + 4312 + 40L + 15
2(L +1)(L+2)(2L 4 1)?

} . (5.47)

Jawne wyrazenia na kwazi-relatywistyczne przyblizenia dla a, z 1 < L < 4 sa nastepujace:

g ~ ﬁg {1 - ;i(azﬂ : (5.48)

g 26;15 {1 - ;(9)3(0[2)2] : (5.49)
g ~ 2% 5i5 { 253(@2) } (5.50)
R LI 551

Przypadek dipolowy (L = 1) pojawia sie w pracach [35-39,46,47,51,55,57], przy czym [51] zawiera
przyblizone wyrazenie. W artykule [77, réwnanie 34] podano bledna formule dla przypadku z L = 2,
tj. zamiast 560 powinno byé ggg; niestusznie skrytykowano tam réwniez formute (5.45), ktéra po
raz pierwszy wyprowadzili Manakov, Rapoport i Zapryagaev w [66].

Warto zauwazy¢, ze z réwnania (5.47) wynika natychmiast wyrazenie na nierelatywistyczna
polaryzowalnos¢ multipolowa

A a2F (L4 2)(20 +1)!
L - 72042 22LJ, ’

(5.52)

zgodne z wynikiem uzyskanym przez Dalgarno [65]. W pézniejszych latach formula ta pojawila sie
réwniez w wielu innych pracach, m.in. w [66-71,74-76,78].
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Na rysunkach 1-4 przedstawiono statyczne multipolowe polaryzowalnosci oy, (dla 1 < L < 4)
w funkcji liczby atomowej Z, gdzie poréwnano odpowiednie formuly relatywistyczne, kwazi-
relatywistyczne i nierelatywistyczne®. Wyrazenie kwazi-relatywistyczne, bedace tylko przyblizeniem
formuly relatywistycznej wykreslono w obszarze, w ktérym przyjmuje wartosé dodatnia (dla duzych
Z traci ono sens). Mozna wyraznie zauwazy¢, ze efekty relatywistyczne sa tym silniejsze im wieksza
jest liczba atomowa Z. Dla odpowiednio duzych Z uwzglednienie tylko poprawek rzedu (aZ)? (wy-
razenia kwazi-relatywistyczne) jest niewystarczajace i wazna jest znajomos$é analitycznych formut
relatywistycznych, ktére w pelni uwzgledniaja efekty relatywistyczne.

— relatywistyczna

—— kwazi —relatywistyczna

........ nierelatywistyczna

10—14“‘\“‘\“‘\“‘\

0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 1: Statyczna elektryczna polaryzowalnosé dipolowa o dla atomu jednoelektronowego w stanie
podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (5.38), kwazi-
relatywistycznej (5.48) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 1.

A\ MOST

SWszystkie wykresy przedstawione w rozprawie zostaly wykonane w skali logarytmicznej.
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— relatywistyczna

———— kwazi —relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

10—18‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 2: Statyczna elektryczna polaryzowalno$é kwadrupolowa ag dla atomu jednoelektronowego w
stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (5.37),

kwazi-relatywistycznej (5.49) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 2.

— relatywistyczna

———— kwazi —rel atywistyczna

........ nierelatywistyczna

o 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 3: Statyczna elektryczna polaryzowalno$é oktupolowa «g dla atomu jednoelektronowego w
stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (5.37),

kwazi-relatywistycznej (5.50) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 3.
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— relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 4: Statyczna elektryczna polaryzowalnosé heksadekapolowa a4 dla atomu jednoelektronowego
w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuty relatywistycznej (5.37),
kwazi-relatywistycznej (5.51) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 4.

Wartosci numeryczne dla elektrycznych polaryzowalnosci multipolowych od dipolowej (L = 1)
do heksadekapolowej (L = 4) w stanie podstawowym atomu wodoropodobnego dla wybranych
wartodci liczby atomowej Z, wyznaczone bezposrednio z analitycznej formuly (5.37), zostaly przed-
stawione w tabelach 1-4. Obliczenia zostaty wykonane dla dwoch wartoéci odwrotnosci statej struk-
tury subtelnej: o~ = 137.035 999 139 (CODATA 2014)7 [129] i o~ = 137.035 999 074 (CODATA
2010) [130], by umozliwi¢ poréwnanie wynikéw z pracami z [82,83]. Uzyskano bardzo dobra zgod-
no$¢ z wynikami uzyskanymi metodami numerycznymi przez Tanga i in. [82] i niewiele gorsza z
praca Filippina i in. [83].

Warto podkredlié¢, ze wykorzystywana warto$¢ odwrotnosci statej struktury subtelnej jest wiel-
koscia wyznaczona eksperymentalnie i w zwiazku z tym w pelnej formie jest ona podawana z
niepewnoscia pomiarows, tj. a~! = 137.035 999 139(31) (CODATA 2014), przy czym niepewnosé
pomiarowa zostala podana w nawiasie i dotyczy dwdch ostatnich cyfr znaczacych. Zatem warto
uwzglednié¢ ten fakt w wynikach numerycznych. Wobec tego, w tabeli 5 ponownie wyznaczono war-
tosci multipolowych polaryzowalnosci z analitycznej formuly (5.37) z 1 < L < 4 dla wybranych
jonéw wodoropodobnych. Mozna dostrzec, ze przy wiekszej liczbie atomowej Z wzgledna niepew-
no$¢ wynikéw stopniowo wzrasta.

"CODATA (Committee on Data for Science and Technology) — do jego statutowych zadan nalezy m. in. gro-
madzenie, analizowanie i udostepnianie wszystkich rodzajéw danych wynikajacych z eksperymentalnych pomiaréw i
obserwacji. Co kilka lat dane sg aktualizowane i obecnie najnowsza warto$¢ odwrotnosci stalej struktury subtelnej
pochodzi z 2014 roku. Poprzednia jej warto$é byta podana w 2010 roku.
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5.3 Stale ekranowania elektrycznego

Dla przypadku z p = —L — 1 w réwnaniu (5.33) otrzymujemy polaryzowalnosé pél bliskich
a;]f;}E 1, ktora zazwyczaj nosi nazwe multipolowej stalej ekranowania elektrycznego®. Wielko$é ta
okresla przeslanianie jadra przez chmure elektronowg i méwi nam o tym, jak duze pole elektryczne
wyindukuje si¢ w poblizu jadra atomu na skutek zewnetrznego pola elektrycznego. 7Z wyrazenia

(5.33) wynika, ze

—I—1 —L—1 —L—-1
QR EL = YBL—EL,L T YBL_EL—L—1’ (5.53)
gdzie
L1 _ 2|k 1 (1(k+1) = L][y1(k +1) + L + 1]
QEL—ELkx — 7y — 1+ —
Z(k+1)(2L +1) (Ve —m+1)

F('YH + 71— L)F('YH +vm+ L+ 1)
L2y + DT(27, + 1)

><3F2<7“_71+L+1’%_71_L’7”_71+1-1>}_ (5.54)

T =N+ 2 27+ 1 ’
Na pierwszy rzut oka powyzszy wzér wyglada réwnie skomplikowanie, jak formuta (5.35). Jednakze

z powodu szczegblnej postaci funkeji 3F5(1) moze zostaé ona znacznie uproszczona. W tym celu
wykorzystamy tozsamos¢ [128, réwnanie (7.4.4.1)]

3F2 ( ai, az, as 71) _ F(bQ)F(S) )3F2 ( bl — az, bl —as, a2 ’1>

b1, by F(bg — ag)r(s + a9 b1, s+ as
[s=b1+by —a1 —az2 —a3; Res>0; Re(ba—a2)>0]. (5.55)

Woéwezas réwnanie (5.54) przeksztalci si¢ do postaci

e 2|~ gt~ Lims+ D+ L+ 1]
BL=ELr = Z(x+1)(2L + 1)2 (e =+ D +m = L)

—-L+1,1,v%w—m—L
x 3F. 1) b 5.56
32(%—71+2,%+71—L+1 (5:56)

Tym samym dwie sktadowe z réwnania (5.53) mozemy zapisaé¢ jawnie jako

o=L-1 _ 2L 1 D+ DL +1) — I
BL—EL,L Z(L+1)(2L +1)2 (ve—m+DO+m—-1L)
_L—"_lalaFYL_fyl_L
X gF: i1 5.97a
32<7L—71+2,7L+71—L+1 ( )
oraz
oLl _ 2L+ 1 L+ 1)Ly —L-1)
EL—EL,—L-1 ZL(2L 4 1)2 (Vo1 —m + ) (ve+1 +1 — L)
_L+17 17 ’YL+1_’71_L
x 3 F 1) b 5.57b
’ 2<7L+1_71+277L+1+71_L+1 ( )

8W odréznieniu od polaryzowalnodci, stata ta w literaturze nie ma jednego typowego oznaczenia. Przyktadowo, w
pracy [97] jest to i, w [65] jest to oL, a w [85] oznaczono ja jako orr—wr. My pozostaniemy przy naszym oznaczeniu
L=1

ApLEL"
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a po ich zsumowaniu otrzymujemy analityczng formute na statycznag multipolowa stata ekranowania
elektrycznego

oLl 2 LA*(L+1)(y1 + 1)n(L+1) - L]
REZEL T ZL(L+1)(2L + 1) QL+ 1) -+ +m—1L)

_L+17 17 PYL_FYI_L
X 3k i1
’ 2<'YL_’71+2: yL+mn—L+1
L(L+1)2(y1 +1)(Ly — L —1)
CL+1)(vpv1—n+ D) +m—L)

X3F2 _L+17177L+1_71_L -1
V41—V +2, 1+ —L+17
a~t dla L =1
zZ < VAL2 — 1 . (5.58)
oflT dla L >2

Podane ograniczenie na liczbe atomowa Z, wynika z warunku zbieznosci catek radialnych w réw-
naniu (5.17) i zostalo szerzej oméwione w dodatku E. W przypadku pola dipolowego ograniczenie
to mozna by pominaé¢, poniewaz jest ono naturalne dla wszystkich obliczen relatywistycznych do-
tyczacych atomu wodoropodobnego w stanie podstawowym i traktujemy je jako domyslne dla calej
rozprawy. Uwzgledniamy je jednak dla wiekszej przejrzystoéci. Warto podkresli¢, ze wyrazenie
(5.58) zostalo podane w znacznie prostszej postaci niz jego odpowiednik w pracy Zapryagaeva i
in. [97].

Widoczne w réwnaniu (5.58) uogélnione funkcje hipergeometryczne 3F»(1) réznia sie wyraznie
od tych obecnych w wyrazeniu na multipolowa polaryzowalnos$é (5.37). W przypadku multipolowych
stalych ekranowania elektrycznego (5.58) dla konkretnych wartosci L obie funkcje 3F>(1) dadza
zastapié sie wyrazeniami elementarnymi, nie zawierajacymi funkcji specjalnych®. Jawne formuty

na aﬁf;}g 1, dla zakresu 1 < L < 4 s3 nastepujace:

_ 1 _

api g = 7 (Z <a 1) ) (5.59)

1 10492 + 11071 — 79 V15
053 gy = = A LN Z<a X2 (5.60)

Z152v1 +7)(4y — 1) 4
ot 1 2064~ + 14764~ + 309687 + 7181y, — 17177 7 < a1 V35 (5.61)
B3=E3 7 42(yy +7)(2v1 + T) (41 + 11) (671 — 1) 6 /)’ ‘
5 1 14208+ + 25118477 + 1662556~ + 48134043 + 5195413~2 — 8627407, — 3136025

e T g 90(71 +5)(n +7)(2n +5)(Zn +23) (4 + 1) (B3 — 1)
<Z < al?"gﬁ> : (5.62)

Wynik dla dipolowej stalej ekranowania elektrycznego tozsamy z (5.59), zostal réwniez uzyskany
w pracach Zapryagaeva i in. [74,97] oraz Stefanskiej i Szmytkowskiego [96].

Analogicznie, jak w poprzednich rozdziatach, wyznaczymy teraz przyblizone wyrazenia kwazi-
relatywistyczne. W odroéznieniu od rozdzialu 5.2, tutaj czynnosé ta jest bardziej ztozona. Biorac

9W tym przypadku uogdlniona funkcja hipergeometryczna 3 F»(1) posiada gérny parametr bedacy liczba, calkowita,
niedodatnia, co skutkuje, ze z nieskorficzonej sumy obecnej w definicji tej funkcji [por. réwnanie (5.26)] niezerowa jest
tylko skoniczona liczba wyrazéw.
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pod uwage relacje (5.39) i (5.40), otrzymamy

3F2 _L+1)1)7L_71_L 1
VL-—n+2,w+n-L+1’

3L+1 L—-1

s+ @ )24L(L 1)

12 _5 (L—l)(L—2)3F2< ~L+3,1,1 1)]

2L+1) | 3(L+2) L+34
(5.63)
oraz
3F _L+17 1afyL+1_’yl_L X
Yo+1 =M +2, L+ —L+17
L(L—1) —L+2,1,1
~ 1—(aZ)? F: S 5.64

Jak widaé, w obu przypadkach wspétczynniki przy (aZ)? zawieraja uogdlnione funkcje hiperge-
ometryczne. Stosujac formule z pracy [85, réwnanie (E.10)], otrzymamy

3% ( _212314 ! ;1) = —3(L2J£(2£(iL1)+ 1) S Z(QL)(_%;L 2, [W(2L + 1) — (L + 2)]
(5.65)
—L+3,1,1 \ _ 3(L+2)5L+1)  6(L+2)(2L+1)
3F2< L+3’4 ’1> - 2L(L—1) + (L—l)(L—2) W}(2L)_¢(L+2)]
(5.66)

(osobliwosci dla L = 11 L = 2 w powyzszych wzorach mozna wyeliminowaé z uzyciem reguly de
I'Hospitala). Idac dalej, réwnania (5.63) i (5.64) mozemy przeksztalcié¢ do postaci

3F2 _L+17177L_71_L 1
v-—m+2,y+m—-—L+17

3L+1 L(L—1)(2L +1) L1
ST iy WL“)—WLH)—QLH] (5.67)
oraz
F —-L+1, 1, ypyp1—m—L 1
e Yo+l =N+ 2, Y41+ —L+17
2L +1 L(BL +7
~ 1-(aZ)’ LL [w@“l)—w(un— 4(Li1)(;L>+1)]. (5.68)

Stosujac formutly (5.39), (5.67) oraz (5.68) do wzordéw (5.57a) i (5.57b), uzyskamy

—L—1 2
6% ~
EL—EL,L Z(L—{— 1)(2L + 1)

6L+ I3+ 12—-2L—2

1
IL(L = 1)L+ 1) ” (5.69)

X {1 - (aZ)2L% [1/1(2L +1)—(L+1)+

oraz

i 2 , L 212 4+ 7L + 1
OpLBL—L[—1 ~ ZL(QLJFD{l — (aZ) 11 [w@L +1)—¢p(L+1)— 4(2L+1)] } (5.69b)

44


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Po zsumowaniu obu skladowych w oparciu o relacje (5.53) otrzymujemy kwazi-relatywistyczne
przyblizenie multipolowej statej ekranowania elektrycznego

L1 2 92L —1 LP—2L*+L-1
O‘EL*EL_ZL(LJFU{l_(O‘Z) a1 VLT m v D e H (5.70)

Nalezy podkresli¢, ze réwnanie (5.70) jest réwnowazne bardziej zlozonej formule zawartej w pracy
Kaneko [67, réwnanie (37)], jesli (2] — 2)! zastapimy poprzez (20 — n)!. Konkretne wartosci tego
przyblizenia wyznaczone z wyrazenia (5.70) dla 1 < L < 4 to:

gt g = % (formuta dokladna), (5.71)
O = 55 L 2 @2)?). (5.72)
B33 ;(15 [1 - 23(042)2] ) (5.73)
ad o~ %%O [1 _ ;ig(azﬂ . (5.74)

Poréwnujac powyzsze wyniki z ich odpowiednikami dostepnymi w literaturze, mozna stwierdzi¢,
ze kwazi-relatywistyczne przyblizenia dla o@f:}E ; Pprzedstawione w pracach Zapryagaeva i in. [97,
réwnanie (3)] oraz [74, réwnanie (4.41)] sa poprawne dla L = 1 oraz L = 3, natomiast przy L = 2
czynniki kg oraz Ky powinny mie¢ wartosé 2/5 zamiast 59/150.
W granicy czysto nierelatywistycznej z formuly (5.70) otrzymujemy
—L—1(nr) 2

OBL—EL — ZLIL+ 1) (5.75)

Wyrazenie to zostalo podane po raz pierwszy przez Dalgarno [65]. Formula ta pojawia sie takze w
wielu p6Zniejszych pracach [67-69,71,74,76,97]. Nalezy podkresli¢, ze w przypadku pola dipolowego
(L = 1) stala ekranowania elektrycznego przyjmuje postaé, ktéra jest identyczna zaréwno w ujeciu
relatywistycznym, jak i nierelatywistycznym [por. réwnania (5.59) i (5.75) z L = 1]. Jest to jedyna
taka wielkos¢ sposréd przedstawionych w niniejszej rozprawie.

Na rysunkach 5-7 przedstawiono wartosci bezwgledne multipolowych statych ekranowania elek-
trycznego aﬁf;}EL dla 2 < L < 4 w funkgcji liczby atomowej Z (pominieto przypadek dipolowy,
ktorego zachowanie jest trywialne). Stalte te dla odpowiednio duzej liczby atomowej zmieniaja znak
z dodatniego na ujemny, co jest widoczne na wykresach w postaci zmiany monotonicznosci funkcji.
Efekt ten objawia sie tylko dla formul czysto relatywistycznych. Dokladna analiza numeryczna po-
kazuje, ze dla kwadrupolowej staltej ekranowania elektrycznego znak ujemny pojawia sie poczawszy
od Z = 120, dla oktupolowej od Z = 113, a dla heksadekapolowej od Z = 106. Widzimy tu, ze
wraz ze wzrostem rzedu multipolowosci pola elektrycznego (4.1), zmiana znaku stalej ekranowania
nastepuje dla coraz nizszych wartosci liczby atomowej Z.

Z uwagi na elementarna strukture wyrazen (5.59)—(5.62) pominieto wyznaczanie wartosci nu-
merycznych tych wielkoéci. W dalszym ciagu rozprawy postapimy tak réwniez dla innych formut,
ktére nie beda zawiera¢ funkcji specjalnych.
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10t 3 _ relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

-3
‘CV E2- EZ‘

107;

10—8: S S S S S RO SRS |
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 5: Warto$¢ bezwzgledna statycznej kwadrupolowej stalej ekranowania elektrycznego agg’ﬂm
dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie
formuly relatywistycznej (5.60), kwazi-relatywistycznej (5.72) i nierelatywistycznej (5.75) z L = 2.

— relatywistyczna

———— kwazi —rel atywistyczna

........ nierelatywistyczna

-
Ll
<I'-OLII'E) 10—4§
e
1075?
106}
107
10—87"‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 6: Wartos¢ bezwzgledna statycznej oktupolowej statej ekranowania elektrycznego aggl_)Eg dla
atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie
formuly relatywistycznej (5.61), kwazi-relatywistycznej (5.73) i nierelatywistycznej (5.75) z L = 3.
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10t 3 e relatywistyczna
100
i ———— kwazi —relatywistyczna
/ -------- nierelatywistyczna
LLl
T i
L‘I"E 1041
3 R
10°5¢
10°%;
107k
10—8: 1 P R 1 P SO N SR
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 7: Wartoé¢ bezwzgledna statycznej heksadekapolowej statej ekranowania elektrycznego agji’ﬁE 4
dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie
formuly relatywistycznej (5.62), kwazi-relatywistycznej (5.74) i nierelatywistycznej (5.75) z L = 4.
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6 Indukowane multipolowe momenty magnetyczne i zwigzane z
nimi podatnosci krzyzowe

6.1 Uogoblnione magnetyczne momenty multipolowe

W rozdziale 3 wykazaliémy, ze atom wodoropodobny posiada trwaly dipolowy moment ma-
gnetyczny (3.32). Jednym z celéw tego rozdziatu bedzie wyznaczenie uogélnionych magnetycznych
momentéw multipolowych indukujacych sie w atomie na skutek zaburzenia (4.4). Z formuly (2.18)
uzyskamy°

p(l) _ i AT AN+ 1)
Mo gl 2A+1 R3

M S (n,) - iVr)  (p=A-A-1),  (61)

przy czym

j(l)(r) = —ec [\II(O)T(T)a\I/(l)(r) + \I/(l)T(T)a\II(O) (r)} (6.2)

jest gestoscia pradu elektrycznego w atomie, ktéra wyindukuje sie na skutek zaburzenia (4.4).
Prowadzi nas to do

iec dr AN+ 1
Py A+1) &Pty (ny) - [\II(O)T(r)a\I/(l)(r) + 0D () au® (r)]

M
A p+1 220+1  Jr

(p=X,—-A—1). (6.3)
Pamigtajac o wlasnosci (5.4), powyzsze wyrazenie mozemy przepisa¢ w formie
1 ~p(1 ~p(1)x
MY = MED 4 (=MD" (p= X —A - 1), (6.4)
gdzie

~p(1) _ lec AT AN+ 1)

_ 3p Py (0)T YD ) =\ -A—1). .
A p+1 22+ 1 R3 drr (r)ex Au(n’“) (r) (p=A—A ) (6.5)

Wiedzac, ze poprawka do funkcji falowej (M) (r) dana jest wyrazeniem (4.15), dochodzimy do

. L
=) 714%620 AA+1) (1)
My’ = p+1 \/(2)\+1)(2L+1) M;LCLM

x / Pr [ & 0O )P Y (0,) GO (r, 1) EY g (0 8O (1)
R3 R3
(p=X —A—1). (6.6)

ONalezy tu przypomnieé, ze z wspomnianej formuty wykluczyliémy momenty monopolowe i tym samym beda nas
interesowaé rezultaty dla A > 1.

48


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

W kolejnym kroku z réwnan na funkcje falowa (3.5), (3.9) oraz funkcje Greena (4.16) uzyskujemy

p(l) dre AA+1)
= —(4
M (dmeo) +1\/(2)\+1)(2L+ 1)
k| —1/2 1/2 1/2

X Z Z > X, > a “m’CLM

K=—00 M=—L my=—|k|+1/2m=—1/2m/'=—1/2
(k#0)

X l<le|U : Y)\LQnmNMQnmN |YLM971m’>

X /Ooo dr /OOO dr'Q(O) (r)rpg(((jr)ﬂﬁ(r, r’)r'LP(O) (r")
+(Qim|o - Y/\);\LQnm,g><Q—nm,i‘YLMQIm>
X /OO dr /OO dr’ QU ('r)rpg((i)_)n(r, 't QO ()
—(Q_1m|o - YAMQ_,@mKM e | YIM Q1)
/ dr / dr’ PO)rg?, ), (r, ) PO
—(Q-imlo YAuQ—anQ—mK Y Q)

X /0 dr/o dr’ P (r)rpgéo_)_)ﬁ(r, 't QO () (p=A-A—-1). (6.7)

Nastepnie przy pomocy tozsamosci (C.3) i (C.2) otrzymamy

 (4meo)c 47

p+1 \/ 2A+1)(2L +1)
|| —1/2 1/2 1/2

CEOYY Y Y deact)

Kk=—00 M=—Lmy=—|s|+1/2m=—1/2m/'=—1/2
(k7#0)

X (K = 1) (Qm | Yruemu) (Qremn | Y007 Q170

/ d’r/ dr’Q(O)(T)rpg( ()++)( ,r’)r'LP(O)(r’)

A p(1
MY

X

+/ dr/ dr’ QU g(Jr » (r, ’)T'LQ(O)(T’)
+/ dr/ dr’ p© (r)r géo_)ﬂﬁ(r, r’)r’LP(O)(T’)
0 0

+/0 d?“/o dr' PO (T)Tpgé(l)_)ﬁ(r, T/)T/LQ(O) (7“/)‘| (p=X\-A—1) (6.8

i dalej

o

~p1) _  (4meg)c 47 L) (Q©, PO
M = T oo (5= DEPY (o o)

)
k|—1/2 1/2 1/2
X Z Z Z Z a, am’CLM Q 1m|YApQ—HmH><Qan|YLMQ—1m’>

M=—Lmg=—|k|4+1/2m=—1/2m/=—1/2
(p =A-A- 1)7 (69)
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(p,L) (Q©®,p©) . , . . . .
gdzie Ry ( P(0) Q<0)> zostalo zdefiniowane réwnaniem (4.27). Wykonujac caltkowania po zmiennych
’ ()

katowych w oparciu o formule (C.14), widzimy, ze M ) Jest niezerowe tylko dla A = L F 1, t].

Mﬁi = MY, 5/\L |+ M 5)\L+1 (p=A-A-1). (6.10)

W tych dwdéch przypadkach otrzymamy

~p(1) B L—1 (p,L) (Q© p(0)
ML*I,,U, - _(471-60)6 <p + 1)(4L2 _ 1) RL (P(0)7Q(0))

X [— VI =2 (\611/2|2 - |a_1/2|2) C(Llu) + \/(L +p)(L+p+1) a1/2ai1/2cg,2¢+1

e el =110 (6.11)
oraz
~p(1) _ L+2 (p,L) (Q© p)
Mpyy = —(re)e (p+1)(2L+1)(2L + 3)R*L*1 (P<0>,Q<°>)

x Wm (laaal? ~ lajol®) €8) 4 /(L = (L = o+ 1) agppa® yoCF

ST @) a;/2a_1/2c<L{L_1] (p=L+1,—L—2). (6.12)

Po skorzystaniu z relacji (6.4) i (3.31), dochodzimy do

MY = MED sy o1+ MED6 1, (6.13)
gdzie
p() 2(L 1) (L) (Q©,PO)
Mrsy = —Ureo)er oy -y (Porgo)
x {— VI? = 12 nC) + ST+ (@ +p+ voact)
+\/%(L — W)L —p+1) ulcgi_l] (p=L—1,-L) (6.14)
oraz
p(1) 2(L+2) (L) (Q© PO
M = Um0l e Br T e+ 3) i (Porgo)

x[ L+ 12— 2unCl) /L= (L= p+ Dvacth,

+\/%(L + ) (L +p+1) mCSL_I] (p=L+1,-L—-2).  (6.15)

Widzimy wigc, ze multipolowe pole elektryczne rzedu L, dane wzorem (4.1) wyindukuje w stanie
podstawowym atomu magnetyczne momenty multipolowe rzedu L — 1 i L + 1; wyjatek nastepuje
dla pola dipolowego (L = 1), kiedy to wyindukuje sie tylko moment kwadrupolowy.

Rozwazmy iloczyn tensorowy rzedu A pomiedzy wektorem v, zdefiniowanym réwnaniem (3.30),
a tensorem sferycznym C(Ll)
iloczynu wyrazaja sie nastepujaco [119, rozdzial 3.1.7]:

, charakteryzujacym elektryczne pole multipolowe. Sktadowe takiego

1 L
{I/®C } Z Z (ImLM|Ap)vmC LMv (6.16)
m=—1M=
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gdzie (ImLM |Au) sa wybranymi wspolczynnikami Clebscha—Gordana, ktérych podstawowe wla-
snosci opisano w dodatku A. Tym samym

1
1
{I/ ® C(Ll)}m = ZlﬂmL, w— m|)\,u>1/mcgzl_m. (6.17)
W oparciu o powyzsza formule i tabele 11 (dodatek A) uzyskamy
L(2L +1) {u ® C(Ll)}Li1 L= Ve wC) + AL+ )L+ p+ vl
/3L =L~ Dumed) (6.18)
oraz
1 1
Ja+neL+n{ve c(L)}LH# = JL+1)2 - p2uc)
/B =)@~ pt+ vl
ST L+ p+ mel) (6.19)
Poréwnujac wyrazenia (6.14) z (6.18) i (6.15) z (6.19), dochodzimy do
1) _ 2(L-1) L (L) (Q© PO (1)
Mifip = —Umeo)e prDEL-D\ Lt (o) {reocs }L—Lu
(p=L—-1,-L) (6.20)

oraz

1) L 2(L+2) L+1 o) (@O po (1)
Miby = —Ureo)e G+ DRL+3)\ 2L 1 i <P(°>7Q‘°)) {V 9L }L+1,u
(p=L+1,—L—2). (6.21)

Powyzsze dwa rownania mozemy zapisa¢ w jednolitej formie

P _ 2v2p (L) (Q©,PO) (1)
My = e VR o L) (Forgm) {rect’},

(p=X\-A—1 A=L=F1), (6.22)

gdzie
1 L dlax=L-1
“*__2(A_L)(A+L+1)_{—L—1 dla A= L+1. (6.23)
Pozostaje nam wyznaczy¢ wartosé
0© p(0) > 1 o0
RED (Boho) = X 5 | drm [QO@)S0, )+ PO, ()]
nrp=—o00 Unp.ky — 170
[o¢]
X 0 dT, r/L I:ll’lﬁ(l(,)r)fﬂ)\P(O) (T/)ST(I(Z)HA (r/) + Q(O) (T,)TTSBE{)\ (T/):| : (624)
Calkowania po zmiennych radialnych wykonamy w oparciu o formute (D.19), uzyskujac
R(L) (Q<0>,P<0)) adf™ T+t D0k i+ LF 1)
o APO.QO ZoHEAL L2 (29 + DT (i, — 71 = P)T(Vey =71 — L)
8 i L(lnel + ve —m =)L (00| + 90y — 11 — L — 1)
N —00 Nnrm(|nr| = DIC(|ny| + 2’Ym)
" KWWH%A -n—L—-1 _1)
an@\ + k)
N, 1 —-m—-—L—-1
ey T (’nr‘ + Yoy — M1 _ 71>:| ' (625)
|nr| + TYex — 71 Nnrn,\ + K
ol
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Postepujac analogicznie jak w poprzednim rozdziale, rozdzielimy powyzsze wyrazenie na sktadowe,

tj.
R(p L) (Q(O) P(o)) aag+L+1 F(Yey +71+2+ D0 (e, + 11+ L+1) Z s,
PO QO Zp+IHT 2pFL20 (2y; + D) (v, — 71 — 2)D(Yey — 71 — )

(6.26)

gdzie

S, = Z VL] + 96, =71 = P)T(ne| + 96, — 11 — L)
Nr—— 00 Niyrsy (Nnyrsy + “)\)(|nr| = DIT(Iny| + 274,

_ i (Nnrm\ - KA)71F(|nr| + Yoy — M _p) (|nr’ + Yoy — V1 — L)
nyp=—00 Nnr'ﬂ|nr|!r(|nr| + 2’75/\ + 1)

B i 2710 (0 + Yy =71 =D)L (0 + Yey — 11 — L)
nelD(ny + 27, + 1) ’

(6.27a)

ny=0

oo

Sy = Z F(’nr"’_’}/m\_’Yl_p)r(|nr|+%ﬂ—’71—[z—1)
Ar——00 N,y (Ine| = DI (Ing| + 27, )

— 0, (6.27b)

83 — i (Nnrﬂ)\ + 1)F(|n7'| + ’YH)\ - 71— p)F(|nr| + ’Ym -7 — L)
oo Niwra Ny + E2)([nr] = DI(ne| + 3 = 1) (10| + 276,)

_ i (Nnr/-c)\ + 1>(NTLTH>\ - K‘/\)F(‘nr‘ + VYex — V1 — p)r(|n7“| + Vex — 1 — L)
Nr——o0 N,y [ [ (Ine | + viey = y1)T(Ine] + 2796, +1)

_ i 2(kx — 0y + Yy, =71 — P)L(r + Yy — 11 — L)
ny=0 nT!(nr + Vrx — ’71)1—\(”7’ + 27, + 1) ’

(6.27¢)

[e.e]

S = - % (Nuowy + Dl (|ne] + 95y =71 = p)D(0e] + 96, =11 — L= 1)
np=—00 Noyrsy (0] = DI(ne| + v, — )T (70| + 29, )
_ Z 2nL (e +9e = =)L + 9, —n — L —1)
nr:O (nr — 1)'(”r ‘|' Yiex — YL (0 + 274, )
_ Z 2910 (ny + 96y — 11 —p+ D0y + v, — 11 — L)
n Ny + Yy, — 71+ D (ny + 27,0, + 1)

n,«70

B Z 20 + 96, = =)L (0 + Yy — 11 — L)
n\(ny + 2795, +1)

n,=0

N i 2(p+ )l (ny + Yoy — 11 — )Ly + Yy, — 11 — L)
nel(ny 4+ e, — M1 + D0(ny + 29,, + 1) ’

(6.27d)

n,=0

przy czym przeksztalcenia zostaly przeprowadzone w oparciu o wlasnosci (5.16) i (5.19) liczby
Ny, . Po wstawieniu wyrazen (6.27a)—(6.27d) do wzoru (6.26) otrzymujemy
RED (90 Cadf™ T+ p+ DI, + 1+ L+ 1)

AP ZrHLA LT (291 + DE (e, = 71— ) (s — 71— L)

y i Y1 (p + DT(ny 4+ sy — 71 — P)L(0y + Yy — 71 — L)
el (e +Ye, — 71 + D (e + 279, + 1)

ny,=0

(B = DI + 96, = —p)L(nr + 9%y — 11 — L)
(e + Y, — )T + 29, + 1) ’

(6.28)
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co w oparciu o relacje (5.24)—(5.27) prowadzi do

R(®.L) (Q@%P(O))  ad "M D A+ DT (e, A1+ L+ 1)
KX P©),Q0) - Zp+L+1 2P+L+1F(2,}/1 4 1)11(2,.}/"{A + 1)

X[ ’Yl(p"’_l) F2<PYH)\_'YI_paPYH)\_’YI_LafyH)\_le"i_l.1)

/YHA_71+13 VHA_71+2727/6/\+1 ’

SO (T TR T w0 e T ) (g0
Ky +1 ’7&,\_71"’_1727@\—’_1

Eliminujac jedna z funkcji 3F»(1) w powyzszym wzorze przy uzyciu tozsamosci (5.29), dostajemy

L+1
RO (G020 adf ™ TN +p+L+2)

kx  \P0) QO  ZpHLAL p LT (g + 1)T(2; + 1)

(P+Dyi(rx+ 1)+ L+ 10y, + 11 +p+ D (s, +m1 + L+ 1)
X< —14+
(Yey =11+ DL 2v1 +p+ L+ 2)T'(2y,, + 1)

X3F2 ’YI@\_’yl_pv’YKA_’Yl_Lv’YIi)\_’Yl—'_]-.1 ) (630)
Vrn =1+ 2, 296, + 1 ’

Wykorzystujac powyzsze wyrazenie w réwnaniu (6.22), uzyskujemy uogdlnione magnetyczne mo-
menty multipolowe

aag+L+1 V2pl'(2y1 +p+ L +2)

Zp+LALl optL JOL + )M+ L+ 1)(ky + 1)(2A + 1)T'(2y; + 1)

(P+Dhyi(rx+ 1)+ L+10(ys, + 11 +p+ Dk, + M1 + L+ 1)
X< —14+
(Yey =11+ )P (2v1 +p+ L+ 2)T(2v,, + 1)

Mf\(l) = (4meg)c

Vex =V =P Yy — V1 — Ly Yoy — 1 (1)
x 3 F A A A i1 vC
’ 2( Yrx = Y1+ 2, 29, + 1 )}{ @ Ci'},

(p=A\-A—1; A=L=F1). (6.31)
Ostatni wzér mozemy przepisa¢ w formie
MY = (4reg)cal {'/LC(LU}A (p=X\-A—1 A=LF1) (6.32)
A 0 EL—MM\ <10L0|)\0> ’ ’ ’ .
gdzie odpowiedni wspotczynnik Clebscha—Gordana ma postaé
A+L+1
10L0|A0) = (A= L)y ——— A=LF1 .
(0L0A0) = (A= L) [ (=L ), (6.33)

a wyodrebniony staly czynnik o, \y jest uogélniona multipolows elektryczno-magnetyczna po-
datnoscia krzyzowa dana wyrazeniem
y _agg™ p(\— LT (21 +p+L+2)
EL—MA Zp LAl oL (g, + 1) (20 + 1)(2L + DT(2y1 + 1)

(P4 D[yi(kx + 1)+ L+ 1T (ye, +71+ 0+ D (Yey + 71+ L+ 1)
X< =14+
(Ve =11+ P27 +p+ L+ 2)T (27, + 1)

PYK)\_FYI+27 2’7HA+]~ ’
(p=XAN—-A—1;, A=L=F1). (6.34)

X3F2<’)/I€)\_’71_p7 Wli)\_’yl—La ’7@‘714'1 1)}

W kolejnych dwoch podrozdziatach powyzszag formule poddamy bardziej wnikliwej analizie, rozpa-
trujac jej poszczegdlne przypadki.
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6.2 Elektryczno-magnetyczne podatnosci krzyzowe pdl dalekich

Oméwimy teraz dokladniej obszar pdl dalekich, tj. gdy p = A. Wéwczas z réwnania (6.34)
otrzymamy elektryczno-magnetyczne podatnosci pdl dalekich w postaci
" _ag)tEtt AN = L)T(271 + A+ L +2)
EL=MA ™ 70+ L+ 90 L (g, +1)(2A + 1) (2L + 1)T(2y1 + 1)
o A+ D(Ea+ D)+ L+ 1T (v, + 71 + A+ D0 4y + 11+ L+ 1)
(Yer — 71+ D02 + A+ L+ 2)T (274, + 1)

Yex =YL= A Yoy =M1 — Ly Yy — 11+ 1
x 3 I A A A 01 A=LF1),
5 2( ,YKA771+25 Q’YHA‘Fl >} ( :F)

(6.35)

gdzie k) dana jest poprzez wzér (6.23). Tym samym, wyrazenia na statyczne elektryczno-
magnetyczne multipolowe podatnoéci krzyzowe pol dalekich mozemy podaé¢ w formie:

1 aall (L —1)T(2y; +2L + 1)

YBL-M(L-1) T 720 92L-1(L 4 1)(4L2 — 1)D(271 + 1)
y [1 LI+ D)+ DO+ + D0+ + L+ 1)

(ve —m+1D)T2y +2L+ 1) 2y + 1)

v-n—L yp—-—m—-—L+1,yvy—7m+1
F: 01 6.36
X32< L=+ 2, 29+ 1 ’ (6.36)

oraz
S _ aadtt? (L + 1)T(2y1 + 2L + 3)
BL—=M(L+1) Z2L+2 2LH1L(2L 4+ 1)(2L + 3)T'(2y1 + 1)

|14 (L+2)(Lyn—L—-DI(yvp1+m+ L+ DI (yvpe1 +m + L+ 2)
(Yo+1 —m + D271 + 2L+ 3)T'(2yp41 + 1)

X 3Fy Y- L-Lyppi—mn—Loyp-m+l )| (6.37)
Yo+1 — Y1+ 2, 2vp41 +1 7

Z duzym prawdopodobienstwem mozna stwierdzi¢, ze dla dowolnego L wielkosci (6.36) i (6.37) nie
byly rozpatrywane nigdy wczesniej przez innych autoréw (zaréwno w ujeciu relatywistycznym, jak
i nierelatywistycznym).
W szczegblnym przypadku, gdy zaburzenie jest elektrycznym polem dipolowym (L = 1), prawa
strona réwnania (6.36) redukuje si¢ do zerall, podczas gdy z formuty (6.37) uzyskujemy
, aal T(291+5)

o _ aay 1@n+5) 3 —2)T(v2+m +2)T(v2 +m +3)
=2 Z1 60T (21 + 1)

(2 =71+ D)2y +5)T(2v2 + 1)

><3F2<72_71_2’72_71_1’72_71+1;1)]. (6.38)

Y2—7+2 272+1
Do do powyzszego wyrazenia mozemy zastosowaé tozsamosé (5.29), otrzymujac

aad T'(2y1 + 5)

2 _agg (M =2) 2+ )2 +m+2)P(2 +71 +3)
El=M2 Z4 2401 (2y;)

L2y +5)'(272 + 1)

Ye—-Mm—2,72—-—N—1,r-—m
x 3 I .1 6.39
32( Yo—y1+1, 2y9+1 ’)]’ (6.39)

"Nawet gdyby tak nie bylo, to wyrazenie to i tak nie miatoby sensu fizycznego, poniewaz juz w rozdziale 2
wykluczyliémy istnienie magnetycznych momentéw monopolowych i tym samym zwiazanych z nimi odpowiednich
podatnosci krzyzowych.
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co jest zgodne z wynikiem zawartym w pracy Szmytkowskiego i Stefanskiej [86, réwnanie (4.24)].

Wyznaczymy teraz kwazi-relatywistyczne przyblizenia podatnosci krzyzowych aéjLFLM( LF1)"
W oparciu o relacje (5.39) i (5.40) otrzymamy przyblizenia funkcji hipergeometrycznych wyste-
pujacych w wyrazeniach (6.36) i (6.37), tj.

vw-—n-Lyvw-mn-L+lLy-mn+1 2 L-1
F 1) ~1-(aZ 6.40
32( Y- +2 29+ 1 ) soheryy &0
oraz
Yerr—n—L-1 vy —m—L, by —m+1 2 L
F: 1) ~1—(aZ .
’ 2( Y41 =N+ 2, 2y +1 (aZ) 2(L + 2)(2L + 3)
(6.41)
Stosujac réwnania (5.39), (5.40) i (6.40) do formuty (6.36), uzyskamy
G _ aagh (2’ (L —1)%(2L3 +5L% + 4L + 2)(2L — 2)! (6.42)
EL-M(L-1) — 72L 22LL(L +1)(2L + 1) )
Dla 2 < L < 5 wzor (6.42) przyjmuje postacie:
aad 23
My i1 Z—fl—zo(aZ)Q, (6.43)
aad 113
s 2 ™ Fg(aZ)Q, (6.44)
aaf 1017
iz ™ Z—£3—2(aZ)2. (6.45)
10
4 aag” 8337 5
~ ————(al)”. 4
QE5—M4 710 11 (aZ) (6.46)

Nastepnie w oparciu o wyrazenia (5.39), (5.40) i (6.41) mozemy znalez¢ aproksymacje réwnania
(6.37) w postaci

L+1 _aa"? (L+2)(2L +2)!
YBL-M(L+1) = p2L+2 920427,

< {1 ~ (az2)? [w(2L +4) — (2)

L(2L* +9L3 + 17L% + 17L + 8) } }
2(L+1)2(L+2)2L +1)(2L +3)] )’

(6.47)
przy czym dla 1 < L < 4: A
9 aay 9 409 2]
~ ——— |1 - —(af 4
ohiwe = S5 1= 3002, (6.45)
6
3 _ aag 45 1793 9
QFg M3 = 76 o [ - 71260(0(2) ) (6.49)
8
4 aag 525 { 3317 2]
~—— 11— —(as .
10
5 aagy 42525 [ 759449 2]
~ — . 6.51

Z réwnan (6.42) i (6.47) natychmiast uzyskujemy nierelatywistyczne podatnosci krzyzowe, tj.

L—1(nr)

Oprp—M(L-1) = Y (6.52)
oraz -
o L) _aay” T (L +2)(2L + 2)! (6.53)
EL—M(L+1) — 72L+2 92L+2], :
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Analizujac otrzymane rezultaty, warto zaznaczy¢, ze niezaleznie od wartoéci L podatnos$é krzy-

zZowa, aéZLM( 1) (jak réwniez indukujacy sie moment magnetyczny Mf:}(l)) znikaja w granicy

nierelatywistycznej, tj. dla aZ — 0, podczas gdy aéZLM(L+1) (oraz Méi}(l)) pozostaja skonczone.

Na rysunkach 8-11 zostaly przedstawione multipolowe podatnosci krzyzowe aéZLM( L-1) dla
2 < L < 5, a na rysunkach 12-15 podatnoéci krzyzowe aé}jLM( L+1) dla 1 < L < 4. Ich wartosci
wykreélono w funkcji liczby atomowej Z. W przypadku podatnosci O‘éZLM( L-1) zalezno$ci kwazi-
relatywistyczne zostaly przedstawione tylko w obszarze, gdzie wielkosé ta jest dodatnia (przy du-
zych Z te przyblizone formuly traca sens fizyczny). Dla podatnosci afiLM( L—1) wykreslono tylko
zaleznosci relatywistyczne i kwazi-relatywistyczne, poniewaz w granicy nierelatywistycznej wielko-
Sci te sg réwne zero. W rozdziale 11 pokazemy, ze podatnosci krzyzowe O‘]{E;LELM( LF1) 52 tozsame z
innymi podatnosciami krzyzowymi. Wéwczas stanie sie jasne, ze przedstawione w tym podrozdziale
wykresy i tabele opisuja réwniez calg rodzine pokrewnych wielkosci.

1077¢

— relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

10—137‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 8: Statyczna podatno$é krzyzowa ady, ., (lub tozsama jej statyczna podatnos$é krzyzowa
X12\41HE2 wyznaczona w rozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.36) z L = 2 i kwazi-
relatywistycznej (6.43).
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relatywistyczna

kwazi —rel atywistyczna

20 40 60 80 100 120 140

Rys. 9: Statyczna podatnosé krzyzowa 0‘%3—»1\/{2 (lub tozsama jej statyczna podatnos$é krzyzowa
X1%42—>E3 wyznaczona w rozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.36) z L = 3 i kwazi-

relatywistycznej (6.44).

relatywistyczna

kwazi —relatywistyczna

“?é4_>M3(ag)

0 20 40 60 80 100 120 140

Z

10—22“‘\“‘\“‘\“‘\

Rys. 10: Statyczna podatno$é¢ krzyzowa a%4HM3 (lub tozsama jej statyczna podatno$é¢ krzyzowa
Xf(/[gﬁm wyznaczona w rozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.36) z L = 4 i kwazi-

relatywistycznej (6.45).
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104

— relatywistyczna
1078
—
\C—D| C? —-_—— kwazi—rel atywistyczna
ﬁr/ 10—12
=
b
<L 10—16
S
10—20
10—24“‘““““““\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140
Z

Rys. 11: Statyczna podatnosé krzyzowa a4E5_)M4 (lub tozsama jej statyczna podatno$é¢ krzyzowa
X%/I4—>E3 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.36) z L = 5 i kwazi-
relatywistycznej (6.46).

10° e relatywistyczna

102
———— kwazi—relatywistyczna

1074

........ nierel atywistyczna

a%l—m/l z(ag)

\
1
1
1
1
1
1
1
1

60 8 100 120 140

Z

Rys. 12: Statyczna podatnoéé krzyzowa af; ., (Iub tozsama jej statyczna podatnoéé krzyzowa
Xirp_p; Wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.38), kwazi-relatywistycznej
(6.48) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 1.
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10° e relatywistyczna

———— kwazi —relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

CY?|%2_>M3(3(6))
S

10—18“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“\“‘
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 13: Statyczna podatnos¢ krzyzowa oz?]le_}M?, (lub tozsama jej statyczna podatno$é krzyzowa
X12\/I3—>E2 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.37), kwazi-relatywistycznej

(6.49) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 2.

— relatywistyczna

———— kwazi —relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 14: Statyczna podatno$é¢ krzyzowa a4E3HM4 (lub tozsama jej statyczna podatno$é¢ krzyzowa
X%Mﬁm wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.37), kwazi-relatywistycznej

(6.50) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 3.
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— relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 15: Statyczna podatnosé krzyzowa 0‘%4—4\/[5 (lub tozsama jej statyczna podatno$é krzyzowa
Xi4\/15—>E4 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (6.37), kwazi-relatywistycznej
(6.51) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 4.

Numeryczne wartosci elektryczno-magnetycznych podatnosci krzyzowych aéEiM(L—l) dla
2 < L <5 oraz aéj{iM( L+1) dla 1 < L < 4, wyznaczone dla wybranych wartosci liczby ato-
mowej Z w oparciu o formuly analityczne (6.36) oraz (6.37), zostaly podane w tabelach 6 i 7.
UzZyto najnowszej wartosci odwrotnosci stalej struktury subtelnej [129] wraz z uwzglednienie jej
niepewno$ci pomiarowej.
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6.3 Elektryczno-magnetyczne podatnosci krzyzowe pdl bliskich
Rozwazmy teraz przypadek pol bliskich, tj. p = —A—1 w réwnaniu (6.34). Wowczas uzyskujemy
elektryczno-magnetyczne podatnoéci pol bliskich w formie

a1 aal™ A+ DA -=L)T(2y —A+L+1)

YBL-MA T LA 2L=A=1(gy +1)(2A + 1)(2L + 1)I'(271 + 1)

(Yiey =71 F L2711 = A+ L+ 1)D (275, + 1)

A F m—71+k+1,m—%—&%—vﬁl,1
2 ’YHA_71+272’YH>\+1 ’

(A=LF1; A#0). (6.54)
Pamiegtajac o tozsamosci (5.55), powyzsza formule mozemy uprosci¢ do postaci

a1 agtk™ A+ DA =L)T(2y1 —A+L+1)

YEL-MA T LN 9L AT (e, + 1)(2A + D)(2L + )T (27 + 1)

AMyi(ka+ 1)+ L+ 1]
x <1+
(719\ -7+ 1)(7:‘% + 71— >‘)

X3F2 _)‘+17 177/6,\_’)/1_-[/ ’1
Vin =V 2 Yy T - A+

(A=LF1;X#0). (6.55)

Stad znajdujemy analityczne wyrazenie na statyczne multipolowe elektryczno-magnetyczne podat-
nosci krzyzowe pol bliskich

- _ aay L2y +1) (L*=1)(m+1)
BL—M(L-1) Z (L+1)(4L% —1) (ve—m+1)r+m—L+1)

—L+2,1, ’YL_Fyl_L
X 3 F 1 L+1 6.56
32<7L—71+2,7L+71—L+2 (L#1) (6.56)

oraz
s ez oy [ (@eDIn-L-1)
BL=M(L+1) ap L(2L+1)(2L + 3)m (Vo1 —m+ Dy +n—L-1)
=L, 1L, ypri—m—L
X s F: i1
e ( Yo+ =Y+ 2 Y+ — L

(Z - a_l\/(2L+1)(2L+3)>’ (6.57)

2(L+1)

gdzie ograniczenie na liczbe atomowa Z wynika ze zbieznoéci calek radialnych w formule (6.24) i
zostalo szerzej oméwione w dodatku E. Autorowi nie jest znane by wielkosci (6.56) oraz (6.57) byly
kiedykolwiek wczesniej rozpatrywane przez innych badaczy.

Szczegblna postaé uogdlnionej funkcji hipergeometrycznej 3F»(1) pozwala nam (podobnie jak
w rozdziale 5.3) przedstawi¢ powyzsze wyrazenia w postaci elementarnej (dla konkretnej wartosci
L rzedu pola zaburzajacego). W przypadku podatnosci OféfﬂM( L-1) dla 2 < L < 4 uzyskamy

_ aag 2v1 + 1
aE22—>M1 = - VA 9 ) (658)
_3 aaq 3(2’}/1 + 1)(2’}/1 + 5)
= —— 6.59
CES-M2 T T TRy ) (6.59)
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4 aag 2(271 + 1)(6847 + 48371 + 709)

= _ 6.60
“EdoMs T Ty 315(71 + 7)1 +11) (6.60)
03 a5+ 1)(527% 4 73677 + 290971 + 3233) (6.61)
E5—M4 Z 594(y1 + 5)(2v1 + 5)(271 + 23) ’ '
natomiast dla O‘15£:3\/[(L+1) z 1 < L <4 otrzymujemy
_3 aZ 6(3y1+1) _1V15
« =—— Z <o T——|, 6.62
BIZM2 T gy Si(n + 1) (1 — 1) 4 o
a—4 — % 16(67% B 7% B 3671 B 14) 7 < afl V35 (6 63)
B2=MS T ag 35yi (1 + 1) (29 + 7) (671 — 1) 6 )’
W5 _aZ 50(3274 + 1643 — 5372 — 584y, — 231) 7 - a_l?nﬁ (6.64)
FImMA T 0 1891 (1 + 1) (1 + 7) (431 + 11) (871 — 1) 8 )’
6 aZ 2(6077 4 T44~7 + 20653 — 96442 — 59051 — 2300) P 311
« = — o
BB g 1y (1 + 1)(1 4 5) (271 +5) (2 + 23) (100 — 1) 10
(6.65)

W celu wyznaczenia granicy kwazi-relatywistycznej wzoréw (6.56) i (6.57) postuzymy sie row-
naniami (5.39) i (5.40). Uzyskamy nastepujace przyblizenia:

3F2 _L+2)1)7L_71_L 1
YL—n+2,+n-—L+27

4L +1 L—-2 [2L2+L-7 (L-1)(L-3 —
+ _(a2)2 —+ +( )( )3F2 L+47 ]-a]- ,1
3(L+1) 6L(L+1) 3(L+1) 4(L + 2) L+3,5
(6.66)
oraz
_L7 17 YL+1 — N1 - L 2 L2 _L+17 1, 1
F: 1 ~1—(aZ F: ;1.
’ 2<’YL+171+2, Y41 +m — L (a2) AL+1)(L+2)%7 L+3,3
(6.67)

Z pomocy tozsamosci [85, réwnania (E.1) i (E.11)]

( —L+4,1,1 ) 8(L +2)(4L2 — 1) 2(L + 2)(32L — 19)
3ky 1) = (

[WRL+1) = ¢(L+2)] -

L+3,5 ° L—1)(L-2)(L-3) 3(L - 2)(L - 3)
(6.68)
o B ( LLT?, 13 L 1) - 4(LL+2)[w(2L +2) (L +2)] - Q(LLLQ) (6.69)

mozemy przepisaé je odpowiednio w postaci

3F2 _L+27177L_71_L 1
Yyo—m+2, vp+mn—-L+2°

4L +1 5 407 —1 7(L +1)(4L — 3)
S R T ) [WL M A A Ty R } (6.70)
oraz
L, Lyppi-m—L .\ . 0 L _ __ L
o < Yi+1 =N+ 2 v+ —L ’1> ~1-(a2) L+1 [¢(2L+2) V(L +2) 2(L+1)}
(6.71)

64


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

W konsekwencji zastosowanie formut (5.39), (6.70) i (6.71) do wyrazen (6.56) i (6.57) pozwala nam
otrzymacé odpowiednie kwazi-relatywistyczne przyblizenia, tj.

aa _ 2 B
Lz = =g : {1—(02)2%1[1#(%)—1#@)— L(L” — 3L 5)]}

Z L+1 4(L —1)(4L% — 1)
(LA1), (6.72)
przy czym dla 2 < L < 5 uzyskamy
_ aap 1 1
gy ~ 3 {1 - 3(042)2} ; (6.73)
_ aag 1 23
B3z 7 1 [1 - 63(042)2] ; (6.74)
4 aap 1 1931 2]
~——|1l-—(aZ .
_5 aag 1 13669 2]
~———|1-—(aZ)*]. .
Qps5 M4 7 6 [ 34650 (aZ) (6.76)
Z kolei
a_L_2 -~ _% 4(L + 2)
BL=M(L+1) = gy L(2L 4+ 1)(2L + 3)
L L+1)(L+14
« {1 - (2P 5 {w(zL 42— p(L+1)— (2)2)] } (6.77)
gdzie dla 1 < L < 4 otrzymujemy
_ aZ 4 25
4 aZ 8 | 223 2]
~——— |14+ —(aZ 6.79
aE2—>M3 agp 35 | + 180( ) ) ( )
_5 aZ 20 | 1641 2]
~——— 14+ —(aZ .
_6 aZ 2 { 10721 2]
~———1 Z)°| . 6.81
Qp4—Ms a0 33 T 6300 (aZ) (6.81)

Warto jeszcze podaé¢ wyrazenia nierelatywistyczne, wynikajace bezposrednio z réwnan (6.72) i
(6.77), tj.

—L(nr) g 1
YBL-M(L-1) T T 7 L 11 (L#1) (6.82)
oraz
a—L—Q(nr) _ _% 4(L + 2) (6 83)
BL—M(L+1) ap L(2L +1)(2L +3)° '

Widzimy tu, ze w odréznieniu od podatnosci krzyzowych pél dalekich (rozdzial 6.2), w tym przy-
padku obie podatnosci w granicy nierelatywistycznej sa niezerowe (podobnie jak odpowiadajace im
momenty magnetyczne pél bliskich).

Na rysunkach 16-19 przedstawiono wartosci podatnosci (w funkcji liczby atomowej Z
ozgfﬁM(Lil) dla 2 < L < 5, a na rysunkach 20-23 podatnoéci a;]f;?v[(LH) dla 1 < L < 4.
Poréwnano formuly relatywistyczne, kwazi-relatywistyczne i nierelatywistyczne. Dla podatnosci
ag fHM( 1) efekty relatywistyczne powoduja spadek wartoéci bezwzglednej tej wielkosci wzgledem

)12

nierelatywistycznego odpowiednika. W przypadku wielkosci ozgf;%v[( sytuacja ta jest odwrotna.

L+1)

'2W niniejszej rozprawie dla wszystkich podatnosci zmieniajacych znak (wraz ze wzrostem liczby Z) wykreslamy
ich warto$é¢ bezwzgledna. Natomiast wielkosci, ktére sa stale ujemne, przedstawiamy z przeciwnym znakiem.
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107%¢ —_ relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

1073
~ r
\@ -------- nierelatywistyczna
—l
= 54
T 10
NN
I W
7

=
<
a1

10—6‘“\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 16: Statyczna podatnosé krzyzowa OAESHMI (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuty rela-
tywistycznej (6.58), kwazi-relatywistycznej (6.73) i nierelatywistycznej (6.82).

10-2 . —_— relatywistyczna
—_—— kwazi—relatywistyczna
1073
Vi
§ -------- nierelatywistyczna
S
104
oo ch
(]
T
10°°
10—6 T S S S S
0 20 40 60 80 100 120 140
Z

Rys. 17: Statyczna podatnosé krzyzowa aﬁg—M2 (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuty rela-
tywistycznej (6.59), kwazi-relatywistycznej (6.74) i nierelatywistycznej (6.82).
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1072?

1073 :

_4
—g4,m3(a0)
(I
o

=
<
a1

10—6“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\

— relatywistyczna

———— kwazi —relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120

Rys. 18: Statyczna podatno$é¢ krzyzowa aEﬁHMB, (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly rela-

140

tywistycznej (6.60), kwazi-relatywistycznej (6.75) i nierelatywistycznej (6.82).

102 3

=
<
W

_5
—ags_,m4(@0)
=
o

=
<
ol

— relatywistyczna

———— kwazi —rel atywistyczna

........ nierelatywistyczna

10—6“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\

0 20 40 60 80 00 120 140

Rys. 19: Statyczna podatnos¢ krzyzowa aﬁ?->M4 (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly rela-

tywistycznej (6.61), kwazi-relatywistycznej (6.76) i nierelatywistycznej (6.82).
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Rys. 20: Statyczna podatnosé krzyzowa 0‘}519!1\/12 (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuty rela-
tywistycznej (6.62), kwazi-relatywistycznej (6.78) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 1.

10° 3 —_— relatywistyczna
———— kwazi —rel atywistyczna

........ nierelatywistyczna

10—47“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 21: Statyczna podatnosé krzyzowa o@;l_,M?) (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuty rela-
tywistycznej (6.63), kwazi-relatywistycznej (6.79) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 2.
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10%¢ e relatywistyczna
———— kwazi —relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

10—47 S S S S S S S RO SRS |
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 22: Statyczna podatnosé krzyzowa QE§HM4 (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly rela-
tywistycznej (6.64), kwazi-relatywistycznej (6.80) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 3.

102 e relatywistyczna
———— kwazi —rel atywistyczna

........ nierelatywistyczna

10—4"‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 23: Statyczna podatnos¢ krzyzowa aﬁf—>M5 (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly rela-
tywistycznej (6.65), kwazi-relatywistycznej (6.81) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 4.
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7 Indukowane multipolowe magnetyczne momenty toroidalne i
zwigzane z nimi podatnosci krzyzowe

7.1 Uogoblnione toroidalne momenty multipolowe

W rozdziale 2 wskazalismy, ze w rozwinieciach multipolowych potencjatu wektorowego oprocz
momentow magnetycznych pojawiaja sie takze momenty toroidalne. Teraz zajmiemy sie¢ ta ostatnia
rodzing uogoélnionych momentéw multipolowych mogacych wyindukowaé sie w atomie. Z definicji
(2.16) otrzymujemy indukowane momenty toroidalne

1 47 .
T = o L e i) =2 -1, (7.1)

a korzystajac z wyrazenia na wyindukowany prad elektryczny (6.2), dochodzimy do

ec 47

1
Txp,f ) o L d3r 1Yy, ()7 - [\I;(O)T(T)a\y(l)(r) + 7D (1) u© (,,,)}
(p=XA—-A—-1). (7.2)
Postepujac w znany juz sposéb, powyzsze rownanie mozemy przepisa¢ w postaci
T = T8 (TP (p=A-a-1), (7.3)
gdzie
~p 47
Y = Er Y, (n) 8O (r)n,  alW(r)  (p=X-A-1). (74)

Tp+1Von+1 Jes
Nastepnie, biorac pod uwage pierwsza poprawke do funkcji falowej (4.15), uzyskamy

L
Fo) _ e dr 3

o p+1yVE@AX+1)(2L+1) /=~ o

x/ Br [ B OO ()P n, - aVy,(n,) GO (e, e ) LY (nl) 8O ()
RS R3
(p=A —A—1). (7.5)

Ponadto, uwzgledniwszy funkcje falowa dana réwnaniami (3.5) i (3.9) oraz funkcje Greena (4.16),
dochodzimy do

Fp1) _ i(4meo)c A
An p+1 \/2)\+1)(2L+1)
k| —1/2 1/2 1/2

XYY Y Y deadl

Kk=—00 M=—L my=—|k|+1/2m=-1/2m'=-1/2
(k7#0)

X [ <le|Y>\,u,nr : o'QmmK><Qan ’YLM’Q—lm’>

></ dr/ dr’ QO (r)rPtlg (0) ) (7, T‘/)T/LP(O)(’I“/)
H Qi [ Yaumr - UQnmJ(Q—nmJYLM'le)
X /OOO dr /JOO dr’Q(O)(T)r”Hgéi)_)H(T‘, T’)T/LQ(O)(T/)
—(Q_ 1|y - 02, ) (2 mmH|YLM’Q—1m’>
></ dr/ dr’ PO (r)ppt1 g( + ( 't PO (1)
)

<Q 1m’Y)\,unr UQ—HTTLN <Q—nm,€|YLM’le>

X / dr / ' PO 50 QO (p=A-A-1). (7.6)
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W kolejnym kroku zastosujemy tozsamosci (B.7) i (C.2), co daje nam

Fo() _ i(4meg)c 47
An p+1 \/2>\+1)(2L+1)
|k|—1/2 1/2 1/2

"5 SED DI SEND SN ST

k=—00 M=—Lm,=—|k|+1/2m=—1/2m'=—1/2
(k#0)

X Q=1 Y om,e ) ( Qe [ Y20 Q1)

|7 ar [T ar @U@y +>+) (r, )L PO (1)
+/ dr/ dr' Q© TPH 8 (r,r/)r/LQ(O)(r’)
- [T [Tar PO)(r)rpHg((Ojﬂn(r, Yl plO) ()

~[ar | dr’P<°><r>rp“gE°’)H<r,r'>r'LQ<°><r’>] (=A-A-1), (17)

X

a w bardziej zwartej postaci

~ i(4mep)c 47 0 © _p(©)
TP - i4meo RP+1.L) (@),
A p+1 A+ 1)(2L +1) R:Z_:OO K (P(t)), Q(O))
(k£0)
|k|—1/2 1/2 1/2

X Z Z Z Z a, am’CLM Q 1m|Y>\u Hmn><Qnmn|YLMQ—1m/>

M=—Lmg=—|k|4+1/2m=-1/2m'=-1/2

. ( (0) . ; .
gdzie R(p +L.L) (g(g) S(E)) zostalo zdefiniowane poprzez réwnanie (4.27). Wykonamy teraz caltko-

wania po zmiennych katowych w oparciu o formute (C.12), uzyskujac

o

Fp(1)  _ isgn(x) L,L) (QV,—P©
T = duldme)e 3 (Our+0n-r-1) p+1)(2L+1)2R2p+ )<P(0), Q(O))

K=—00 (

(k#0)

X{ [Fﬂ + 1 (|a1/2|2 - |a—1/2|2>} C(ng + \/(L — ) (L+p+1) a1/2ai1/2cg,ib+1

L@ =t Datpoapeh ) G=A-A-1. (7.9)
Pamiegtajac o relacji (7.3), otrzymujemy
T =175 (=X 1), (7.10)

gdzie

[e.9]

a 2isgn(k) 1,L) (Q©,—pP©
T[IL = (4mep)c Z (0L + 0k—1—1) PESV I 1)23,($p+ )(P(O), Q(O))

K=—00 (

(k7£0)

1 . 1
X [M (\(11/2|2 - |(L1/2|2) Cép% + \/(L —u)(L+p+1) a1/2a_1/2C£,L+1

L=t Daipe ] p=L-L-1). (7.11)
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W powyzszym réwnaniu mozemy dostrzec sktadowe (3.31) wektora v. Tym samym

o0

p(l) _ 2i Sgn(ﬁ) (p+1,L) (Q©®,—P©®
TL/.L - (477'60)0 Z (5;§L + (557—[/—1) P 1)(2L I 1)2Rﬁp (P(O), Q(O))

R=—00 (

(5£0)
C) + (L - (L DvoaCH = L+ p)(L = g+ 1) e
X \poCr, + (L =)L +p+ vl —\a(L+p)(L—p+ 1)l 4
(p=L,—-L-1). (712

Korzystajac z formuly (6.17) i odpowiednich wartoéci wspélezynnikéw Clebscha—Gordana z do-
datku A (tabela 11), uzyskamy

L(L+1) {V ® C(Ll)}LM = ,ul/ocglz + \/%(L — (L +p+1) Vflcg,ztﬂ

AT+ (L - p+ e (7.13)
i ostatecznie
> 2isgn(k
TLPISl) = —(4meg)c Z (0kr + 0k,—1—1) h+ 1)(21(14)_ g L(L+1)
wr0)
(0) (0)
x RW+L.L) (%0) g@) {u ® C(Ll)}L# (p=L,—L—1). (7.14)

Pokazaliémy zatem, ze choé izolowany atom wodoropodobny nie posiada stalych momentéw to-
roidalnych (3.41), to momenty tego typu sa indukowane przez multipolowe pole elektryczne dane
wzorem (4.1). Ich rzad multipola odpowiada multipolowosci pola zaburzajacego, co ilustruje po-
wyzsze rownanie.

Pozostaje nam teraz wykonaé¢ calkowania po zmiennych radialnych w wyrazeniu

©),_p(
R0 (20 he) = / dr P [QO ()0 (r) = PO (T (r)]
=—00 ,Un H -
/ dr' ' [0 PO SO0 + QUENTOGN] . (715)
W tym celu skorzystamy z formuly (D.20), otrzymujac
R(P+L.L) (Q(ON—P(O)) _ O“LngLH F(ve+m+p+2)L (v +71+L+1)
K PO QO Zp+L+2 2p+L+3F(2’yl + 1)11(%6 — v —p— 1)F(7n — L)

oo

- (N, + K)L(Ine | + 7 =1 —p = 2)T(Ine| + 9 — 11 — L — 1)
Np=—00 Now(ne] = DID([ng] + 275)

—L-1
% [(’V Ine| + v —m _1)

Ny w+ K
Nnrn+1 (‘nr‘"i_%i_')/l_L_l_ )] (716)
‘nr“i")/n_"ﬂ Nnrn"i_/ﬁ; n . '

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach, rozbijemy powyzsze wyrazenie na osobne sktadniki, a
nastepnie w standardowy juz sposéb przeksztalcimy kazdy z nich z osobna, tj.

RP+LL) (Qm),_p(o))  adhth? Py +7+p+2)T(ve+m +L+1) 24: s
Fv PO, Q®) = ZprI+2 p+LA3L (29, + Ul (ym — 71 — p — DL (ym — 71 — b
(7.17)
gdzie
r —L
S, = Z (el + 96— — 2)T(Inr| + 9 —m ) — 0, (7.18a)
ny=—oo Noyy (|10 = 1)'F(\nr| + 29%)
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S — i (Noow + £)L ([0 + 7% =71 = p = 2)T(|ne| + 9 =11 = L= 1)
Nppw (0| = DIT(|0r| + 279%)

Np=—00

- i X (ny +v%—n—p— 2Ny +7—7n —L—1)
nr:() (ny — DIT(ny 4 274)

B Z 2I'(ny + v =11 —p— DI(ny + 9% —71 — L)

nr'r(nr + 27, + 1)

: (7.18b)

n,=0

[e.9]

Sy = Z (N + (00| + 76 =71 — 2 = 2)L(|000| + 7 — 71 — L)
Np——co Ny (Inr| = DIy | + Y — YD) (|| + 27%)
_ i Ay + v =N —p=2)0(nr + 9 =11 — L)
— (ny — D0y 4+ v — 71)T (0 + 279%)
n,=0
B i 2Ny +vs—71—p—DI'(np+v—m —L+1)
nel(ny + v — 71+ DH0(ny + 27, + 1)

ny=0
00

_ oy 20(ny + 9 —n —p— DI + v — 1 — L)
nr!F(nr + 279 + 1)

n,=0
3 i 2L+ DTy +9 — 7 —p— DI(np + 7 — 71 — L)
nel(ny + 9 —m + D0(ny + 279, + 1) ’

(7.18¢)

n=0

_ Z (N, + 1) (Nnow + &)L (00 + 96 =11 —p = 2)T (0| + 9 — 1 — L —1)
np——o0 Np,w (| = DY(ne| + v — )T (00| + 27%)
_ i 2+ 1)ml(ny +v%—m—p—2)I(ny +7. —711 — L —1)
(nr ) (nr + Ve — VI)F(TLT + 27&)
B i 2+ )nl(nr +v% —m—p— DTy + v — 1 — L)
nyl(ny + v — M + 1)I‘(nr + 27, + 1)

Sy =

(7.18d)

Po zsumowaniu powyzszych skladnikéw, tj. wzoréw (7.18a)—(7.18d), na podstawie (7.17), uzysku-
Jemy

R+LL) (Qw),_p(o)) _ aag+L+2 M+ 1)+ L+1T(w+n+p+2)T(w+m+L+1)
K PO, QO Zp+L+2 P22y + ) (v — 1 —p— D)y — 11 — L)

oo

% Z F(nr‘i")%_')/l_p_l)r(nr‘i"}%_'Yl_L)

= el e =+ D0y + 29+ 1) (7.19)
a nastepnie, stosujac relacje (5.24)—(5.27), dochodzimy do
R (000) = Sl P e e SO L
’ (Ve =71+ DIy + D29 + 1)
X 3F> ( Te T 2;5’7?1_2712;{1_: iYn il ; 1) . (7.20)

Tym samym, pamigtajac o réwnaniu (7.14), mozemy podaé¢ wyrazenie na indukowane uogélnione

73


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

momenty toroidalne

p+L+2 S

p(1) _ aap sgn(x)
Ty = el s H;oo((s“ POt ner eV EHE Y
(r£0)

D+ LAYy +n+p+ 2T+ + L+ 1)
2+ (g, — 1 + DI (2y1 + DT (29, + 1)

Y—Nn—-P—Lw—mn—L, v—mn+1 (1)
x g i1 C
32( Ve — 71+ 2, 29+ 1 >{V® L}Lu

(p=L,~L—-1). (7.21)

Zdefiniujemy teraz atomowe uogdlnione multipolowe elektryczno-toroidalne podatnosci krzy-
ZOwWe oz% 1T, boprzez relacje

T = i(4reo)cal, qp/LL+1) {ve c(L”}L (p=1L,—L—1), (7.22)
gdzie le(l) jest tensorem o sktadowych ’2}551), natomiast
pHL+2 oo
» g sgn(k)
OBL-TL = piit2 R;OO(%L + (5,.;,_L—1)(p+ L +1)2
(k#0)

y M+ 1)+ L+ 1+ +p+2)T(ve+m +L+1)
Lty —y + D291 + DT (2, + 1)

X3F2<’YK’Y1P1’ ’YN*’yl*IM 7/-6771+]- ,1> (p:L,—L—l)

Ve =1 +2, 29+ 1
(7.23)

W dwdch kolejnych podrozdziatach powyzsza wielkosé zostanie poddana glebszej analizie. Rozpa-
trzymy osobno przypadki pél dalekich i bliskich.
7.2 Elektryczno-toroidalne podatnosci krzyzowe pdl dalekich

W pierwszej kolejnosci przyjrzymy sie dokladniej obszarowi pél dalekich. Wéwcezas réwnanie
(7.23) z p = L przyjmie postaé

o 1 = OZEL—)TL,L + aéL—»TL,—L—l? (7.24)
gdzie
"’ _aag P sgu(w) (s +1) + L+ U0 (v + 71 + L+ D) (9 + 71 + L +2)
S 2242 LD+ 1) (2L + 12 (3 — 1 + DI @2y + D27, + 1)
Yw—Nn—L-Lv-—m—-—L w—n+l
x 3 F. 1. 7.25
32( Yo =M+ 2, 29 + 1 (7.25)
Tym samym, skladowe w wyrazeniu (7.24) przyjma postacé
oL _ aad"?  (p+ DIy +7+ L+ D)0y +m +L+2)
BL—TL,L Z2L42 2L+ (2L 4 1)2(y, — 1 + DT (291 + DT (291 + 1)
vw-n—-L-Lv-mn-Lyp-—m+l
X 3k ;1 7.26
32( YL—Mn+2 2y +1 ’ (7-262)

oraz
oL _ aad™? (Lyy = L—DT(yp11+m + L+2)0(yp41 +m + L+ 1)
Lottt 72042 2LAY(L 4+ 1)(2L + 1)2(yz11 — 1 + DE(2y1 + D29, + 1)

yve+r1—n—L-=1 vy —7n—L,yp41—m+1
x 3 F. 1].  (7.26b
’ 2( Yo+1 =+ 2, 29041 + 1 (7.26b)
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Wstawiajac dwa powyzsze réwnania do wzoru (7.24), otrzymujemy analityczna formule na sta-
tyczna multipolows elektryczno-toroidalng podatnosé krzyzowa pdl dalekich

aa2L+2 1
aéL TL — y
- 72L+2 22L+1(2L—|— 1)2F(2,71 + 1)

X{(%+1)F(7L+’Yl+L+1)F(’7L+’Yl+L+2)

(v —m+1DT(2y +1)

wo.p [ L-Lyw-m-Loyp-m+l
i YL—mn+2 2y +1 ’

L —L-DI'(vr+n+ L+ +n+L+2)
(L+ D41 =+ DI @ye41 +1)

w3 F) ( Yo+1—N—L—-1, vpp1—m—L, vp41—71 +1 ;1> } (7.27)

_|_

Yo41 — 7 +2, 241 + 1

Autorowi nie jest znane, by wczesniej ktokolwiek inny rozwazal wielkosé (7.27) dla dowolnego L.
Dla zaburzajacego pola dipolowego (L = 1) réwnanie (7.27) zredukuje si¢ do

aaé

1 (Mm+12Cn+1) | (n—2T(v2+7+2)(v2 + 71 +3)
AE1I-TI = 1 +

I8 144(7 — 71 + DLy + DD (23 + 1)

X3F2<72—71—2,’72—71—1,72—714-1_1 (7.28)

Y2+ 2 2+ 1 ’ )

Ten szczegblny przypadek rozpatrywano w sposéb przyblizony w pracy Lewisa i Blindera [89], a
w spos6b dokladny w artykule Mielewczyka i Szmytkowskiego [90], gdzie otrzymano nastepujacy
rezultat:

(71 + 1)(271 + 1)(87} + 549f 4 6771 + 18)
864

aa4
1 _ 0
aE1-T1 — 2

(=) + (2t +2) gy 2o b moLieom
576(y2 — v1)I'(2y1 + 1)I'(2y2 + 1) Yo—y1+1, 29 +1 ’ '

Formula (7.29) odpowiada réwnaniu (4.32) w pracy [90], gdzie 7 = cag; .- Choé wstawienie
L =1 do réwnan (7.26a) i (7.26b) nie odtwarza formul (4.24) i (4.31) w pracy [90], to w obu
przypadkach sumy tych sktadowych sa takie same. Ten pozorny paradoks wynika z zastosowania
dwéch réznych reprezentacji catkowych momentéw toroidalnych!®. Réwnoéé prawych stron (7.28)
oraz (7.29) mozna pokazaé, wykorzystujac tozsamosé:

ai, az, az B (a1 —az—1)(az —az— 1) rorod—a; —axy+1)
3F2< as+1, b ’1> = [1 (@ =) (b—ar) ](b—ag—l)F(b—al)F(b—ag)
(a1—ag—l)(al—ag—Z)(ag—ag,—l)
(al—l)(a3+1)(b—a3—1)

- 17 ) + 1
X 3F ( “ 0 jf?z’“; ;1) [Re(b— a1 — az) > 1], (7.30)

wyprowadzona w oparciu o réwnanie (5.26).

BW pracy [85, dodatek C] wyprowadzono poszczegdlne reprezentacje catkowe multipolowych momentéw toroidal-
nych i pokazano, ze sa sobie tozsame.
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Analogicznie jak w rozdziatach 5 i 6, znajdziemy teraz kwazi-relatywistyczne przyblizenie dla
wyrazen (7.26a) i (7.26b). Biorac pod uwage relacje (5.39) i (5.40), mozemy pokazaé, ze

YL — 7 +2, 2y, + 1 ’

202 +5L +1 (02’ 1215 + 32L* — 1503 — 68L% — 17L + 8
— @
(L+1)(2L +1) AL(L+1)2(L+2)(2L 4+ 1)? ’

yw-n—-L-1Lyv-mn—-Lyw—-—mn+1,
3l 1

(7.31)

a idac dalej, otrzymamy

I _aad"? (217 + 5L 4+ 1)(2L)!
OéEL—»TL,L - 72042 22LL(2L + 1)

X {1 — (aZ)? [w(QL +2) —(2)

218 — 15 —26L* — 3113 + 4L +4H
AL2(L+1)(L+2)(2L2 +5L+1) | )’
(7.32a)

Z kolei, w celu znalezienia aproksymacji (7.26b), wykorzystujemy przyblizenie uogélnionej funkeji
hipergeometrycznej (6.41) oraz ponownie réwnania (5.39) i (5.40), uzyskujac

, _ad? @L43)@L)
YEL-TL-L-1 = ~ 201 22L+1(L 4+ 1)(2L + 1)

x{l — (a2 | b2 +2) — p(2)

2L° + 13L* + 2713 + 1812 — 3L — 4] }
2(L 4+ 1)2(L 4 2)(2L + 3)

(7.32b)

W oparciu o réwnania (7.32a), (7.32b) i (7.24) mozemy podaé¢ wyrazenie na kwazi-relatywistyczna
multipolowa elektryczno-toroidalng podatnosé krzyzowa pol dalekich

2LT2 ([ 4 2) (20 4 1)!
obm = e G (1 @22 [pEL+3) - ve)

6L +29L% +49L° 4 32L* — L? — 16L* — 12L — 4} } (7.33)
2L2(L +1)2(L 4 2)%2(2L 4 1)? ' )
Poszczegdlne przyblizenia wyznaczone ze wzoru (7.33) dla 1 < L < 4 sa nastepujace:
4
1 L aap 9 785 5
AT~ g {1 - @( Z)°, (7.34)
6
9  aagd 11591 9
g2 ~ 5 5 [1 - W(O&Z) ; (7.35)
8
3 aag 525 [ 654611 2}
~ 075 7.36
10
4 aag” 1701 [ 8356217 2]
~ — Z)|. 7.37
R 1082200 %) (7.37)
Bezposrednio z réwnania (7.33) mozemy uzyskaé¢ wynik nierelatywistyczny, tj.
L(nr) aad T (L +2)(2L +1)! (7.38)

YBL—TL = 72042 2L L(L+1)

ktéry rowniez nie byt dotychczas dostepny w literaturze.

Rysunki 24-27 przestawiaja statyczne elektryczno-toroidalne podatnosci krzyzowe aéL_,TL
(1 < L < 4) w funkeji liczby atomowej Z dla formul relatywistycznych, kwazi-relatywistycznych
(z pominieciem duzych Z) i nierelatywistycznych. Wyraznie widzimy, ze efekty relatywistyczne
wzrastaja dla coraz wiekszych Z.
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100 relatywistyczna

kwazi —relatywistyczne

nierelatywistyczna

=
<
=
S
-

10~ 16 S S S S B R S
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 24: Statyczna podatnosé¢ krzyzowa allalﬂTl dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (7.28), kwazi-
relatywistycznej (7.34) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 1.

relatywistyczna

kwazi —relatywistyczne

nierelatywistyczna

0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 25: Statyczna podatnosé krzyzowa a%QHTz dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (7.27), kwazi-
relatywistycznej (7.35) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 2.
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relatywistyczna

kwazi—relatywistyczne

nierel atywistyczna

0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 26: Statyczna podatnosé¢ krzyzowa a%:gHTg dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (7.27), kwazi-
relatywistycznej (7.36) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 3.

relatywistyczna

kwazi—relatywistyczne

nierel atywistyczna

0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 27: Statyczna podatnosé¢ krzyzowa a4E4HT4 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (7.27), kwazi-
relatywistycznej (7.37) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 4.

W tabeli 8 przedstawiono wyniki numeryczne wyznaczone z analitycznej formuly (7.27) dla

1 < L <4, przy czym w wynikach uwzgledniono niepewnos$é¢ pomiarowa odwrotnosci statej struk-
tury subtelnej [129].
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7.3 Elektryczno-toroidalne podatnosci krzyzowe pdl bliskich

Rozwazymy teraz przypadek pol bliskich. Wéwczas z réwnania (7.23) dla p = —L—1 otrzymamy
multipolowe elektryczno-toroidalne podatnosci krzyzowe pdl bliskich

—I—1 —L—-1 —L—-1
OprTL = ORL—TL,L T “BEL-TL —L—1> (7.39)
gdzie
a=L-1 __aagsgn(R)n(k+ 1)+ L+ 1P+ —L+ DM+ +L+1)
Bl Z LE2L+1)%(ye =1+ DF@m + DI (29 + 1)
Ye—n+L,w—m—L vw—m+1
X 3 F ;1. 7.40
32( Yo —Nn+2 2y +1 (7.40)
Wyrazenie to mozemy uproscié, stosujac tozsamos¢ (5.55). Uzyskamy wowczas
a=L-1 _aag sgn(k)(2n +Dn(k+ 1)+ L+1]
EL-TLx Z LRL+1)* (v —mn+ 1)k +mn—L+1)

L 2) 1) /K 7 L
X a1 01
a2 ( Y — V1 27 Tk TV L+2°

(7.41)
Dla poszczegblnych dwoch wartosci x sktadowe te w jawnej formie przyjma postaé
a-L-1 _ _tao (L+D)Mm+1)2Cn+1)
BL—TL.L Z LRL+12?(vp—m+1)0r+mn—L+1)
7L+27 1’ VL*%*L
X 3F i1 7.42a
32<7L—71+277L+71—L+2 ( )
oraz
a=L-1 _ _aa @Cn+1)In—-L-1)
plothoid Z LRL+12(ver1—m+ DO +m—L+1)
7L+2a ]-a TL+1 — N - L
x 3F ;1. 7.42b
’ 2<’YL+1—’71+2,7L+1+71—L+2 ( )

Tym samym, z réwnan (7.39), (7.42a) i (7.42b) otrzymujemy wyrazenie na statyczna multipolowa
elektryczno-toroidalna podatnosé krzyzows pdl bliskich

L1 aag (L+1)(2m + 1){ 1+l

« = -
BL—=TL Z  LR2L+1? |(v-m+DOr+n-L+1)

X3F2< _L+27 17’YL—’71—L 1)

YL—m+2w+mn—L+27

L’yl—L—l
+
L+t —m+ DO+ —L+1)
_L+27 17’YL+1_/71_L
x 3 SHRY 7.43
’ 2('7L+1—')’1+277L+1+’)’1—L+2 ( )

Mozemy teraz wyznaczy¢ jawne wyrazenia na agf;lf ; dlal < L <4, przy czym gdy L > 2 obie
funkcje hipergeometryczne urywaja sie i mozna je przedstawi¢ w postaci elementarnej. Jednakze w
przypadku dipolowym (L = 1) sytuacja jest inna: druga funkcja 3F5(1) pozostaje'*. Tym samym,

(M1 +1)(4y1 + 1) n (m—2)2n+1) ) Llp-m—-1
27 Yo+ +3 Y2—m+2, 2+tn+1’
(7.44)

-2 Ozao ].

Op1T1 = 79

)

“Dyzieje sie tak dlatego, poniewaz w tym konkretnym przypadku uogélniona funkcja hipergeometryczna nie posiada
gbérnego argumentu bedacego liczba catkowita niedodatnig, i szereg definiujacy ta funkcje pozostaje nieskonczony.
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3 _aag 2y +1)(2n +3)

— 7.45
aEQ—»TQ 7 20(271 + 7) ’ ( )
4 aag (v +1)(2y1 +1)(dr] + 34y +67)
QE3—T3 = — ) (7.46)
Z 2+ 72y +7)(4mn + 11)

5 aag (271 + 1) (48] + 10924F + 88563 + 3162577 + 48384, + 23395) (7.47)

(6% = —— .

AT Z 216(71 +5) (71 + 7) (271 +5)(2m + 23) (4 + 11)

Kwazi-relatywistyczna granice wyznaczamy podobnie, jak w poprzednich rozdziatach. W tym
celu szukamy przyblizenia funkcji 3F5(1) widocznej w réwnaniu (7.42b). W oparciu o wzory (5.39)
i (5.40) uzyskamy

3F2 _L+27 177L+1_71_L 1
Yo+1 =V +2, Y1+ —L+27
L(L—2) —~L+3,1,1
~ 1—(aZ)? F A N 7.48
) ST T 12)® 2( L+3,5 ) (7.48)

Ponadto z tozsamosci [85, réwnanie (E.11)], mamy

4(L +2)(16L2 + 17L + 3)

[Y(2L) — (L +2)] -

( ~L+3,1,1 ) 16(L + 2)(2L + 1)
3 1) =

L+3,5 (L—1)(L—2) 3L(L2 —1)
(7.49)
i w konsekwencji
3F2 _L+27 137L+1_71_L 1
Y41 — N+ 2, 1+ —L+27
2L(2L +1) 16L% +21L —1
~ 11— (aZ)? =L (2L + 1) — (L +1) — . 7.50
(@Z) =7 [vRL+ 1) —w(L+1) 12(L +1)(2L + 1) (7.50)

Wykorzystujac wyrazenia (5.39), (6.70) i (7.50) we wzorach (7.42a) i (7.42b), po drobnych prze-
ksztalceniach algebraicznych otrzymujemy

i1 . aay 4L+1
R A 50T T

2 2 _ _
« {1 _ (azym [sz C 1) — (L) — W] } (7.51a)

oraz

_I_1 aag 1
e ~ —
EL=-TL,—L-1 Z L(L+1)(2L+1)?

x {1 - (aZ)QQLgL_Jrll) [w(zL P (L) — M] } . (7.51b)

Tym samym, kwazi-relatywistyczng podatnosé krzyzowa aﬁf:}f ;, mozemy poda¢ w postaci

oLl o a0 1 {1_(az)22L4—L3—3L2—L—|—1
BL=TL = Z L2(L+1) L(2L +1)(L2 — 1)

L(L® - L* - 3L - 5)
X {w(QL)—”t/J(L) - 4(2L4—L3—3L2—L+1)”.

(7.52)

W szczegbdlnym przypadku L = 1 nalezy zastosowaé regute de I’Hospitala oraz nastepujace tozsa-
mosci dla pochodnej funkeji digamma (trigammy):

=2 we) =T -1 (7.53)
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Wyrazenia kwazi-relatywistyczne na O@f:}m dla 1 < L < 4, wyznaczone z réwnania (7.52), sa

nastepujace:

_ aag 1 3
api oy Y73 ll - <4 - 18) (QZ)Z] ;

_3 aap 1 19 9
O‘E2_>T2:_7ﬁ [1—45(042) )
—4 aag 1 343 2}
o290 2 9
B3T3 7 36 { 720 @4)7)
_5 aag 1 113623 2}
L 72| .
“B4—T4 7 80{ 226800 %%

Mozemy teraz przej$¢ do granicy nierelatywistycznej, otrzymujac

—L—1(nr) aao 1

A1 = _7L2(L+ 1)7

przy czym formuta ta wynika bezposrednio z réwnania (7.52).

(7.54)

(7.55)
(7.56)

(7.57)

(7.58)

W celu poréwnania zachowania relatywistycznych, kwazi-relatywistycznych i nierelatywistycz-
nych statycznych podatnosci krzyzowych aEf;lT 7, brzedstawiono je na rysunkach 28-31 w funkcji
liczby atomowej Z. Jak widzimy, podatnosé a§12—>T1 ponownie odbiega swym zachowaniem od
pozostatych wielkosci z tej rodziny, tj. dla formuly relatywistycznej i duzych Z widoczne jest za-
hamowanie spadku i ponowny wzrost wartoéci bezwzglednej tej podatnosci. Wartosci bezwzgledne
pozostalych podatnosci z tej rodziny maleja w sposéb monotoniczny wraz z rosnacym Z.

102

=
<
w

_2
—ag1,11(20)
=
o

relatywistyczna

kwazi—relatywistyczna

nierelatywistyczna

10°°
0

Rys. 28: Statyczna podatnosé krzyzowa agfﬂTl (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuty rela-
tywistycznej (7.44), kwazi-relatywistycznej (7.54) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 1.
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103 r e relatywistyczna

———— kwazi —relatywistyczna

=
9
N

........ nierel atywistyczna

—ag3_,15(a0)

1073

10—6 S S S S S S S Y R R S SR
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 29: Statyczna podatnosé krzyzowa agg’ﬂm (wzigta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly rela-
tywistycznej (7.45), kwazi-relatywistycznej (7.55) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 2.

10-3¢ —_ relatywistyczna

———— kwazi —rel atywistyczna

=
9
IS

........ nierelatywistyczna

=
<
o

—ag3,13(30)

=
9
o

10—7“‘\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 30: Statyczna podatnosé krzyzowa O@QLT?, (wzieta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly rela-
tywistycznej (7.46), kwazi-relatywistycznej (7.56) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 3.
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10-3¢ —_ relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

=
Q
IS

........ nierel atywistyczna

5
—gs_,14(20)
=
(@]

=
9
=)
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Rys. 31: Statyczna podatnosé krzyzowa agji’ﬂm (wzigta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Por6éwnanie formuty rela-
tywistycznej (7.47), kwazi-relatywistycznej (7.57) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 4.

Przypomnijmy, ze dla pola dipolowego (L = 1) formuta (7.43) nie daje si¢ sprowadzi¢ do
wyrazenia elementarnego, tylko przyjmuje postaé (7.44). Wobec tego postanowilismy wyznaczy¢
jej wartosci numeryczne. Zostaly one przedstawione w tabeli 9.

Tabela 9: Statyczna elektryczno-toroidalna dipolowa podatno$é¢ krzyzowa pol bliskich aﬁf_}Tl
dla wybranych jonéw wodoropodobnych, wyznaczona w oparciu o formule (7.44). Uwzgledniono
fakt, ze wartos¢ odwrotnosci statej struktury subtelnej podana jest z niepewnoscig pomiarowa, tj.
a~! =137.035999139(31) (CODATA 2014), gdzie widoczna w nawiasie niepewnosé dotyczy dwéch
ostatnich cyfr znaczacych.

Z 0‘512—»T1 (ao) zZ O‘]?]12—>T1 (ao)
1 —3.648 637 095 60 (83) x10~3 70 —4.936 532 365 3 (10) x10~°
2 —1.824 25976587 (41) x1073 80 —4.246 284 894 89 (82) x1075

5 —7.2953930763(17) x10~4 90 —3.702 640 402 24 (69) x1075
10 —3.644 756 614 28 (82) x10~* 100 —3.264 717 305 27 (59) x107°
20 —1.816 493 443 61 (41) x10~* 110 —2.911 520 845 76 (54) x107°
30 —1.204 44583515 (27) x10~* 120 —2.646 549 207 67 (64) x107°
40 —8.964 4221428 (20) x107° 130 —2.584 6330959 (19) x107°
50 —7.100501 3262 (15) x10~° 137  —1.41371275(56) x10~4

60 —5.844 6694925 (13) x107°
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8 Postaci asymptotyczne pdl elektrycznych i magnetycznych in-
dukujagcych sie w atomie

Pod koniec rozdziatu 4 pokazaliSémy, ze multipolowa polaryzowalnos¢ ay, okresla nam wartosé
drugiej poprawki do energii poprzez formule (4.35). Z drugiej strony, wszystkie wyznaczone przez
nas podatnosci multipolowe mozemy teraz wykorzystaé¢ do kompleksowego opisu pdl elektrycznych
i magnetycznych indukujacych sie w atomie wodoropodobnym na skutek obecnosci zewnetrznego
statycznego multipolowego pola elektrycznego (4.1). W dwéch ponizszych podrozdziatach rozpa-
trzymy osobno pola dalekie i bliskie.

8.1 Pola dalekie

Zacznijmy od oméwienia obszaru pél dalekich. Korzystajac z réwnan (2.4), (2.8) i (5.32), wi-
dzimy, ze w rozwazanym przypadku wyindukuje sie pole elektryczne o potencjale skalarnym

7—00 4
oM (r) == ar, T Z e i (ny), (8.1)

co odpowiada natezeniu pola

L
EWD(r) =% —ap\Jar(L+1)r 72 3 e Y5 (n,), (8.2)

M=-L

przy czym ag, jest multipolowa polaryzowalnoscia dang formuta (5.37).
Ponadto, z wyrazen (2.14), (2.22), (6.32) i (7.22) wynika, ze multipolowe pole elektryczne (4.1)
wyindukuje rowniez pole magnetyczne o potencjale wektorowym

A(l)(r) = Z ic lO‘%LHMA(l — 6x0) At Z — )\)\*(nr)
A=LF1 A2X+1) 1 10L0])\0 H
—ic Yok, o VARL (L + 1) L2 Z {u® ciV } YL (n,), (8.3)

gdzie a%LHM/\ oraz aéL_)TL sa odpowiednimi podatnosciami krzyzowymi danymi réwnaniami
(6.36), (6.37) oraz (7.27). Potencjal wektorowy (8.3) odpowiada indukcji magnetycznej

L {pect)
BW(r) =% = 3 ol = So)y/dr(A+1)r A2 3
A=LF1 p==2A

Al y - A1k
—Y ). (8.4
[q0Lop0y T () (84)

8.2 Pola bliskie

W tozsamy sposéb mozemy teraz rozwazy¢ przypadek pdl bliskich, czyli obszaru, w ktérym
znajduje si¢ jadro atomowe. Ponownie wykorzystamy wzory (2.4) oraz (5.32) i otrzymamy induko-
wane pole elektryczne o potencjale skalarnym

7”—»0 — / 1 —

(1)

przy czym ¢ (r) jest potencjalem zewnetrznego pola zaburzajacego danym wyrazeniem (4.1).
Korzystajac z relacji (2.6) lub formul (2.8) i (5.32), wyznaczamy natezenie wyindukowanego pola
elektrycznego

L
7“—>O _ _ 1 1% _ 1
E(l)(”') - Ef—}EL dw Lt E: CQ&YLLMI (n,) = O‘EIL,—}ELE( )(7’)7 (8.6)
M=—L
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gdzie

L
EN ) = VaxLr¥1 Y e v (n,) (8.7)
M=-L
jest natezeniem zewnetrznego pola elektrycznego o potencjale skalarnym danym wzorem (4.1).
Asymptotyczne formuly (8.5) i (8.6) sa tozsame z tymi podanymi w pracach Feiocka i Johnsona [26]
oraz Kolba, Johnsona i Shorera [28], tj. widzimy, ze multipolowe stale ekranowania elektrycznego
agf;}% sa czynnikiem proporcjonalnosci pomiedzy zewnetrznym polem zaburzajacym a polem
wyindukowanym w poblizu jadra atomu.
W rozpatrywanym obszarze nalezy jeszcze rozwazy¢ indukujace si¢ pole magnetyczne. Z rownan
(2.14), (2.22), (6.32) i (7.22) uzyskujemy indukowane pole magnetyczne o potencjale

\ fvac?)

1 r—0 —1_—x—1 4w A
A( )('r) — /\:ZLIllC ELHM)\( (5)\0)\/(>\+1) Nt 1 Z

L
—ielagdhyAn(L+ 1) Lt Y {ve C(L”}LM Y (ny) (8.8)

Al
—Y
(10LO[A0) ~ M ()

oraz indukcji magnetycznej

N e N
BY(r — > clapp i@ = So) Vit Y —“YA[ *(n,), (8.9)
Ny ==\ (10L0|X0)

przy czym odpowiednie podatnosci krzyzowe pdl bliskich dane sa formutami (6.56), (6.57) oraz
(7.43).
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9 Wprowadzenie®

9.1 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

W rozdziatach 4-7 rozwazaliSmy jednoelektronowy atom Diraca w stanie podstawowym umiesz-
czony w multipolowym polu elektrycznym (4.1). W analogiczny sposéb przeanalizujemy teraz od-
dzialywanie relatywistycznego atomu wodoropodobnego w stanie podstawowym ze stabym sta-
tycznym multipolowym polem magnetycznym, ktérego potencjal wektorowy mozemy zapisaé w
postaci 16

L
A (r) = —i\/ L+ ;4)752LL +1)7“L M;L Dy Yi(n)  (L>1). (9.1)

Wspoblezynniki D(Llja/[ okreslaja wielkos¢ i rozktad pola magnetycznego, przy czym dodatkowo spel-
niony jest warunek

1)x* 1
D = (-)MD . (9.2)

zapewniajacy, ze A(Ll)(r) jest potencjatem rzeczywistym. Operator energii oddzialywania pomiedzy
elektronem a polem zapisujemy w postaci

o )__lec\/<L+ T Z Dla Vi) (L1, (93)

gdzie VL( ) mozna uznaé za male zaburzenie hamiltonianu izolowanego atomu. Tym samym, zagad-
nienie to mozna opisa¢ niezaleznym od czasu réwnaniem Diraca

VA 2
[—icha -V 4 Bmec? — (47;0)7" + L(l)(r) —E|¥(r)=0 (9.4a)
z warunkami brzegowymi
r(r) =20,  rU(r) =X 0. (9.4b)

Postapimy teraz w tozsamy sposob, jak w rozdziale 4. Dla zagadnienia (9.4) zastosujemy nieza-
lezny od czasu rachunek zaburzen; przy wykorzystaniu relacji (4.5)—(4.8), dochodzimy do uktadu

réwnan
1/2

> Vi~ BV =0 (m=3), (9.5)
m/=—1/2

gdzie w rozwazanym przypadku

. AnL L 0
Lmm/ — —1ec\/(L +1)(2L + 1) Z D5313/1 /IRB d*r \I/fvg)T(r)rLa : YLLM(nT)\Pa(n?(T)7 (9.6)
M=—L

natomiast E(!) jest pierwsza poprawka do energii wynikajaca z zaburzenia (9.3). W kolejnym kroku
korzystamy z funkcji falowej (3.9), otrzymujac

o _ Am / LpO)(,
Vme 66\/(L+1)(2L+1 drr~P Z DLM

x [<Qflm10 Y Q) — (o - YLMQflm’ﬂ ; (9.7)

15Poczawszy od tego rozdziatu redefiniujemy wszystkie wielkosci, ktére pojawily sie w poprzednich rozdziatach i
byty zalezne od zaburzajacego pola elektrycznego.

Dobér statego wspélezynnika w réwnaniu (9.1) wymagal przeprowadzenia wstepnych obliczen. Jak zobaczymy,
uzyskane wyniki potwierdzaja stusznosé takiego, a nie innego wyboru.
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a nastepnie, stosujac tozsamosé (C.3), uzyskujemy

L
1 dec 1)%
Vi = o5 / arrtPORQOM) S D Vin Q). (98)

M=—-L

Calkowania po zmiennych katowych mozna przeprowadzi¢ w oparciu o formute (C.11), co prowadzi
do

Vi = —5L1E / dr PO (r Z Y,
X [5M06m,1/26m’,1/2 - \/§5M15m,1/25m’,—1/2
V260,16, —1/20m 172 — 6M05m,—1/25m/,—1/2} : (9.9)

Wykonanie catkowania po zmiennych radialnych mozliwe jest przy pomocy réwnania (D.5) i tym
samym

1
ec
Vi = Sriaay (2 +1) Y p{H
M=-1

X {5M05m71/26m’,1/2 — V260101 /200 —1/2
V260,16, —1/20m 172 — 6M05m,—1/25m/,—1/2} : (9.10)

Biorac pod uwage powyzszy rezultat i uklad réwnan (9.5), otrzymujemy wyrazenie na pierwsza
poprawke do energii

EW =6, sgn(m)D%)aaoeczfyl;_ ! (m = :l:%) . (9.11)

Pamietamy tu, ze poczatkowo zalozyliSmy, iz funkcja falowa stanu podstawowego wyraza sie formutla
(3.5), gdzie wspélezynniki a5 1 a_; /9 moga by¢ dobrane w dowolny [jednakze spetniajacy relacje
(3.7)] sposéb. W przypadku zaburzajacego magnetycznego pola dipolowego (L = 1) dochodzi do
rozszczepienia dwukrotnie zdegenerowanego poziomu podstawowego. Z réwnania (9.11) mamy

291 + 1

BV = g 71; DY) dla |ayel=1 A a1p=0 (L=1), (9.12a)
291 + 1

EO = —pp 2Dl dla =0 A Ja_yl=1 (L=1). (9.12D)

gdzie pp jest magnetonem Bohra (3.29). Rozszczepienie poziomu podstawowego na dwa poziomy
energetyczne jest standardowym efektem Zeemana dla atomu wodoropodobnego [122].

By dopelnié¢ rozwazania dla pierwszego rzedu rachunku zaburzen, wyznaczymy wyrazenie na
pierwszg poprawke do funkcji falowej. W tym celu wykorzystamy metode funkcji Greena, uzyskujac

4 _
W () = E: pi [ a3 GO Y, g0 1
(r) 160\/(L+1 2L D) d v GO (e 7y o YA ()T ), (9.13)

gdzie uogolniona funkcja Greena-Diraca—Coulomba dana jest réwnaniem (4.16). W powyzszej for-
mule w przypadku pola dipolowego funkcja ¥(©) (r") musi spelniaé¢ dodatkowo warunki na wspél-
czynniki a,, podane we wzorach (9.12). Woéwczas przyjmuje ona dwie wartosci odpowiadajace po-
szczegblnym poprawkom do energii (9.12).
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9.2 Drugi rzad rachunku zaburzen

Przechodzac o krok dalej w rachunku zaburzen, wyznaczymy druga poprawke do energii. Mo-
zemy najpierw przeprowadzi¢ ogdlne przeksztalcenia bez rozwazania z osobna przypadku dipolo-
wego pola magnetycznego (znoszacego degeneracje). W tym jedynym przypadku zachodza dodat-
kowo warunki na wspélczynniki a; o i a_j /5 obecne w réwnaniach (9.12), ktérych w trakcie kolej-
nych przeksztalcen nie bedziemy bra¢ jawnie pod uwage. Mozemy uwzgledni¢ je wprost dopiero w
koncowych formutach. Postepujac analogicznie jak w rozdziale 4.2, mozemy teraz przeanalizowaé
drugi rzad rachunku zaburzen dla zagadnienia (9.4). Stosujac réwnania (4.17)—(4.20), dochodzimy
do wyrazenia

1/2

m/'=—1/2
gdzie
Vil = /R dr /R i) VI ) GO (e, eV B0 (), (9.15)

przy czym w tym przypadku VL(I) () dane jest formula (9.3), a E®) jest druga poprawka do energii.
Nastepnie, uwzgledniajac wyrazenia na funkcje Greena (4.16) oraz funkcje falowa (3.9) i zaburzenie
(9.3) otrzymujemy,

i w12

Ly - _
VL,mm’ - 1o (L—|— 1 2L—|— 1 Z Z Z Z DLM LM’

K=—00m,.=—|k|+1/2 M=—L M'=—L
(k#0)

g [(le\a ’ YLLMQHmKMQHmK‘O’ : YLLM/le’>

></ dr/ dr’ Q rLg(_3+ (r ,T‘I)T/LQ(O)(T‘/)
+(Qumlo - YLMQHmKMQ—HmJU : YLM/Q—1m>
></ dr/ dr’ QU© ( yrlg (0) o)k (r,r')r'LP(O)(r’)
Q1m0 - YLManmHM an’U YLM'le>
/ dr/ dr’ P! )(r ) gé_)_'_)ﬁ(r,r)r/LQ )(r’)
+ Q1m0 - YLMQ—mnn)(Q—femK o YLLM’Q—lm’>

></0 d?“/O dT,P(O)(’I")Tngo_)_)H(T,T’)T,LP(O)(T,)]. (9.16)

Zastosowanie tozsamosci (C.3) i (C.2) pozwala uprosci¢ powyzsze wyrazenie do postaci

4 & dr(k — 1)? © PO L sy (1)
Vl(/,lrﬁr)n/ = _% E;OO (L + 1()2(2L)—|- 1)RI(€L7L) (g(o):ﬁ(o)) EL M; DSJ%/I,DSJQW
(r70)
k| —1/2
X Z <Q—1m’YLMQ—/@mN><Q—/@mK‘YLM’Qflm’>' (917)
me=—|k|+1/2
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Calkowania po zmiennych katowych w réwnaniu (9.17) wykonujemy w oparciu o formule (C.13),
uzyskujac

wy AT (k= 1)*sgn(k) er.r) (@O
VL,mm’ = 0 K;oo((;n,fl/ + 5/{,L+1) (L + 1)2(2L + 1)2 RK, (Q(O),P(O))
(n#0)
< (1)x~(1)
X |:(5m,1/26m’,1/2 > (k—M)Dp Dy
M=—1L

L
= Om1j20m 12 \/(L +M)(L - M +1) IDSZGIDS,)Mfl

L
1oy Yo (L= M)(L+M+1)DYDY
M=—L

L
by S (54 M) DS}}DQXJ] . (9.18)
M=—L

W kolejnym kroku stosujemy relacje analogiczne do tych danych réwnaniami (4.30) i (4.31), co
prowadzi do

00 2 L
Ly _ Ar |Kl(x = 1) (L,L) (Q©,PO) (1)
Vi = —5mm/H— H:Z_:OO(&.@,*L + 0r,0+1) L+ 1)2@L+1) Ry (Q(o) P(O)) ; DLMD
(k#0)
(9.19)
Ostatecznie z uktadu réwnan (9.14) mozemy wyznaczy¢ wyrazenie na druga poprawke do energii

w postaci

4 & || (k — 1)* © pO) & (1)%.4(1)
E® = _— (Ok,—L + O, L+1) R (2007 Z DryDra (9:20)
fo (L+1)*(2L +1)? <Q o ) M—L

(k£0)

Widzimy, ze powyzsze réwnanie nie zalezy od wspolczynnikow ay/p 1 a_y/9, wigc w przypadku
magnetycznego pola dipolowego (L = 1) uwzglednienie ich konkretnych wartosci (9.12) nie wplywa
na formute (9.20). Druga poprawke do energii mozna wyrazi¢ takze réwnaniem [analogicznym do
wyrazenia (4.35)]
p@— 12T i po), (9.21)
2 o

gdzie tensor D(Ll) posiada sktadowe DSK/[, natomiast yz jest multipolowa magnetyzowalnoscig!”

dana wzorem

3 2‘H|(H — 1)2 L.L) {Q© pO
XL = _2: (511,—[/ + 5/@,L+1) (L T 1)2(2L n 1)2RE€ L) (Q(O)7P(O)> . (922)

(k#0)

Z formuty (9.21) wynika, ze dla L > 2 réwniez druga poprawka do energii nie bedzie znosi¢ dege-
neracji poziomu podstawowego atomu.

"Multipolowa magnetyzowalnoéé x zostanie szerzej oméwiona w rozdziale 10.
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10 Indukowane multipolowe momenty magnetyczne i zwigzane z
nimi magnetyzowalnosci

10.1 Uogdlnione magnetyczne momenty multipolowe

W rozdziale tym wyznaczymy uogdlnione momenty magnetyczne indukowane przez multipolowe
pole magnetyczne (9.1). Zanim do tego przejdziemy, nalezy jeszcze raz podkreslié¢, ze w przypadku
zewnetrznego magnetycznego pola dipolowego (L = 1) dochodzi do zniesienia dwukrotnej dege-
neracji stanu podstawowego w atomie wodoropodobnym [por. wzor (9.12)]. W rezultacie, w tym
jedynym przypadku postaé funkcji falowej stanu niezaburzonego, dana réwnaniem (3.5), nie jest
juz dowolna kombinacja dwéch stanéw, spelniajaca warunek normalizacyjny (3.7). Zniesienie de-
generacji powoduje, ze atom jest w $cisle okreslonym stanie o energii zmodyfikowanej o poprawke
(9.12a) lub (9.12b). Formule (3.5) mozna jednak takze stosowaé¢ w przypadku magnetycznego pola
dipolowego, tylko fakt (9.12) nalezy jawnie uwzgledni¢ w koncowych wyrazeniach.

Przypomnijmy, ze indukowane uogoélnione momenty magnetyczne mozemy zapisa¢ w formie
danej réwnaniami (6.4) i (6.5), tj

1 (1 p(1)x
MEY = MED + (=MD (p= 2, —A—1), (10.1)
gdzie
~p1)  dec  [4mA(A+1)
MO pr1\ 220 +1
Mozemy tu zastosowaé wyrazenie na pierwsza poprawke do funkcji falowej (9.13), uzyskujac

Mp(l) _ _471'6262 AL(A+1) XL: D)
p+1 V(EZ+DA+1)(2L+1) =, M

ErrrvOT(rya - Y (n)¥W(r)  (p=X-A—-1). (10.2)
R3

X /3 dBr \ 437 \II(O)T(T)rpa . YA);l(nT)G(O) (r, r’)r’La . YLLM(n'T)\I/(O) (r")
R R
(p=X\-A-1).  (10.3)

Nastepnie, biorac pod uwage funkcje falowa dana wyrazeniami (3.5) oraz (3.9) i funkcje Greena
(4.16), dochodzimy do

MV])D\S) = —(4mep)

4c? ATAL(N + 1)
1V T+ D)@+ 1)L+ 1)
|k|—1/2 1/2 1/2

Y Y Y Yy ol

k=—00 M=—L m,=—|s|+1/2m=—1/2m'=—1/2
(n£0)

g l<le|‘7 ) Y)\)L«Q"imn><9’imm‘a : YLLMQIm’>
x/ dr/ dr’ Q) (r)r g(+)+) (r, /)T’/LQ(O)(T/)
+(Qum|o - qugnmm><9—ﬁmn|‘7 ’ YLMQ—1m>
></ dr/ dr’Q(O)(r)rpg((?l_)_)ﬁ(r,r/)r/LP(O)(T‘/)
0 0
+(Qo1m|o - YA/LQ*HmHM kim0 - YLLMQIm’>
X/ dr/ dr’ PO r)rPg E) +)e (r, r')r'LQ(O)(r’)
+(Qamlo - YAMQ—HmJ(Q—RmK o - Y2 1m)
X / dr/ dr’ PO (r)rpggol)n(r, r')r'LP(O) (r") (p=A—-A—1).
0 0

(10.4)
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Z pomoca tozsamosci (C.3) i (C.2) mozemy uprosci¢ powyzsze wyrazenie do postaci

Vi 4 4m >, © p©
LS 2R (QV,P
o po (p+1)(L+ 1)@+ (2L + 1) K;OO(“ PRED (S0 o)
(5£0)
L || —1/2 1/2 1/2
DY SY ahaw D 1 YA N, [V Q1)
M=—Lm,=—|x|+1/2m=—1/2m'=—1/2
(p=A-A-1), (10.5)

(
gdzie R (885?8) zostalo zdefiniowane réwnaniem (4.27). Calkowania po zmiennych katowych

wykonamy w oparciu o formule (C.13) i otrzymujemy

4 1
o (p+ 1)(L+1)(2L +1)2

o0 (0) p(0)
X Y 6aL(Or,—L + On.041) sgn(k) (s — 1)2RPH) (8(0)2?@)
K=—00

=)

1 *
{ (5= i (Jarjal? = la—1jol?) | DY) = (L = )L+ p+ 1) a1 o0’ ;D1

Mp(l) —

R S ] (10.6)

Nastepnie, pamietajac o relacji (10.1), dochodzimy do

(1) _ 4w 2 = 2 p(pL) (@) PO (1)
Mu = o (p+ 1)(L+1)(2L + 1)2 D2 0arlber+ Snri)lsl(x = 1)?RED (Z0) T ) DL,
(r#0)
(p=A—-A—1). (10.7)

Analizujac powyzsze wyrazenie, dostrzegamy, ze w atomie wyindukuja sie tylko momenty magne-
tyczne o multipolowosci zewnetrznego pola magnetycznego (9.1), tj

MY = MEDsp (=2 A1), (10.8)
gdzie
p(l) A s 2|k|(k — 1)? (p.L) (Q© PO (1)
M = %H:z_:oo(dn,—L"i_(sn,L-l—l)(p_i_1)(L+1)(2L+1)2Rﬁp ) <Q<0),P<O>> DLP«
(k70)

(p=L,—L—1). (10.9)

Przejdziemy teraz do wykonania catkowan po zmiennych radialnych w powyzszym wyrazeniu.
W pierwszej kolejnosci rozwazymy przypadek, gdy « # —1. Wéwcezas z réwnan (4.27) i (5.13)
otrzymamy

R,({p’L) (Q(O) ,P(O)) _

S0k o [ ar? [QO0S ) + POGITO0]

nT:—oo Un H -1
< [T W0 QO SO + POCTEG] (k£ D).
(10.10)
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W kolejnym kroku skorzystamy z relacji (D.21), uzyskujac

ROD (A0P0) 02al" 7 Dy 4y 4+ p+ DDy + 9 + L+ 1)

% i F(|nr| + % — M _p)r(|nr| +9% —7n— L— 1)
N——o0 N, (|ne| = DIP(Ing| + 294)
{ (Nnr-m+1)(’n7“’+%c—’}’1—L_l)}
X |1 —
(N + £)(Ine] + v — 1)
Pomocniczo rozbijemy powyzsze wyrazenie na dwa sktadniki, tj.

(k#—1). (10.11)

R(pyL) (Q(O)’P(O)) — _a2ag+L+1 F(fy% + 71 +Dp+ 1)F(’Yﬁ + 7 + L+ 1) is (10 12)
ko \QO,PO) Zvtl L2 (29 + DI (e = —p)P(ye —m — L) & '

Kazdy skladnik przeksztalcamy z uzyciem relacji (5.16), (5.19) i (5.22), otrzymujac

o0

s = % C(lnel + 9% =11 = p)T(Ine| + 9% =11 — L —1)
Nppw (0| = DIT (0| + 279%)

=0, (10.13a)

Np=—00

[e.e]

Sy = — Z (Nnrﬂ + 1)1—‘(’”7"‘ + 7% — M _p)l—‘(’nr‘ + Ve — M — L)
(Nnrﬁ + /{)Nnrn(|n7"‘ - 1)'(|nT| + fyf‘é - Wl)r(|n7’| + 2711)

_ i (Nnow + 1) (N, — KL (0| + 96 =11 =)L (Ine| + 9 =11 — L)
Nl V(10| + 9 — 7)) T (10| + 279 + 1)

Np=—00

Nyp=—00
_ i 2("{ — I)F(nr + Yo — 71 _p)r(nr + Ve — 71 — L) (10 13b)
= nel(ny + 96 — )T (0 + 279, + 1) ’
co po skorzystaniu z réwnania (10.12) daje nam
L) (Q© p© a2 (k= )P+ +p+ D0+ 71 + L+ 1)
R®.L) (Q ) ) - _ 0
ToQOLPO Zril 2r D2y + D (v — 71 = p)T (v — 1 = L)
=T -y —p)T —m—L

nr!(nr + Ve — ’Yl)r(nr + 2'}% + 1)

n,=0

Dzieki relacjom (5.24) i (5.26) w powyzszym wyrazeniu mozemy rozpoznaé¢ uogélniona funkcje
hipergeometryczna 3F5(1), otrzymujac

RPL) (@<0>,P<0>> _ A = )T+ +p+ DT+ + L+ 1)
EONCO ZrtL Iy, — )T (29, + DI(27, + 1)
Vo =N =P Y~ Loy —m
3 F 1 k#—1). (10.15
32( Ve =+ 1, 29 +1 ) (=D | )
Zajmiemy sie teraz przypadkiem z x = —1 (odpowiada mu L = 1). Wéwczas musimy uzyé

uogdlnionej radialnej funkcji Greena—Diraca—Coulomba w postaci [53]

. o0 1 SO (r)
ey = 3 ()( AN (L0 500 70 o)

Nyp=—00 M,k — 1 Té?ll(T)

(nr#0)
0
#(n-3) ( ifw?iii ) (S62001 7267 )
’ ( §<)>(<)> ) (%6 120 )
’ ( fvi?}iﬁi ) (%) K2) ), (10.16)
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gdzie funkcje Ié?ll(r), J&Oll(r) i Ké?zl(r) sa nastepujacymi kombinacjami funkeji sturmowskich
S(g?zl('r) i Té,o—)l(T)3

1 +1r
I(()Oll( )= (71 - 2) S(()?Zl("”) N (laao + 042) T(gf)_)l(r)a (10.17)

+1r
I () = 17, () + 80 () = (’y + ) S () +m (“aae - aZ) T, (r)  (10.18)

)

oraz

K (r) = - <%a_ L ) So2(r) - (71 - ;) T3 (r). (10.19)

aO

Ponadto, pamietajac o radialnych funkcjach Sturma-Diraca—Coulomba (5.14) i funkcjach radial-
nych (3.10), mozna pokazaé, ze zachodza relacje

SO (r) = @ PO () (10.20a)
oraz
a
T, () = 2200 (). (10200

W oparciu o réwnanie (4.27) i funkcje Greena (10.16) uzyskujemy

R(p’l) (Q(O) ,p(0>) _

~1" (g pw / dr Tp )57(3),—1(7“) +P(O)(T)T7§?)_1(T)}

(0)

nT:—oo lu’nr,

(nr#o)
/ dr'r Mn le ( S n)71( /)"‘P(O)(T/)Tr(z(:?fl(rl)}

+(n=3) [T [0S )+ PO, )]

/ dr' [Q@ S () + POGT, ()]
+/ dr o [QO) I, (r) + PO)EY, ()]
/ ar' o’ [QO ()5 () + (r')T? (1)
+ / dr? [QO S () + ()]
/ ar' o’ [QO I () + POGHED, ()] (0.21)

Nastepnie wykonamy calkowania po zmiennych radialnych w oparciu o wzory (10.17)—(10.20) i
formuty (D.3)—(D.5) oraz (D.21), co prowadzi nas do

R(p 1) (QO POY a2a’5+2 pr@m+p+1)
(Q(m p(O)) Zptl 2 HIT (291 4+ 1)

a?af™? (497 — T2 +p+1)
7+ P20 (27, + 1)

2l (p+ D2y + D2y +p+ 1)
ZpH1 27421 (271 + 1)

L« 2a57 (492 — T2 +p+1)

10.22
Zptl 2p+21*(2,yl +1) ’ ( )
by ostatecznie otrzymac
(v.1) (QU),P© a?af™ [2p — (p+ )1 (20 + DT 2y +p+ 1)
R} ( © (0)) = . (10.23)
R Zp+1 2PH2T (27, + 1)
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Stosujac uzyskane rezultaty (10.23) i (10.15) do réwnania (10.9), mozemy podaé wyrazenia na
uogolnione magnetyczne momenty multipolowe w postaci

) Amataf™ i 5. 2p= @+ UmECn+ DIFEy +p+1)
1n po zetl 4= 0T 20 9(p+ DT (21 + 1)
(5£0)

i Flvo+m+p+ 1)L (v2+71+2)
2 9(p+ 1) (72 — )0 (271 + DL (272 + 1)

Y27 —DPs72—N 1’ 27 (1)
X3 F ;1) #D =1,-2 10.24
32( ,72_714_1’272_’_1 ’ )} 1u (p ) )a ( )

—0

2 p+L+1 oo

1 41 a”a,
M) = g X Bardu)
Ter0)

o sl =) Tt +p+ DT ( + 1 + L+ 1)
207 (p+ 1)(L + 1)(2L + 1)* (7 — )T (231 + D27, + 1)

Yo =V =Dy Ve — 71— L, % —m 1)
x 3 1| D =L,—L—1; L>2).
’ 2< Yo =71+ 1, 29+ 1 ) o =L ’ )

(10.25)

Formuta (10.24) nie zalezy od wspdlczynnikéw a,,, wiec dodatkowe warunki plynace z réwnan
(9.12) nie wplywaja na uzyskane wyrazenie.
Mozemy teraz zdefiniowaé¢ uogélniong multipolowg magnetyzowalno$¢ x4, .\, poprzez relacje

Mi(l) = Xi/ILHMLD(Ll) (p=1L,~-L-1), (10-26)

gdzie widoczny w wyrazeniu (10.26) tensor M(Ll) posiada skladowe MZL’(}}) dane réwnaniami (10.24) i
(10.25). Przypomnijmy, Ze tensor D(Ll) okredla wielko$¢ i rozktad zewnetrznego pola magnetycznego

(9.1). Ponadto

N ST A P PR CRY L TC TR R
M1—-M1 Zp+1 = K,—1 2 9(p+ 1)F(271 n 1)

6y Plyz+m+p+ DIz +m +2)
STt 9(p +1)(r2 — T (20 + DI (292 + 1)

Ye—71—P V2—7—1, 72—
x5 .1 =1,-2 10.27
32( Yo—71+1, 299+ 1 )} (p ) )

oraz
2 p+L+1 oo
a~a
P _ 0
XML-ML = T piL > (On—1 + Or,41)
K=—00
(n£0)

o IEl(5 =1 T+ +p+ Dl (e + 1 + L+ 1)
20tL(p+ 1) (L + 1)(2L + 1)2(vx — )T (271 + 1T (27, + 1)

w5 F) Ve =M =D Ve —V1— L, e —m
Ve =71+ 1, 29+ 1

;1> (p=L,—L—-1; L>2).

(10.28)
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10.2 Atomowe magnetyzowalnosci

Przejdziemy teraz do dokladniejszego oméwienia przypadku pdl dalekich (p = L), gdzie uzysku-
jemy znana z literatury [66,74] multipolowa magnetyzowalno$é¢ atomu Xf/{ M- Bedziemy ozna-
czaé ja w standardowy sposob, tj. xﬁ ML = XL- Magnetyzowalno$c¢ ta zostala zdefiniowana jako
czynnik proporcjonalno$ci w réwnaniu (10.26), jednakze moze by¢ ona réwnowaznie zdefiniowana
poprzez formule (9.21) [tozsamos$é tych definicji mozna wykazaé, poréwnujac wyrazenie (9.22) z
réwnaniami (10.9) i (10.26)]. Przy p = L, z formul (10.27) oraz (10.28) uzyskujemy

XL = XL,—L + XL,L+1, (10.29)
gdzie
02af (o + (4% — 1)
Xl,—l = - Z2 ]_8 ) (10303)
o?a2l |k|(k — 1)3T2 (7, + L+1
_arag Yo+ +L+1)

Xlon 720 22L(L+ 1)2(2L + 1)2(7, — )L (27 + DL (27 + 1)

Ve 1 y YTk — M y Tk 1
s I n—1L L g £-1).  (10.30b
a2 < Ve =M+ 1, 2%+ 1 ) (’i ) ( )

Wstawiajac konkretne wartosci £ do wzoru (10.30b), otrzymujemy

_aZedt ! LIL+DI%(y,+m +L+1)
XLt 220 PLRL 1 1)2(y, — )T (231 + D277 + 1)
v -—"n—L,yvo—m—L,vo—m
X3 F. .1 L>2 10.31a
32( L — 1, 27+ 1 ) ( ) ( )
oraz
a2adtt! LT*(ypp1+m+L+1)
XL 22l 2L(L 4 1)(2L + 1)2(yz41 — )02y + DT (2941 + 1)
Yov1 =N — L, yvev1—m— L, vpe1—m

X3 I 1. 10.31b
s 2( Yo+1—71+ 1, 2yp41 4+ 1 ) ( )

Po zsumowaniu powyzszych skladowych w oparciu réwnanie (10.29) uzyskujemy analityczne wy-
razenia na statyczng multipolowg magnetyzowalno$é¢ atomu

gy (i 1)(Ed - 1) (v2 + )2 (v2 + 71 + 2)

X 72 18 6(271 — 1)T(271 + 3)0 (272 + 1)
Ye-n—Lyr-m-1,7%-m
w3 1), 10.32
32( Y=+l 27+ 1 ) (10-32)
a2a3L+1 L

XL Z2L 22L(L 4 1)(2L + 1)2T (271 + 1)

(L+1)’I*(y +’71+L+1)3F2 w-m-Loy-m-Law-n
(v —7)0(2yL +1) yo—m+1 2y +1 ’

_L2F2(7L+1 +7+ L+ 1)3 Vi1 =7 — L, yp41 =71 — L, yvo41— 1 1

(Ye+1 — )T (2ve41 + 1) Yo+1—m+ 1, 2941 + 1 ’

(L>2). (10.33)

Magnetyzowalno$é dipolowa x1, dana réwnaniem (10.32), jest zgodna z wynikami przedstawionymi
w pracach Granovsky’ego i Necheta [98], Zapryagaeva i Manakova [71] oraz Szmytkowskiego [100],
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natomiast analogiczne formuly w [47,74] zawieraja liczne bledy edytorskie. Odpowiedniki wyrazenia
(10.33) na multipolowa magnetyzowalnosé¢ x, zostaly podane w pracach Manakova, Rapoporta i
Zapryagaeva [66] oraz Zapryagaeva, Manakova i Palchikova [74]'8) ale w duzo bardziej zlozonej
formie niz nasz rezultat. Przypomnijmy jeszcze, ze znajomos¢ multipolowych magnetyzowalnosci
(10.32) i (10.33) pozwala nam okresli¢ warto$¢ drugiej poprawki do energii (9.21).

Przejdziemy teraz do wyznaczenia kwazi-relatywistycznego przyblizenia multipolowej magnety-
zowalnosci. W tym celu skorzystamy z formut (5.39) i (5.40), uzyskujac przyblizenia uogdlnionych
funkeji hipergeometrycznych obecnych w réwnaniach (10.32) i (10.33):

Fy Y- —L,vo—mn—L,yvL—m 1
Yo —m +1, 2y, +1 ’

2L 4201 o (L —1)(4L3 —2L% — 6L — 1)

~ (o L#1 10.34
ey @4 2L3(2L + 1)2 (L#1), (10-34)
SR T Lyvpyi—m—L, yvpv1—m 1)~ (10.35)

Y41 =+ 1 2y + 1 ’

Ostatecznie dochodzimy do
a?a} 1 19
i~ — 1— —(aZ)? 10.36

X1,—1 223[ 12( )}, ( a)

_a’ad"t (207 + 2L — 1)(L + 1)(2L)!
XL = o 92LH1(L —1)(2L + 1)

3
x {1 — (aZ)? lsz +2)—§(3) + 2L2(2ﬁzf; ++21L _ 1)] } (L'>2) (10.36b)

oraz

2 2L+1 L2 2I)! 1
Xbps1 ~ —2 ggL 22L(2(L JZ 3 {1 ~ (az)? [w(QL +2)—(3) + LH] } (10.36¢)

W konsekwencji, po zsumowaniu sktadowych (10.36) w oparciu o relacje (10.29), otrzymujemy
koncowe wyrazenia na kwazi-relatywistyczna multipolowa magnetyzowalnosé w postaci

2.3
a“aj 1 4
Xlz 0 |:].—

Ak 3(aZ)] (10.37)

_afag"t (3L —1)(2L)!
XL = Z2L 92L+I([, _ 1)

24L4 + 1503 — L* + L +1
1— (aZ)? [¢(2L) — (3 L>2).
X{ (aZ) [w( ) ) T )eL T )BL - 1) (L>2)
(10.38)
W szczegoblnosei, dla 2 < L < 4 uzyskujemy:
2.5
ag 15 { 703 ]
~ 1——(aZ 10.39
X2 = 7 |1 Gop(@2) (10.39)
a?af 45 3439 2}
~ 1——(aZ 10.40
18W pracach tych stosowano definicje magnetyzowalnoéci réznigce sie o czynnik — (L+1) (przypadek L > 2). Za

przyjeta w niniejszej rozprawie definicja przemawiaja m.in. formuty (9.21), (10.26), maJ@ce strukture analogiczng do
réwnan (4.35) i (5.32).
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_ a”aj 1155 170827 5
o= s |1 1i0ss0 @Y |-
W przypadku dipolowym poprawne kwazi-relatywistyczne rezultaty otrzymano w pracach [71,74,
98]. Odpowiedniki réwnan (10.37) i (10.39) zawarte w pracy Manakova i in. [66, podrozdzial 6.2
sg niepoprawne — zamiast % powinno by¢ %, ponadto 0.835 powinno by¢ zastapione przez % (ta
druga niescislosé pojawia sie réwniez w pracach Zapryagaeva i in. [71,74]).
Nalezy jeszcze podkresli¢, ze z powyzszych formut mozemy natychmiast wyprowadzi¢ wyrazenia
na nierelatywistyczna multipolowa magnetyzowalnosé, uzyskujac

(10.41)

. o2ad
W= VR (10.42)
oraz 2 2L+1
ar L—1)(2L)!
W = @ T BL-DEDE ) (10.43)

L = 72L  92L+1 (L _ 1)

Odpowiedniki wyrazen (10.42) i (10.43) sa zgodne z tymi pojawiajacymi sie we wspomnianych juz
wezesniej pracach [66, 74].

Rysunki 32-35 przedstawiaja statyczne multipolowe magnetyzowalnosci xr dla 1 < L < 4,
w funkcji liczby atomowej Z. Poréwnano tu odpowiednie wyrazenia relatywistyczne, kwazi-
relatywistyczne (z pominieciem duzych Z) i nierelatywistyczne. W przypadku magnetyzowalnosci
dipolowej, ktérej wartos¢ bezwzgledna przedstawiono na rysunku 32, mamy do czynienia ze zmiang
znaku z ujemnego na dodatni. Widoczne jest to na wykresie w postaci gwaltownej zmiany mo-
notonicznosci funkeji (zjawisko to ma miejsce tylko dla przypadku relatywistycznego). Dokladna
analiza numeryczna pokazuje, ze magnetyzowalnos¢ dipolowa zmienia znak pomiedzy Z = 129 a
Z = 130. Jest to zgodne z wnioskiem zawartym w pracy Szmytkowskiego [100]. Pozostale multipo-
lowe magnetyzowalnoéci sa stale dodatniego znaku.

104 E —_— relatywistyczna
———— kwazi —relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

—
< 1010

10~ 12 ;

10~ 14 i

Rys. 32: Wartos$¢ bezwzgledna statycznej magnetyzowalnosci dipolowej x1 dla atomu jednoelektro-
nowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuty relatywistycz-
nej (10.32), kwazi-relatywistycznej (10.37) i nierelatywistycznej (10.42).
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— relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

10—18‘“\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 33: Statyczna magnetyzowalno$é¢ kwadrupolowa yo dla atomu jednoelektronowego w stanie
podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (10.33), kwazi-
relatywistycznej (10.39) i nierelatywistycznej (10.43) z L = 2.

— relatywistyczna

———— kwazi —rel atywistyczna

........ nierelatywistyczna

o 20 4 6 8 100 120 140

Rys. 34: Statyczna magnetyzowalnos¢ oktupolowa xs dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (10.33), kwazi-
relatywistycznej (10.40) i nierelatywistycznej (10.43) z L = 3.
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— relatywistyczna

———— kwazi —relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 35: Statyczna magnetyzowalnos$é¢ heksadekapolowa x4 dla atomu jednoelektronowego w stanie
podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (10.33), kwazi-
relatywistycznej (10.41) i nierelatywistycznej (10.43) z L = 4.

W tabeli 10 podano warto$ci numeryczne magnetyzowalnosci xr dla 1 < L < 4 [r6wnania
(10.32) i (10.33)] dla wybranych jonéw wodoropodobnych. Obliczenia zostaly wykonane dla od-
wrotnoéci statej struktury subtelnej a=! = 137.035 999 139(31) (CODATA 2014), przy czym zo-
stala uwzgledniona jej niepewnos¢ pomiarowa. Wyniki numeryczne uzyskane dla magnetyzowal-
nosci dipolowej pokrywaja sie z tymi zawartymi w pracach Szmytkowskiego [100], Rutkowskiego i
Poszwy [101,102] oraz Stefanskiej [103, 105"

19We wszystkich wymienionych tu pracach wartosci magnetyzowalnosci dipolowej zostaly wyznaczone po wyod-
rebnieniu czynnika o?. Ponadto nalezy mie¢ na uwadze, ze w pracach [100-103] korzystano ze starszych wartosci
odwrotnosci staltej struktury subtelnej.
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10.3 Stale ekranowania magnetycznego

Rozwazmy teraz przypadek pdl bliskich. Wéwczas mamy do czynienia z multipolowymi ma-
gnetyzowalnosciami pél bliskich XK/[LL__}M 1, ktore w literaturze nosza nazwe multipolowych statych
ekranowania magnetycznego. Wielkosci te okreslaja, jak duze jest przestanianie jadra przez chmure
elektronowa i méwig nam, jakie pole magnetyczne wyindukuje sie w poblizu jadra atomu. Dla
przypadku p = —L — 1 wyrazenia (10.27) i (10.28) przyjma forme

-1 L1 —L-1
XML—ML = XML—ML,~L t XML—ML,L+1> (10.44)

gdzie
o2 2 2(27% + 1 —4)
M1-M1,-1 9,)/1 (2,)/1 _ 1) )

(10.45a)

ok _ 2g 2k~ DT (e + 71— L)P(yw + 1 + L +1)
ML—ML,x L(L+1)(2L + 1)2(v. — 71)T(271 + DT(27. + 1)

Ve 1+ L+1, v 1 —L, v« —m
x3F i1 # —1). 10.45b
a2 < Yo — V1 17 27/{ 1 ’ (H ) ( )

Pamigtajac o tozsamosci (5.55), mozemy uprosci¢ powyzsze wyrazenie do postaci

Yokl — 27 2|k|(k —1)°
ML—ML,x LIL+1)2L+1)*(ve — 1) (3 + 11 — L)

1) (k # —1). (10.46)

w2 F _L7177K_71_L .
P\ ALt L1

Tym samym, dla konkretnych wartosci k£ otrzymujemy sktadowe multipolowej statej ekranowania
magnetycznego

o 2(L +1)? —L, 1, yp—m—L
-1 9 s Ly YL 71
N A F i1
XML—ML,—L (2L+1)2(7L_71)(7L+71—L)3 2 ( yo—7m+1L, v+ —L+1

(L >2) (10.47a)

oraz

ok — 27 2L
MEZME L 2L+ 1)?(v41 = 1) (41 + 11— L)

_L7 17 YL+1 — M1 —L
w3 F 1), 10.47b
32<7L+1—71+1»7L+1+'71_L+1 ( )

W oparciu o réwnanie (10.44) sumujemy powyzsze sktadowe, co prowadzi do koncowych analitycz-
nych wyrazen na statyczne multipolowe stale ekranowania magnetycznego

_ 2(473 + 672 — Ty — 12) V3
2 2 1 1 1
=— Z<a X2, 10.48
=M T T G+ D@ - 1) Y (10:45)
X_L_l = —o?Z 2 (L+1)2 3 F —L,1,vp —m—L -1
ME=AME RL+1)? | (-7 +mn-1L) v-m+Lyp+m—L+1°

_ L2 B —L, 1, vpy1—m—L 1
(vo+1 —7)(vp41 +71 — L) Y41+ L v+ — L4107

VAL? — 1
(L >2, Z< a12L> . (10.49)
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Widoczne powyzej ograniczenie na liczbe atomowa Z wynika z warunku zbieznosci dla catki ra-
dialnej w wyrazeniach (10.10) i (10.21) i zostalo szerzej oméwione w uzupeltnieniu E. Wzér (10.48)
opisuje dipolowa stalg ekranowania magnetycznego i jest zgodny z wynikami dostepnymi w literatu-
rze [74,96,97,110-114], przy czym w pracach [110,111,113] uzyto definicji z przeciwnym znakiem.
Multipolowa stata ekranowania magnetycznego le/é__}M ; zostala wczedniej wyznaczona w pracy
Zapryagaeva i in. [97]. Jednakze formula tam podana jest duzo bardziej ztozona (wieksza liczba
parametréw i uogélnionych funkeji hipergeometrycznych od tej danej réwnaniem (10.49). Ponadto,
dla konkretnych wartosci L w (10.49) uzyskujemy wyrazenia elementarne. Przyktadowo mozemy
poda¢ wyrazenia na kwadrupolows stata ekranowania magnetycznego

_ 8v3 + 58y% 4+ 133y, + 71 V15
3 2 1 1 1
= —« Z<a —|, 10.50
Xz 501 + D@+ D(An — 1 1 10.50)
oktupolowa
ol 2 2(4877 + 964~7 + 7284~3 + 23887~ + 33618, + 15199) 7 < o V35
M3—Ms3 35(y1 + 1) (v 4+ 7) (271 + 7) (471 + 11) (671 — 1) 6
(10.51)
oraz heksadekapolowa
2(12877 + 5072+ + 8058077 + 636000~} + 26804073
. 2, 4599745372 4 653516571 + 2587195)
= —«
Xt 81(y1 + 1)(v1 +5)(y1 + 7) (271 +5)(2m + 23)(dy1 + 11) (871 — 1)
(Z < a—lg’gﬁ> . (10.52)
Przechodzac do granicy kwazi-relatywistycznej, nalezy wykorzystaé¢ ponizsze przyblizenia:
3F2 *Lv 17’7L*’71*L 1
Yv-n+Lyw+n-L+1’
3 o (L —1)(2L +1) L3212+ L+1
~ 2L) — (L +1) — 10.53
2 (aZ) 2L(L + 1) Y@2L) —$(L+1) (L —1)L(2L + 1) ( )
oraz
3F2 _L7 17 ’7L+1_71_L 1
Yor1i—m+L v+ —L+17
L(2L +1) 5L
~1—(aZ)?—" L |p@2L+1)— (L +1) — —— 10.54
) DI+ {w( 1 - +1) 4(2L+1)}’ (10.54)

wyprowadzone w oparciu o réwnania (5.39) i (5.40). Wykorzystujac relacje (5.39) w réwnaniu
(10.45a), uzyskamy

2
XI:/I%—>M1,—1 ~a?Z 9 [1 + 4(04Z)2} ; (10.55a)
a dodatkowo stosujac formuty (10.53), (10.54) do wyrazen (10.47a) i (10.47b), otrzymujemy

o 5 3(L+1)? (L-1)(2L+1)
S (L—1)(2L +1)? {1 ~(a2)’ 3L(L+1)

S5L3+ L2+ L+1
2(L — 1)L(2L + 1)

x l¢(2L+ 1) —p(L+1) —

} (L >2), (10.55b)

(10.55c¢)
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Po zsumowaniu powyzszych sktadowych, przy wykorzystaniu relacji (10.44), dochodzimy do

1
-2 2
Xni—m1 X Q27

{ 97
3

1+ %( Z)ﬂ , (10.56)

o L+3 (L—1)(4L*+ 5L +2)
L-1 2 2

~ —a°Z 1—(az
Niiwn ¥ @ (L—l)(2L+1){ O LT L)L +3)
L(L3 +11L% + 14L + 6)
2(L —1)(4L%> + 5L + 2)

X |$(2L) = (L) =

} (L>2). (10.57)

Z formuly (10.57) dla 2 < L < 4 otrzymamy:

47
oty =~ —02Z {1 + go(azﬂ , (10.58)
_ 3 5339
Xarsooniz ™ —aQZ? [1 + 10800(aZ)Q] , (10.59)
7 9521
-5 2 2
~ - — —(aZ)*|. 10.60
XM4—M4 « 27{ 19600(a )} ( )
Wyrazenia w pracach Zapryagaeva i in. [74,97] sa poprawne dla przypadku L = 1, natomiast w
przypadkach L = 2 i L = 3 zostaly one wyznaczone blednie (zamiast 1730570 powinno by¢ %, zas
0.292 powinno by¢ zastapione przez 155’83090).

Nierelatywistyczne multipolowe stale ekranowania magnetycznego, wynikajace bezposrednio z
réwnan (10.56) i (10.57), sa nastepujace:

2
—2(nr a‘Z
A = g (10.61)
oraz
—L—1(nr) L+3

XML = —agZ(L D@L (L>2). (10.62)
Te nierelatywistyczne formuly pojawiaja sie we wspomnianych juz pracach [74,97].

Na rysunkach 36-39 przedstawiono statyczne multipolowe stale ekranowania magnetycznego
Xf/&jM ; dla 1 < L <4 w funkcji liczby atomowej Z. Widzimy, ze wartosci bezwgledne statych
ekranowania rosng wraz ze wzrostem Z, a jest to najsilniej widoczne, jesli w pelni zostang uwzgled-
nione efekty relatywistyczne.
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— relatywistyczna

———— kwazi—relatywistyczna

........ nierel atywistyczna

Rys. 36: Statyczna dipolowa stala ekranowania magnetycznego XK/[21HM1 dla atomu jednoelektrono-
wego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistyczne;j
(10.48), kwazi-relatywistycznej (10.56) i nierelatywistycznej (10.61).

10° E —_— relatywistyczna
———— kwazi —rel atywistyczna

........ nierelatywistyczna

10—5‘“\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 37: Statyczna kwadrupolowa stala ekranowania magnetycznego XIT/I32—>M2 (wzieta z przeciwnym
znakiem) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z.
Poréwnanie formuly relatywistycznej (10.50), kwazi-relatywistycznej (10.58) i nierelatywistycznej
(10.62) z L = 2.
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10° 3 —_— relatywistyczna

10t ——— kwazi—relatywistyczna
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Rys. 38: Statyczna oktupolowa stala ekranowania magnetycznego Xl\i/[%*?Mg (wzieta z przeciwnym
znakiem) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z.

Poréwnanie formutly relatywistycznej (10.51), kwazi-relatywistycznej (10.59) i nierelatywistycznej
(10.62) z L = 3.

1071¢ e relatywistyczna

———— kwazi —relatywistyczna

=
9

2,

........ nierel atywistyczna

5
—XM4a-M4a
S

=
9
IS

1075“‘\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 39: Statyczna heksadekapolowa stata ekranowania magnetycznego XIT/IZHM 4 (wzigta z przeciw-
nym znakiem) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej
Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (10.52), kwazi-relatywistycznej (10.60) i nierelatywistycz-
nej (10.62) z L = 4.
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11 Indukowane multipolowe momenty elektryczne i zwigzane z
nimi podatnosci krzyzowe

11.1 Uogdlnione elektryczne momenty multipolowe

W rozdziale 6 wyznaczyliémy uogoélnione multipolowe momenty magnetyczne indukowane przez
multipolowe pole elektryczne. Teraz rozwazymy sytuacje odwrotna, tj. znajdziemy uogdlnione mul-
tipolowe momenty elektryczne indukowane przez pole magnetyczne (9.1). Podobnie jak w rozdzia-
tach 91 10, przypadek dipolowego pola magnetycznego zostanie wyodrebniony dopiero w koncowych
przeksztalceniach. Przypomnijmy formuly na indukowane momenty elektryczne (5.5) oraz (5.6), tj

Qp(l) )\E}) (_)#éigl_): (p = Aa —A = 1)7 (111)

p(1) _ 47 5. p o W o
Y = e\/;ASdrrYAu(nr)w PeD(E)  (p=A-A-1). (11.2)

Do powyzszego réwnania wstawimy wyrazenie (9.13) na poprawke do funkcji falowej, uzyskujac

gdzie

p(l A2 L
Q' = 147"3‘3\/(L+1)(2A+1(2L+1 ZDLM

X /3 d3r , da3r’ \I’(O)T(r)er,\#(nr)C_J(O)(r,r’)r’ o YLLM(n;,)\IJ(O) (r’)
R R
(p=X\-XA—1). (1L3)

Nastepnie, w oparciu o réwnania na funkcje falowa (3.5) i (3.9) oraz funkcje Greena (4.16), docho-
dzimy do

5D (e L P
M (4eo) 7rc\/(L+1)(2A+1 2L+ 1) Z LM

: Lg—lm’Y)\#QfﬁmnxQnmJa : YLLMQIm’>

x / dr / ar’ POEg®, (r QO ()
—(Q— 1| Yoy Qe ) (QV—iom | - Y Qo 1m)

< [T [T PO PO )
Q| Yap Q- ) ( Qim0 YLLMmm»

< [Tar [T Ul QO )
— (] Yau Qs Qim0 - Y Q1)

></ dr/ dr’ Q) rpg( (7 ’)T'LP(O)(T')l (p=X\—-X\—1),

(11.4)
a pamietajac o tozsamosciach (C.3) i (C.2), otrzymujemy
P(l) _ 4 — (p,L) (P©,Q©
= —(4 — 1R
% TSIV cr e [eTy K;oo(ﬁ e (i)
(k£0)
L k| —1/2 1/2 1/2
x> Y Y Y @haw DI 1 Vauem, N Y Q1)
M=—=Lmg=—|k|+1/2m=-1/2m'=-1/2
(p=A—-A—-1). (11.5)
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Biorac pod uwage formute (C.15), mozemy wykonaé catkowania po zmiennych katowych. Nastepnie,
postepujac analogicznie jak w rozdziale 6.1, stosujemy odpowiedniki réwnan (6.17)—(6.19) wraz z
relacja (11.1) i uzyskujemy indukowany multipolowy moment elektryczny w postaci

o) 2V2 L (1) (PO),QO (1)
O = Uk 2 +1)/RL+1)(A+ L + 1)1-‘% (Q<°>,P<0>) {” =Dy }A

(p=XA—-A—-1; A=L=F1), (11.6)

przy czym
—L dlax=L-1

L+1 dlaAx=L+1. (11.7)

. 1
Z wyrazenia (11.6) wynika, ze multipolowe pole magnetyczne rzedu L wyindukuje w atomie mul-
tipolowe momenty elektryczne rzedéw L — 11 L + 1.
Pozostaje nam teraz wykona¢ calkowania po zmiennych radialnych. Najpierw zajmiemy sie
przypadkiem z Ky # —1 i wyznaczymy

o0

L) (PO ) 1 0 0 0
R (Qm)’fim)) = > w5 . /0 dr r? [p(0> (r)SL% (1) + QT (7“)]
r="00 FPn,.Rk\ -
a0, @O, () + POGTL ()]
0
(Rx # —1). (11.8)
Opierajac sie na formule (D.22), uzyskujemy
BB (P0a0y aaf ™ T A4+ Dl a +n+L+1)
R \QO), PO

Zp+L+1 2p+L+2F(271 + 1)F(’Y/%,\ — ™ —p)F(’mA — v — L)
o i (Nnity + B0 + 97, — 71 —p — DD(Ine| + 95, — 11 — L — 1)
Ry =00 N,y (Ine] = DID (0| + 277, )
" <|nr| t—n—p—1 _%>
Np,x + Ex
" {1 ~ (Nnpiy + D0 95y =1 — L = 1)}
(Nn,zy + Ex)(Ine] + 95, —71)

(Fx # —1). (11.9)
W kolejnym kroku rozdzielimy powyzsze réwnanie na cztery sktadniki i przeksztalcimy w znany
nam juz sposéb kazdy z nich, tj.

p+L+1 4

) 5(0) oa F(vay + 1 +p+ D0z, +m+L+1)
R®L) (POQOY _ aaq x A S, (1110
R <Q<0),P<0>) Zp Ll 20F L2 (2 + )T (7, — 11 — p)T(vay — 71 — L) ; o !
gdzie
< T o~ —p)T - —L—1
s — Z (Inel + 95y =11 —p) (|'nr|+7m N ) —0, (11.11a)
Ny ——oco Nnrfg\(|nr| - 1)F(|n7‘| + 2/77%)
P N\ (e T . (1 e N Tt
nyp=—00 Nnrl%/\(Nan{A + ’%)\)(|n’f‘| - 1)'(’”7»‘ + 7’2‘/)\ - 71)]‘_‘(’”7" + 27’%)\)

_ i (Nn iy + 1) N,y — BT (ne| + 95, =71 = )P0 + 97, — 11 — L)
Nnrkx‘nr|!(|nr| + Yay — )T (|| + 295, + 1)

Np=—00

B i 2(kx — )T(nr + 7z, — 11 — )T (0 + 7z, — 71 — L)
n (e + vey — 7)) (0 + 297, + 1)

, (11.11Db)

n,=0
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S = — i (N + BT (0] + 78, =11 —p = DI(|ne| + 95, =11 = L= 1)

Mmoo N,y (Ine| = DID ([0 | + 27z, )

_ Z 2710 (nr +797y — 71 —p— DI(ny + v, — 11 — L — 1)
nrfo (nr — 1)'F(”r + 27z,)

_ Z 2nL(ny + 9z, — 71 — )T (n + 72y — 71 — L)? (11.110)
nr=0 ne !0 (ny + 27z, + 1)

S, = i (Nnyiy + Dnl(ne| + 7z =1 —p — DE(Ing| + vz, — 1 — L)

S—— Nu,zy (Ine] = D(ne] + vz, — )T (0] + 2797, )

_ f: 20l + 95, =1 —p = Dl(nr + 9%, =1 = L)
(nT - 1)!(n7’ =+ Vex — VI)F(nT + 2’774)\)

n,=0
_ i 2nL(nr + 95, =1 =P + 95, — 11— L+1)
nel(ne +vay — 71+ L0y + 279z, +1)

n,=0

_ i 2l (ne + 9z, — 11 — )L (0 + 72, — 71 — L)
n'\C(ny + 27&, + 1)

nT=0

B Z 2(L+ Dl (ne + 95, —m —p)L(ne + 95, — 11 — L)

11.11d
Top: (nr + Vex — N + 1)F(nr + 27,%)\ + 1) ( )

n,=0

Wykorzystujac réwnania (11.11a)—(11.11d) w wyrazeniu (11.10), otrzymamy

Rgp7

KX

L) (P© QO aah ! [(vay, +71+p+ D0z, + 11+ L+ 1)
) ( ,Q ) _
QPO Zpr il op LD (29, + 1 (e, — 1 — )T (9, — 1 — L)
X{(%A ) i L(ny + 9k =11 = p)T(r + 9%, — 1 — L)
— nr!(n’r + Vea — VI)F(nr + 2'77@\ =+ 1)
n,=0

o

T + vz, — _ r o I
(L4 1y Y 0 — o P )}
=y nel(ne + 9y =+ D0y 4 29z, +1)

(Rx # —1). (11.12)

W powyzszej formule, opierajac sie na wzorach (5.23)—(5.25), identyfikujemy uogélnione funkcje
hipergeometryczne 3F5(1). Tym samym

RED (P00 aaf " T (ya, 4 +p+ DT (s + 1 + L+ 1)
Fa o \QO),PO) ZpL+1 W+LHIT (2y; + 1T (29z, + 1)

o | VA +713F2 Vi =P Ve~ = Lova =
Fy+1 Yiy — 7+ 1, 29, +1 ’

o B e e T T TR TN T R
Yey — M+ 1 g M +2, 29, +1 ’

(Fx # —1). (11.13)

Zastosowanie relacji (5.29) pozwala wyeliminowaé jedna z dwéch uogdlnionych funkeji hipergeome-
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trycznych i w konsekwencji dochodzimy do

p+L+1

Rl (P<°>,Q<°)) _ aag F2n+p+L+2)
A \QLPOJ T Zot LAl gp L (R + 1)D(27; + 1)
o A DE+ D) +p+ P Ao+ DI, + 71 + L+ 1)
(Var =M+ D@2y +p+ L +2)T(29%, +1)
Yar =M =P Yy — 1 — Ly ey —m A+ 1 .

X3 F: A A 2 i1 R # —1).

32( S )} (Fa # —1)
(11.14)
Zajmijmy sie teraz przypadkiem k) = —1 [wéwczas A = 0 1 L = 1, por. réwnanie (11.7)].

Skorzystamy z réwnania (4.27) i z radialnej funkeji Greena—Diraca—Coulomba w postaci danej
wyrazeniem (10.16), co pozwoli wyznaczy¢ nam

OO

1 0),Q(® 0 0
RO (P90 " / ar ? [PO)SO_ () + QOMT, ()

(7177&0)
/ ar' v 1) QO () + PO, )]

(71-) | [p >sé?11<r>+Q<°><r>Téf’_’1<r>}

o

[T arer [P0 (r)fé?h(r) + QUMK ()

0
» ar' [Q(O)(T/)S(()?zﬂrl) + P(O) (r/)T()(?zl(r/)]

+ [T are [POG)SEL () + QUTY, ()

x [ QU I, () + POGKGY ()] . (11.15)
0 5 ’

Aby w powyzszym réwnaniu wykonaé calkowania po zmiennych radialnych, uzyjemy formutl z
dodatku D i wzoréw (10.17)—(10.19), uzyskujac

@D (P<0>,Q<0>> __aag MR (2D W2+ p+ 1)
— Q) p(0) Zp+2 2p+21—\(2,yl + 1)

aag+2 (472 —1)D(27 +p+1)
Zp+2 2020 (2, + 1)

adh™ (p+ 2)m (21 + D02y +p+1)

Zr+2 2020 (291 + 1)
add™ (493 = )T @20 +p+1)
Zp+2 2021 (21 + 1) '

(11.16)

W konsekwencji otrzymamy

RO (P020) aah p(y? — D@0 +p+1)

-1 \Q.pO® Zp+2 20HIT (29, + 1)

(11.17)

Analizujac rezultaty otrzymane w tym rozdziale, zauwazamy, ze dipolowe pole magnetyczne
(L = 1) indukuje co najwyzej uogdlniony monopolowy?® i kwadrupolowy moment elektryczny,

20Fatwo dostrzec, ze indukowany moment monopolowy jest niezerowy tylko dla przypadku pél bliskich.
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dane odpowiednio wyrazeniami:

Q@D = (dreg)e aaf ™ p(3f = T2y +p+1) {veD®)
0 0 0

Zrt2 /30 (2 + 1) !

(p=0,-1) (11.18)
oraz

adht® T2 +p+3)
ZP+2 2p+215\/6T' (271 + 1)

A 28t pH D+ n+p+ D2+ 7 +2)
(2 =71+ D271 +p+3)(272 + 1)

Qg(l) = (4meo)c

Yo—m—-p,2—-—mn—1L vn-m+1 (1) _9 _
X3F2< Y2—71+2, 272 +1 ’1>}{V®D1 }2 (p=2,-3).

(11.19)

Przypadek magnetycznego pola dipolowego musieliSmy ponownie wyodrebnié, poniewaz wowczas
pojawiaja sie dodatkowe warunki na wspoélczynniki a,, wynikajace bezposrednio z réwnan (9.12a)
i (9.12b). Powoduja one, ze skladowe wektora v dane réwnaniami (3.31) przyjma postaé

vo =sgn(m), v_;=v; =0, (m = :I:%) . (11.20)
Tym samym
1 1
{veD| )}M = (101 \) sgn(m)D,)  (m = 1) (11.21)
idla A =0 mamy
my __ 1 (1) 4l
{veD| }OO -—7 sgn(m)DL} (m=+1), (11.22)
adlaA=2
ORI e () 41
{I/ ® Dy }2M = 5 sgn(m)D;, (m = :|:2) . (11.23)
Przeksztalcamy teraz réwnania (11.18) i (11.19) z uzyciem relacji (11.22) i (11.23) do postaci
p+2 2
p(l) _ aay " p(yi —DICn+p+1) ) Ca 1
b = —sgu(m)(dmeo)c s TN C T (p=0,-15 m==%}) (11.24)
oraz
p(1)  _ sgn(m)(47r60)caag+2 V4 —p? (271 +p+3)
2 Zpt2 203451 (2y; + 1)

A1 26ntp+ Dl (et n+p+ D2+ 7 +2)
(v2—m+ DT 2y +p+3)T'(2y2 +1)

V2= —p,v2—n—L,2—mn+1 (1)
x5 I 1] D
32( Vo= +2 272 +1 )} 2u

(p=2,-3; m==1), (11.25)

przy czym stan z m = 1/2 odpowiada sytuacji (9.12a), a stan z m = —1/2 opisuje wzér (9.12b).
PrzejdZzmy teraz do przypadku, gdy zaburzajace pole magnetyczne jest rzedu L > 2. Wowczas
poziom podstawowy atomu pozostaje zdegenerowany. Z wyrazeh (11.6) i (11.14) uzyskujemy

aaf ! V2LIT(2v, +p+ L+2)
ZpHL+l optL(fy + 1)(2A+ 1) /L + 1) (A + L+ 1)I'(2y1 + 1)

Ao EEDmE ) +p+ (s A +p+ D (s, + 71 + L+ 1)
(Yar =M+ DL@2v +p+ L+ 2)T (29, + 1)

Qi(l) = (4dmwep)c

Vax — V1 =D Yay — N1 — Ly vy — 1+ 1 (1)
X3 F: A A > i1 vreD
’ 2( Yy — 1+ 2, 29k, +1 )}{ © L})\

(p=XA-A—1; A=LF1). (11.26)
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Dla obu rozwazanych sytuacji mozemy zdefiniowaé uogdlnione multipolowe magnetyczno-
elektryczne podatnosci krzyzowe x{;; .y poprzez relacje

proop),

p(1)  _ p N ) - _
Q" = (4meo)c Xy g (10ZO]A0) (p=XA—-A—-1; A=L=F1), (11.27)

gdzie (10L0|A0) dane jest réwnaniem (6.33). Tym samym

p+2 2
p agy " p(y —DI2n +p+1) 0
- —0,-1 11.28
oraz
N _ adgtt! L= L2y +p+L+2)
ML—EA ZpHLAL op+L(Ey +1)(2A + 1)(2L + 1)[(2y1 + 1)

S DmE D +p+ 1Ok 411+ P+ DT, + 1+ L+ 1)
(Yay =1+ D@y +p+ L+ 2)T(29;, +1)

X3F2 ’YI%)\_fyl_pafyﬁ)\_fyl_Lafo%)\_’yl"i_l.1
Yix =M+ 2, 297, +1 ’
(p=X\-A—1;, A=LF1, A#£0). (11.29)

Kolejne dwa podrozdzialy postuza nam do dokladniejszego omdwienia tej wielkosci dla obszaréw
pol dalekich i bliskich.

11.2 Magnetyczno-elektryczne podatnosci krzyzowe po6l dalekich

Zaczniemy od rozwazenia przypadku pél dalekich. Wéwcezas z réwnan (11.28) i (11.29) uzysku-
jemy
Xl?/[l—>E0 =0 (11.30)
oraz
aayTEH! LON—L)YT(2v + A+ L+2)
ZALAL QML (Fy + 1)(2A + 1)(2L + 1)['(2y1 + 1)

A1 (L+Dy(Ex+1)+ A+ U0 (va, + 1+ A+ D0z, + 1+ L+ 1)
(Vax — 11+ D02y + A+ L+ 2)0'(2vz, +1)

by
XML—EX

waFy [ P TN T AR T T Lok AL
Yax =M+ 2, 29z, +1 ’

(A=LF1, A#£0). (11.31)

Powyzsze réwnanie prowadzi do wyrazen analitycznych na multipolowe magnetyczno-elektryczne
podatnoéci krzyzowe pél dalekich w postaci

e aalt LT(2y1 +2L +1)

XML—E(L-1) = 720 L[ — 1)(4L2 — 1)[(271 + 1)

W1 (L+D)[n(L—-1) =Ly +m+ L) +7m+L+1)
(vp — 71+ D291 + 2L + 1)I(2y, + 1)

vv-n—L+1L, yp—-—m—-—L yp—m+1
X 3 F 01 L>2
32( YL —n+2, 2y, +1 ( )
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oraz

NS _ aallt? LI'(2v, +2L + 3)
ML—E(L+1) 72042 22L+1(L + 2)(2L + 1)(2L + 3)I'(2y1 + 1)

w11 - (L+1D)(L+2)nm+Dl(yvppr++L+2)0(yppr + 1+ L+ 1)
(Vo1 =7 + DI(2y1 + 2L+ 3)I'(2y41 + 1)

w3 Y= - L=L vy -m =Ly -m+l )
Yo+1— M+ 2, 2941 + 1 ’

(11.33)

W szczegdlnym przypadku magnetycznego pola dipolowego (L = 1) uzyskujemy tylko nastepujaca
podatnoéé¢ krzyzowa:

B aaé I'(2y1 +5)

2 _agg 6(v1 + D (2 +71 +3)C(2 +11 +2)
M1~ E2 Z* 3600 (291 + 1)

(2 =7+ D2y +5)T(2y + 1)

w5 T-n-2r-n-Lyr-n+tl
Yo—m+2, 272 +1 '

(11.34)
Jesli skorzystamy z relacji (5.29), to powyzsze wyrazenie przyjmie forme

B aaé I'(2y; +5)

2 _ aqy (i + D) (2 +7)T(v2 + 71 +3)T(v2 + 71 +2)
XM].—)EQ Z4 7201‘1(271)

I (27 + 5)[(272 + 1)

Y= —2,2-—"n—1,r2-—m
w3 I 1), (1135
32( Y2 —m+1, 2%+ 1 )] (11.35)

tozsamg z rezultatem?! uzyskanym wczeéniej przez Szmytkowskiego i Stefafiska [107, réwnanie
(4.20)]. Ponadto, jesli por6wnamy réwnania (11.32) i (11.33) z podatnosciami krzyzowymi (6.36) i
(6.37), to zauwazymy, ze zachodza ponizsze zwiazki:

Xl%/[(L+1)—>EL = a}ézLM(L_H)a (11.36)

L L—1
XM(L-1)—EL = ®BL—M(L-1) (11.37)
Tym samym, formuty kwazi-relatywistyczne i nierelatywistyczne, rysunki oraz wyniki numeryczne

z rozdziatu 6.2 opisuja takze wielkosci wyznaczone w tym rozdziale i mozemy pominaé¢ dalsza ich
analize.

11.3 Magnetyczno-elektryczne podatnosci krzyzowe p6l bliskich
Przechodzac teraz do przypadku pél bliskich (p = —A — 1), z réwnania (11.29) uzyskujemy

e aag™? LOA=L)T(2y —A+L+1)
MML=EX T ZLoX 9L T (7, 1 1)(2A+ 1)(2L + DD(271 + 1)
) (Fx +1) = AT (ya, + 11 = NT(va, + 1+ L+1)

><{1_(L+1

Vax — M HAFL v == L e -+
x3F g \ g i1 A #0),
’ 2( ’yﬁ)\_’yl—"_Qa 277{)\—’_1 ( # )

(Vay — 71 + DTy — A+ L+ 1) (297, + 1)

(11.38)

21 pracy tej wyznaczono indukowany elektryczny moment kwadrupolowy i by poréwnaé wyniki, nalezy skorzystaé
z wprowadzonej przez nas relacji (11.27), przy uwzglednieniu (9.12).
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a jesli dodatkowo wykorzystamy tozsamos$é (5.55), to wéwczas powyzsze mozemy przepisaé w po-
staci

N aal L= L)D(2y1 — A+ L +1)

XML=EA = 71X 5031 (7y £ 1) (20 + 1) (2L + DI (271 + 1)
xq1l— 3k ;
(Ve =1+ Dy +71 = A) Yas =M+ 2 Ve F N - A+
(A #0). (11.39)

Ostatecznie z réwnan (11.28) i (11.39) otrzymujemy konicowe wyrazenia na statyczne multipolowe
magnetyczno-elektryczne podatnosci krzyzowe pol bliskich:

-1 _ Qap ’Y% -1
XM1—E0 = 7 37

(zauwaimy, eyl —1= —a2Z2> , (11.40)

aayg  L(2v1+1)

Xait =
ML—E(L-1) 7 (L _ 1)(4L2 _ 1)

2 _
o (L =1)(n+1)
(v-m+Duw+n—-L+1)
—L+2 1,y —m—L
R - L>2) (11.41
32<’YL—71+2,’VL+’Y1—L+2 ( ) )
oraz
—L—2 _ oz 2L
XML—E(L+1) — ap (L+2)(2L+1)(2L +3)m

Yos1—mn+ 1)1+ — L —1)

_L7 ]-7 ’YL+1_’71_L
X3 F: ;1
- ( Y41 =N+ 2 v +n—L
L VRLF (2L +3)
z 1A 11.42
( =« 2(L+1) , (1142)

przy czym ograniczenie na Z wynika z warunku zbieznosci catki radialnej w réwnaniu (11.8) i zostalo
doktadniej oméwione dodatku E. W przypadku podatnosci krzyzowych pél bliskich, odpowiedniki
relacji (11.36) i (11.37) sa innego typu i sa bardziej ztozone. W tym przypadku, poréwnujac formuty
(11.40)-(11.42) z (6.56) oraz (6.57), uzyskujemy

x{l—( (L+D)[n(L+2)—L-1]

(L - 1)X1\_/1LL_>E(L—1) =—(L+ 1)0‘1?:£_>M(L—1)7 (11.43)
oraz
—L-2 _ L Lin(L+2)-L-1] =2
XML—E(L+1) — (L+2)[Ly — L — 1] L+2 EL—M(L+1)
aZ 4
— . 11.44
L (2L+1)(2L+3)} (11.44)

Charakterystyczna dla p6l bliskich postaé¢ uogélnionej funkeji hipergeometrycznej 3F»(1) po-
zwala nam podaé wyrazenia w postaci elementarnej, tj. dla podatnosci XIC/I%,—E( 1) % 2<L<KH
uzyskamy

_ aap 2y +1
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-3 aag 3(271 +1)(211 +5)

= 11.4
Ms—F2 = " T 42y +7) (11.46)
~4_ 0ag2(2y1 + 1)(6877 + 483~1 + 709) (11.47)
XMa—Es = 77 189(y + 7) (471 +11) ‘
_5 aag 5(2v1 + 1)(5293 + 73692 + 29097, + 3233)
XM5—E4 = 7 ; (11.48)
Z 396(y1 + 5) (271 + 5)(271 + 23)
a dla podatnosci XK/ILL;ZE(LH) z 1 < L < 4 otrzymujemy
-3 aZ 2(y —1)(8n1 +3) V1
g = —— Z<a ', 11.49
Xui—p2 ap 457 (1 +1)(4n — 1) 4 ( )
4 aZ 2(y1 — 1)(302 4+ 79y + 28) V35
=_—— Z <o P2, 11.50
X2ES = 0 55, (1 + 1) (2 + 1) (6 — 1) 6 (11:50)
Z 2(y1 — 1)(9673 + 684~F + 1153 385 3VT
ap 35v1(v1 + 1)(v1 + 7)(4y1 + 11)(8v1 — 1) 8
- aZ 16(y1 — 1)(1407¢ + 19763 + 810142 + 1087071 + 3450) 7 - 1311
= —_—— (8% —_—
Ma—ES ao 297y1(v1 + 1) (y1 +5)(2y1 +5)(2y1 +23)(107; — 1) 10
(11.52)

W kolejnym kroku z relacji (11.43) i (11.44) oraz réwnan (6.72) i (6.77) wyznaczamy kwazi-
relatywistyczne przyblizenia wyrazen (11.41) oraz (11.42), natomiast aproksymacje réwnania
(11.40) w oparciu o (5.39), uzyskujac odpowiednio

VA 2
X1k = —% (a3 ) (formula dokladna), (11.53)
L aag 1 2L—1[ L(4L2—3L—5)]}
~———31— (aZ)*—— |¢¥(2L) — (L) —
(L#1) (11.54)
oraz
L2 aZ 9 212 [ L+ 1]
~ “(aZ 2L+2)—y(L+1)+ ——|.
AML—E(L+1) = T (aZ) (L+1)(L+2)(2L +1)(2L + 3) YRL+2) —y(L+1)+ 2
(11.55)
Jawne wyrazenia dla wybranych wartosci L wyznaczone z réwnan (11.54) i (11.55) sa nastepujace:
XM2—E1 = {1 3(aZ) } . (11.56)
_3 aag 1 23 9
XM3—E2 = 5 [1 - @( Z)°, (11.57)
4 aap 1 1931 2]
~ Qoo lt, 1981 o 11,
_5 aagp 1 13669 2}
~ Qoo by, 15669 11,
oraz 711
-3 &
XMi—E2 = (Toﬁ(o‘Z)Q’ (11.60)
4 aZ 137 9
~ 2 _(aZ 11.61
XM2—>E3 ao 3150(a ) ? < )
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. aZ 1159

_6 _ aZ 16358 9
Analizujac powyzsze rezultaty, widzimy, ze w granicy nierelatywistycznej uzyskamy
Xaigo = 0, (11.64)
—L(nr) _aagp 1
oraz L)
—L—2(nr
XML—E(L+1) = V- (11.66)

Tym samym, w granicy nierelatywistycznej wielkos¢ XK/[LL__?E( L+1) znika (jak réwniez odpowiadajace

jej momenty elektryczne QZ_%;Q(U). Tozsama sytuacja zachodzi dla podatnosci X351 . go-

Rysunki 40-43 przedstawiaja wartosci magnetyczno-elektrycznych podatnosci pdl bliskich
Xl\_/[LL—>E(L—1) dla 2 < L < 5 w funkcji liczby atomowej Z, natomiast na rysunkach 44-47 wy-
kreslono wartosci podatnosci XI\_/ILL_—>2E( L+1) dla 1 < L < 4. Na wspomnianych rysunkach poréwnano
odpowiednie formuly relatywistyczne, kwazi-relatywistyczne i nierelatywistyczne, przy czym dla
podatnosci XK/IIE__?E( I Jrl)mie rozwazano wielkosci nierelatywistycznych, ktére w tym przypadku sa
réwne zero [por. réwnanie (11.66)].

107%¢ —_ relatywistyczna

[ ———— kwazi —relatywistyczna
1073,

........ nierelatywistyczna

Xno-e1(20)

=

<
a1
T

10—6“‘\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 40: Statyczna podatnosé krzyzowa XI\_/[22—>E1 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.45), kwazi-
relatywistycznej (11.56) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 2.

117


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

107%¢ —_ relatywistyczna

[ ———— kwazi—relatywistyczna
1073}

........ nierel atywistyczna

Xizoe2(30)

=
<
a1

10—6 S S S S S NS S S RS SR
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 41: Statyczna podatnosé krzyzowa XKA%HEQ dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.46), kwazi-
relatywistycznej (11.57) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 3.

107%¢ —_ relatywistyczna

———— kwazi —rel atywistyczna

=
<
W

........ nierelatywistyczna

Xia-e3(30)

=
ot
o

10—6‘“\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 42: Statyczna podatnosé¢ krzyzowa XI\_/IZzll—>E3 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.47), kwazi-
relatywistycznej (11.58) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 4.
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1072 3 —

10*3E

relatywistyczna

kwazi —relatywistyczna

nierelatywistyczna

Xis-e4(20)

=
<
a1

10—6“‘\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Rys. 43: Statyczna podatno$é krzyzowa XIT/IEL;)HEZI dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.48), kwazi-

relatywistycznej (11.59) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 5.

10%¢

relatywistyczna

kwazi —relatywistyczna

1078"‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 44: Statyczna podatnosé krzyzowa Xi/[?iHEz dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.49) i kwazi-

relatywistycznej (11.60).
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10?;

100 — relatywistyczna
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Rys. 45: Statyczna podatnosé krzyzowa XM;_)E?) dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.50) i kwazi-
relatywistycznej (11.61).

10?

100 — relatywistyczna

———— kwazi —rel atywistyczna

10—8“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\
0 20 40 60 80 100 120 140

Z

Rys. 46: Statyczna podatnosé krzyzowa XK/[53—>E4 dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.51) i kwazi-
relatywistycznej (11.62).
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10%¢
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Rys. 47: Statyczna podatnosé krzyzowa XK/&_)]% dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Poréwnanie formuly relatywistycznej (11.52) i kwazi-
relatywistycznej (11.63).
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12 Indukowane multipolowe magnetyczne momenty toroidalne

12.1 Uogdblnione toroidalne momenty multipolowe

W tym rozdziale wyznaczymy ostatnia rodzine momentéw multipolowych, jakie moga wyindu-
kowa¢é sie w atomie wodoropodobnym umieszczonym w zewnetrznym multipolowym polu magne-
tycznym (9.1). Sa to uogélnione multipolowe momenty toroidalne. Przypomnijmy réwnania (7.3) i
(7.4), t]

T = T 4 (pTPO (= 1) (12.1)

gdzie

~n(1 ec
T)ﬁf ) _ _p — /2/\ — / Br P+ YAM(nT)\P(O)T(T)nr . a\I/(l)(r) (p=X—-X—1). (12.2)

Korzystajac z formuly na pierwsza poprawke do funkcji falowej (9.13), uzyskamy

022
=p(1) _ dmie’c L
Ty’ = p+1 \/(L+1)(2/\+ (2L +1) Z Diii
X /3 dg"" /3 dg’l“/ \II(O)T(T‘)TP—’_lnr : aYAu(”r)G( )(T, TI)TILO‘ ’ YLLM(n;)\P(O) (T,)
R R
(p=A—\—1). (12.3)

Nastepnie, uwzgledniajac jeszcze wyrazenia na funkcje falowa (3.5) i (3.9) oraz funkcje Greena
(4.16), dochodzimy do

Fp() _ .9 4T L
Tu' = —Ure)ics \/(L FHE A+ DL+ 1)
K| —1/2 1/2 1/2

Y Y Y Y aaenll

k=—00 M=—Lmy=—|k|+1/2m=—1/2m/=—1/2
(k#£0)

- [<le‘Y>\unT 0 Qe ) (Qm, |0 YLLMQIm’>

X/O d’r/o dr’Q(O)(r)rpHg((i)Hn(r, 't QO (1)
_<le|Y)\,unT o Qem,. ) (im0 - YLLMQ—1m>
x/ d’r/ dr’ Q(O)(r)rp+1g(( ) )R(r r)r ’LP(O)(r')
<Q 1m‘Y/\unr UQ—nm,{>< nmn‘a YLM91m>
x/ d’r/ dr’ PO r)rp+1 (0 (T,r)r/LQ 0)(7"/)
<Q 1m|Y)\,unr UQ—HmK><Q—/@mK‘U YLMQ 1m>

x/ d’r/ dT/P(O)(T)Tp+1§é0_)_)R(T, 'r’)r’LP(O)(r')] (p=A—-A—1). (12.4)
0 0

Powyzsze wyrazenie mozemy uprosci¢ z uzyciem relacji (B.7), (C.2) oraz (C.3), uzyskujac

(1) . (47eg)c? 47 > B (p+1.L) (Q©),— PO
T = P+ DI +1) /AT DL+ 1) K;OO(” DR (Q(Oh P<0>)
(k70)
k| —1/2 1/2 1/2

X Z Z Z Z a; am/DLM

M=—Lmg=—||+1/2m=—1/2m/=—1/2
X <Q—1m‘Y)\,u nmﬁ><Q—ﬁmm‘YLMQ—lm > (p - )‘7 —A— 1)7 (125)
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co po wykonaniu catkowan po zmiennych katowych w oparciu o formute (C.15) daje nam

(47eg)c? 4
DI+ ) VAT D)L )

x
©) _p(©)
X3 (OaL-10kL + Ox 1410k, L41) (5 — 1) RPTLE) (8«», P(0)>

=p(1)
Ty,

K=—00

(k7#0)
x [W — 2(|aral? — la_1 /o)D) —sgn(r)\/ (5 + p) (5 + 1 — 1)af pa_1 oDy,

t+sgn(r)y/ (5 — p)(k — g — Daya®y nD) 0| (=2 -A—1). (12.6)
Wstawiajac powyzsze wyrazenie do wzoru (12.1), otrzymujemy
/=0 (p=X-A-1). (12.7)

Oznacza to, ze multipolowe pole magnetyczne nie wyindukuje w jednoelektronowym atomie Diraca
uogolnionych magnetycznych momentéw toroidalnych, zaréwno w obszarze pél dalekich, jak i pél
bliskich.

123


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

13 Postaci asymptotyczne pdl elektrycznych i magnetycznych in-
dukujacych sie w atomie

Podobnie jak w rozdziale 8, podamy teraz zwiazki pomiedzy multipolowymi podatnosciami
(wyznaczonymi w rozdziatach 10-12) a wyindukowanymi polami magnetycznymi i elektrycznymi.
Rozwazymy osobno obszar pél dalekich i pdl bliskich.

13.1 Pola dalekie

Zaczniemy od analizy formut (2.14), (2.22) oraz (10.26), co dla przypadku p6l dalekich pozwoli
wyznaczy¢ nam wyindukowane pole magnetyczne. Otrzymamy potencjal wektorowy

roso . [AT(L+1) _ Lo
1
AW () =2\ i 7L(2L+1 Z Dy, Yin () (13.1)

oraz indukcje magnetyczna

BW(r) =% —yp\/An(L+1)r~F72 Z DLMYL+1* (n,), (13.2)

przy czym multipolowa magnetyzowalnosé y, dana jest wzorami (10.32) i (10.33). Ponadto mozemy
jeszcze rozwazy¢ indukujace sie pole elektryczne. Z wyrazen (2.4), (2.8) oraz (11.27) otrzymamy
potencjal skalarny

1
oV () = N iexd (1—6x0) m_aa f: {V®D(L)}A“Y (n,) (13.3)
o XML—E 0 Nt 1 e (10LO|/\O> Ap\Tr .

oraz natezenie pola elektrycznego

\ {venf)

EWVr) =% — 3 extip_pa(l = ho)y/ar(A +1)r 272 3

A=LF1 p=—A

Al A1
L Dy D, (134
[qo0zopoy e () (134)

gdzie podatnoéci krzyzowe X3y, g, dane sa réwnaniami (11.32) i (11.33).

13.2 Pola bliskie

Przejdziemy teraz do obszaru w poblizu jadra atomu (pola bliskie). Na podstawie wzoréw (2.14),
(2.22) oraz (10.26) wnioskujemy, ze wyindukuje sie pole magnetyczne o potencjale wektorowym

r—0 _ i 4L 1 _ 1
—L

czyli o indukcji
BW(r) =2 —xy i Var Lt Z D i Yl (ny) = —XI\_/[LL—}MLB(LI)(T)7 (13.6)
gdzie indukcja magnetyczna pola zaburzajacego

L
B (r) = VarLrt Tt 37 DY () (13.7)
M=—L

zostala wyznaczona z réwnania (9.1), przy uzyciu relacji (2.20). Postaci asymptotyczne (13.5) i
(13.6) sa zgodne z pracami Feiocka i Johnsona [26] oraz Kolba i Johnsona [28]. Powyzsze réwna-
nia pokazuja nam, ze multipolowa stala ekranowania magnetycznego [dana wyrazeniami (10.48) i
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(10.49)] jest czynnikiem proporcjonalnosci pomiedzy zewnetrznym polem magnetycznym a polem
magnetycznym wyindukowanym w otoczeniu jadra atomu. Warto jeszcze podaé formuly na wyin-
dukowane w rozwazanym obszarze pole elektryczne. Na podstawie wzoréw (2.4), (2.8) oraz (11.27)
uzyskujemy potencjal skalarny

(oot

dJ(”(r):OA;mCXMALiEA@ Gxo0 2/\+1 ZA ozapo) ) (13.8)

oraz natezenie
EDr) =0 - 3 ey 1 — 8x0)VArAr 1 i W)(LU}*“Y“*(n) (13.9)
N izl = 0 2, (1ozopoy T T '

gdzie XK/[)ijE/\ sg odpowiednimi podatno$ciami krzyzowymi pdl bliskich, danymi réwnianami
(11.41) oraz (11.42).
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14 Poprawki do energii

14.1 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

W rozdziatach 4-8 rozpatrywaliSmy jednoelektronowy atom Diraca w stanie podstawowym
umieszczony w stabym statycznym multipolowym polu elektrycznym, a w rozdziatach 9-13 w mul-
tipolowym polu magnetycznym. Na koniec rozwazymy atom oddziatujacy réwnocze$nie z tymi
dwoma rodzajami pol. Problem ten mozna opisa¢ niezaleznym od czasu réwnaniem Diraca

VA 2
[—icha -V + Brmnec® — ( 47;0)7« + V@ + v (@)~ B[ w(r) =0 (14.1a)
z warunkami brzegowymi
r¥(r) =0, r¥(r) =20, (14.1b)
gdzie
Ly
(1) () — A1 (1)
VL1 (T‘) =e€ 5 + 1 el MX_:LI CLlMYLlM(nT) (Ll > 1) (142)
oraz
() dmLy )
v — i L2 D)y a- Y2 Ly>1 14.3
Lo (7’) lec\/(l'/2 + ].)(2_[/2 + 1) r M;LZ LQMa LgM(n"") ( 2 ) ( )

uznajemy za male zaburzenia (tego samego rzedu) hamiltonianu izolowanego atomu. Stosujac nie-
zalezny od czasu rachunek zaburzen do zagadnienia (14.1) i wykorzystujac przyblizenia (4.5) oraz
(4.6), dochodzimy do réwnania

Ze?
i : 22 O gOp) = [yW Oy - pO] @O
[wha Vo fmee® — e — B 1@ (r) == Vi) + V() - EV] 9O(r), (14.4a)
z warunkami brzegowymi
roW(p) =%0,  rW(p) =X 0. (14.4D)

Rzutujemy wyrazenie (14.4a) na stan bazowy \1152)(7"), uzyskujac jednorodny uklad réwnan

1/2

Z [VL(i,)mm’ + Vfg,)mm’ o E(l)(smm/} Am! = 0 (m - :I:%) ’ (14'5)
m/'=—1/2
przy czym
W [ By M) (g ©)
Visimm: = [ & v (e )V ()0, (r), (14.6)
W [ B gl M) (g ©)
Vigmm: = [ &' v () )V ()0, (r), (14.7)

natomiast E() jest pierwsza poprawka do energii, ktéra po skorzystaniu z wynikéw w rozdzialach
4.11 9.1 mozemy przepisa¢ w postaci

271 +1
EW =4p,4 sgn(m) D g 713 (m = :l:%) . (14.8)

Pierwsza poprawka do energii jest wiec tylko zlozeniem rezultatéw (4.14) i (9.11). Mozemy jeszcze
uzy¢ metody funkcji Greena i zapisa¢ poprawke do funkcji falowej w postaci

vy = — / & GO D () WO () / @ GO WD O W), (14.9)
R R

gdzie uogélniona funkcja Greena—Diraca—Coulomba dana jest wyrazeniem (4.16), przy czym pa-
migtamy tu o warunkach (9.12) dla magnetycznego pola dipolowego. Jak widzimy, prawa strona
(14.9) jest suma prawych stron réwnan (4.15) i (9.13).
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14.2 Drugi rzad rachunku zaburzen?

Idac dalej w rachunku zaburzen, wyznaczymy teraz druga poprawke do energii. Mozemy tu
przeprowadzi¢ ogdlne przeksztalcenia bez rozwazania z osobna przypadku dipolowego pola magne-
tycznego, ktore znosito degeneracje. W tym jedynym przypadku zachodza dodatkowo warunki na
wspoélezynniki ay/p 1 a_y/o dane réwnaniem (9.12), ktérych w trakcie kolejnych przeksztalcen nie
bedziemy jawnie uwzglednia¢. Mozemy uwzgledni¢ je wprost dopiero w koncowych formutach.

W drugim rzedzie rachunku zaburzen nalezy zastosowaé przyblizenia (4.17) oraz (4.18) do za-
gadnienia (14.1), co pozwoli uzyska¢ nam wyrazenie

2
—icha - V 4 Bmec? — Ze_ EO 9@ (r) = - [VL(I)(T) + VL(I)(’I’) - E(l)} O () +EQTO) ()
(4dmeg)r ! 2
(14.10a)
z warunkami brzegowymi
ro@ ) =0, ru@ () =20 (14.10b)

Rzutujac powyzsze réwnanie na stan NS (r) 1 korzystajac z funkcji falowej (3.5) oraz relacji orto-

gonalnosci (3.6), (4.8) i (4.20), uzyskamy uktad réwnan?

1/2

(1,1) (1,1) (1,1) (1,1) 2 _ _
Z {VL1L1,mm’ + VLQLQ,mm/ + VL1L2,mm’ + VLng,mm’ - E( )5mm/j| Amy = 0 (m - i%) )
m/'=—1/2
(14.11)
gdzie E® jest druga poprawka do energii, natomiast elementy macierzowe
Vi = — /R [ [ VO )V () GO (e, YWD () 5O () (14.12)
oraz
VL(;ngmm, = — /R3 d>r /R3 a3’ \Ilg?)T(r)V]—S)(T)G(O) (r,r’)VL(;)(r’)\I/fg,) (r') (14.13)
zostaly wyznaczone w rozdziatach 4.2 i1 9.2, gdzie uzyskalismy
1
Vit e = —5Ume0)ar, €f) - € g, (14.14)
(1.1) _ _ldn ) p)
LoLoymm!/  — _§%XL2 DEQ ' DL2 5mm/- (1415)
Pozostaje nam wyprowadzi¢ formuty dla
Vit = — /R3 &r [ VO v () GO (e, YWD () w0 () (14.16)
oraz
Vit = = [, &% [ 0@ Vi) GO v () e, (14.17)

)

2,mm’*

Wyznaczmy najpierw wyrazenie VL(}Ll Pamiegtajac o funkcji falowej (3.9), funkcji Greena (4.16)

22Idea przedstawiona w tym podrozdziale pochodzi od R. Szmytkowskiego.

W przypadku magnetycznego pola dipolowego (L2 = 1) wyrazenie (14.11) ulega uproszczeniu na skutek dodat-
kowych warunkéw na wspétczynniki a,, danych réwnaniem (9.12). W konsekwencji znika suma po m’ (zostaja tylko
te elementy, dla ktérych m’ = m).
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oraz zaburzeniach (14.2) i (14.3), dochodzimy do

(1,1) 47/ Lo
Vi mm = —(4meg)c
1L2, \/(L2+1)(2L1+1)(2L2+1)
IsISL/2 1)* )
X Z > Z Z CLlM Lsz
sz?zg)o me=—|k|+1/2 M=—L1 M'=—11

X |‘<Qlm|YVL1MQ;4m,.i><Q.Lzm,.i |0' : YL[;2]\/[/91m’>

></ dr/ dr’ P(O)( )rnggi)Jr) (r ,r’)r’LQQ(O)(T’)
Q1| Yy M Qs ) Qo |0 - LQM/Q 1m)
></ dr/ dr’ P(O)(r)rng((Jr)_)ﬁ(r,r)r’LQP(O)(r’)
0 0
(| Yy Qi ) ( Qi |0 - YLL;]\/[/le’>
></ dr/ dr’Q(O)(r)rL1§EE)+)ﬁ(r, r’)r’LQQ(O)(r')
0 0

-+ <le‘YL1MQ—nm,§> <Q—Hmﬁ ‘U : YI/L22]\4,Q,1m/>

></ dr/ dr’Q(O)(r)rng((O_)_)n(r, 7“')7“']“2P(0)(7“’)]. (14.18)
0 0

Przy pomocy tozsamosci (C.3) i (C.2) otrzymamy

A7 > ©) o0
Vit = (o) o e T e 2 T DR (G020
(r#0)
|| —1/2
X Z Z CLlM LQM’ > A 1m Y Qe Qe [ Yo Q1)
M=—L, M'— L, M=—|r|+1/2

(14.19)

Calkowania po zmiennych katowych w réwnaniu (14.19) wykonujemy w oparciu o formute (C.15),
uzyskujac

(1,1) _ 1 — B (L1,L3) (P©,Q©®
Viskamme =m0 oLy ) @Es + 1) K;oo(m DR (Go fo)
(s0)

X Z 6L1,L2*15K,*L2 + 5L17L2+15K7L2+1)
M=—1I,

[ VK2 — M26,, 1 /20m /1/2C£1)M EQ)fM

1)* *
+ HQ—M?dm,_l/z%/,—l/?C(Ll)M (Lz), M

—sgn(/i)\/(/i + M)(k+ M — 1)5m,1/25m’,71/2C211)]T4D(L:12):‘<_M+1

tsgn(r)y/ (5 — M)(k — M — 1), 1 /20m,1/2Ce D 01| (14.20)
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Nastepnie, korzystajac z wlasnosci (4.2) i (9.2), dostajemy

[e.9]

y D 1

= — _ (L1,Ls) (P©,Q©®
bt = O e, 2 IR (go o)
(n£0)
L1
X Z (0L1,L0—10k,—~Ly + 011, Lo+10k,Lo+1)
M=—1L,
M| V=M 0y
X(—) TCLI,—MDLQM(5m,1/25m’,1/2 - 6m,—%6m’7—%)
k+M)(k+M-—1
—sgn (k) \/( )‘(K,| ) 5m,1/25M’,71/2C£11),—MD5212),M—1
k—M)rk—M-—1
+sgn(r) v )‘Ei‘ )5m,—1/25m/,1/2cgl),MD(LIZ),MH] - (14.21)

W powyzszej relacji mozemy zamieni¢ M na —M (co nie zmienia warto$ci tego wyrazenia), uzy-
skujac

(1,1) _ (L1 — Lo) Lo (L1.Ls) (P©,Q0)
VL1L2,mm’ - _(47T60)C(2L1+1) 2L2—|—1 Z R 1,52 (Q(O),P(O))

(K#O)

X Z (011,L0-10k,~Lo + 0Ly, Lo+10k,Lo+1)

=~
(P | D) G = Om1/28t112)

—sgn(x) ViE= M)Ifl — 5"%1/25m’771/20211)MD(LlQ),—M—l

+sgn(k) VGRS M)’(:’ M) 5m,—1/25m’,1/2cj(;11)MD(LlQ),_M+1 - (14.22)

Poréwnujac powyzsze réwnanie z formutami (11.6) i (11.27), mozna otrzymaé

o0 L1

1
VL(}ngmm/ = —5(47%0)0 _Z MZL Xﬁ/fLQHELl(stl,LQ—ﬁH,—LQ + 071, Lo+10k,Lo+1)
(0)
M| VEE=M? 0y )
x(—) TCLlMDL 0 (Om,1/20m 172 = Om,—1/20m —1/2)
V(= M)(xk—M 1) 1 1
—sgn(r) ] 5m,1/25m',—1/2C(Ll)MD(LQ),_M_1
K+M)(s+M-—-1
+Sgn("€) \/( )|(’£’ )5m,71/25m’,1/26211)MD212),—M+1 ’ (1423)

gdzie Xf/fh_)E 1, to multipolowa podatnos¢ krzyzowa pol dalekich dana wzorem (11.31). W kolejnym
kroku skorzystamy z wyrazenia na iloczyn tensorowy [119, réwnanie (3.1.20)]

Ly 2
{cl)eDl)} = > 3 (LMiLMipCi, Dy, (14.24)
W =L Ma—— L,

co w oparciu o podstawowe wlasnosci wspélczynnikéw Clebscha—Gordana z dodatku A prowadzi
do relacji
Ly

{c})eD)} L= 2 (LMiLyp- Mifey D (14.25)
Mi=—1IL1
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Zastosowanie formutl (14.25), (A.2)—(A.4) oraz wartosci wspotezynnikéw Clebscha—Gordana z tabeli
11 (uzupelnienie A) pozwala przeksztalcié nam formute (14.23) do postaci

L Ly
(1,1) . 1 = XMLy—EL
VL1L2,mm’ = _5(47760)0){;& M;Ll m(éLl,Lz—lém—f& + 5L17L2+161€7L2+1)
(k70)
1 1
X {C(Ll) ® D(LQ)}lo (Om,1/20m7,1/2 = Om,—1/20m/,—1/2)
+\/§{C( ) o D! )} Ly Om.1/20m 172
1 1
-v2{cl e D(Lz)}n 5m,_1/25m,,1/2] : (14.26)
Nalezy jeszcze wyznaczy¢ VISLIB mm'- Mozna to zrobi¢ w sposéb analogiczny, jak w przypadku
VL(i ng mm’» €O doprowadza nas do wyrazenia
(L1) _ EL —ML
Viabamnt = 47T60 H—Z_:oo MZ L101L20’1(2)> O a=10n 00 1410 L)
(k70)

X {C(Lll) ® D(Lll’)}lo (6m,1/20m7,1/2 = Om,—1/20m,—1/2)
+v2{c}) e Df,j}l B /20w 12

—~va{c e} 5m,_1/25m,71/2]. (14.27)

Przypomnijmy, ze pomiedzy poszczegélnymi podatno$ciami krzyzowymi zachodza symetrie (11.36)
i(11.37), tj

L L
OFL,—MLy = XML, —ELy» (14.28)
co w konsekwencji daje relacje
(1,1) _ 0
VL2L17mm’ - VLng,mm" (1429)

Wstawiajac formuly (14.14), (14.15), (14.27) oraz (14.29) do ukladu réwnan (14.11), uzyskamy
wyrazenie na druga poprawke do energii w postaci

1 14w
2 (1) (1) (1) (1)
E®@ = —5(47T€0)CML1CL1 -Cp, — 5%9@ D, Dy

1 1 1 1
ﬂc(LB @by} {cep)}
(L10L50[10)
(=1, Ly>2), (14.30)

i(47750)0a1€32LlHML2 (5L1,L271 + 6L1,L2+1)

gdzie o, jest multipolowa polaryzowalnoscia dana formula analityczna (5.37), x1 jest multipolowa
magnetyzowalnoscia [réwnanie (10.33)], a aéilqM 1, multipolowa podatnoscia krzyzows [wyrazenia
(6.36) i (6.37)].

W przypadku magnetycznego pola dipolowego musimy zastosowaé opisywane juz wczesniej mo-
dyfikacje wynikajace z warunkéw na wspélezynniki a,, zawartych w réwnaniach (9.12); powoduja
one, ze w powyzszych wyrazeniach nalezy rozwazaé tylko sytuacje, gdy m = m’ = +1/2, czyli sy-
tuacje z niezdegenerowanymi poziomami energetycznymi. Prowadzi nas to do wyrazenia na druga
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poprawke do energii w postaci

1 1 1 1 47T 1
E® = —5(47T€0)04L1C(Ll) .Cj) - 5%”05 g

V10
+Sgn(m)(47'('6())60{]1_32*&\/[15[/1727 {Cél) ® Dgl)}lo <L1 >1, Ly=1 m= i%) ,
(14.31)

przy czym xi jest magnetyzowalnoscia dipolowa dana réwnaniem (10.32), zas aEQHMl jedna z
podatnosci krzyzowych [wyrazenie (11.34)].

Formuly (4.14), (4.35), (9.11), (9.21), (14.8) i (14.30) niosa bardzo wazna informacje. Widzimy,
ze cho¢ same multipolowe pola elektryczne lub magnetyczne (z wyjatkiem dipolowego pola magne-
tycznego) nie znosza degeneracji poziomu podstawowego atomu, to odpowiednie polaczenie tych
pol, tj. gdy ich multipolowosci réznia sie o jeden, prowadzi do rozszczepienia podwdjnie zdegene-
rowanego poziomu energetycznego. Autorowi nie jest znana zadna praca rozwazajaca ten problem.
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15 Podsumowanie

W rozprawie opisano oddzialywanie jednoelektronowego atomu Diraca w stanie podstawowym
z zewnetrznym stabym statycznym multipolowym polem elektrycznym lub/i magnetycznym. Wy-
korzystano stacjonarny rachunek zaburzen wraz z technikg funkcji Greena, przy zastosowaniu roz-
winiecia sturmowskiego [53].

Wykazano, ze multipolowe pole elektryczne wyindukuje w atomie uogélnione multipolowe mo-
menty elektryczne i toroidalne o multipolowosci pola zaburzajacego. Ponadto, w rozwazanej sytuacji
indukuja sie takze uogodlnione multipolowe momenty magnetyczne, ktérych rzad multipola jest o
jeden mniejszy lub wiekszy od rzedu pola zaburzajacego (wyjatkiem jest dipolowe pole elektryczne
indukujace tylko kwadrupolowy moment magnetyczny).

W przypadku oddzialtywania atomu z multipolowym polem magnetycznym dowiedziono, ze w
atomie indukuja sie¢ uogdlnione multipolowe momenty magnetyczne, ktérych multipolowosé po-
krywa sie z zewnetrznym polem. Ponadto indukuja sie¢ takze uogdlnione multipolowe momenty
elektryczne o rzad multipola wyzsze i o rzad nizsze od multipolowosci zewnetrznego pola magne-
tycznego (wyjatek stanowi ponownie pole dipolowe). Wykazano réwniez, ze pole magnetyczne nie
indukuje momentéw toroidalnych.

W wyznaczonych indukowanych momentach multipolowych wyodrebniono czynniki niezalezne
od zewnetrznego pola. W ten sposéb zdefiniowano odpowiednie podatnoéci multipolowe. Przed-
stawiono je w postaci formutl analitycznych zawierajacych uogélnione funkcje hipergeometryczne
z jednostkowym argumentem. W przypadku czesci wyrazen sprowadzono je do postaci elementar-
nej, tj. niezawierajacej funkcji specjalnych. Niektore formuty, jak np. multipolowa polaryzowalno$é,
multipolowa magnetyzowalno$é¢, multipolowe stale ekranowania elektrycznego i magnetycznego,
byly wczesniej dostepne w literaturze gltéwnie w pracach Zapryagaeva, Manakova, Rapoporta i
Palchikova [66,74,97]. Jednakze wyprowadzone wéwczas wielkosci byly podane w znacznie bardziej
zlozonej formie, a cze$é¢ wyrazen zawierala bledy. Wydaje sie, ze rezultaty dotyczace multipolowych
podatnoéci krzyzowych przedstawiono po raz pierwszy. Ponadto autorowi nie sg znane rozwazania
dotyczace atomu umieszczonego réwnoczesnie w statycznych multipolowych polach elektrycznych
i magnetycznych. Dowiedziono tu, ze umieszczenie atomu w takich polach, ktérych multipolowo-
Sci réznig sie o jeden, powoduje rozszczepienie poziomu podstawowego atomu w drugim rzedzie
rachunku zaburzeh i tym samym znosi jego degeneracje?*. Rezultat ten mozna uznaé za jeden z
wazniejszych wynikajacych z tej rozprawy. Pokazuje on, ze multipolowe podatnoéci krzyzowe poél
dalekich sa bezposrednio powiazane z druga poprawka do energii.

Dla czesci formut analitycznych wyznaczono ich wartoéci numeryczne w zaleznosci od liczby ato-
mowej Z. W przypadku multipolowej polaryzowalnosci elektrycznej zaobserwowano bardzo dobra
zgodno$é (siegajaca nawet ponad dwudziestu cyfr znaczacych) z rezultatami uzyskanymi metodami
czysto numerycznymi przez Tanga i in. [82] oraz Filippina i Godefroida [83]. W celu weryfikacji
i porownania uzyskanych formul z wynikami analitycznymi dostepnymi w literaturze rozwazano
ich szczegdlne przypadki. Jedna z metod bylo sprawdzenie, czy ogdlna formuta jest poprawna dla
pdl dipolowych (L = 1). Z drugiej strony, z relatywistycznych analitycznych wyrazen wyznaczono
ich przyblizenia kwazi-relatywistyczne i granice nierelatywistyczna, co réwniez pozwolilo na ich
weryfikacje z wynikami uzyskanymi przez inne zespoly.

Obecnie w przygotowaniu jest publikacja dotyczaca atomu w stanie podstawowym umieszczo-
nego w zewnetrznym statycznym multipolowym polu magnetycznym. W przysztosci warto bedzie
rozszerzy¢ poczynione w tej rozprawie rozwazania na atom w stanie wzbudzonym umieszczony w
zewnetrznych multipolowych polach elektrycznych i magnetycznych.

2 Wyijatek stanowi magnetyczne pole dipolowe, ktére znosi degeneracje juz w pierwszym rzedzie rachunku zabu-
rzen.
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Uzupelnienia
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A Wspdbtczynniki Clebscha—Gordana

Wspélezynniki Clebscha—Gordana (A1mjAema|Am) pojawiaja w trakcie analizy wielu proble-
moéw fizycznych i matematycznych. Znalazty miedzy innymi zastosowanie w teorii grup [132], teorii
momentu pedu [119] itp. Spelniaja one caly szereg réznych wlasnosci. Przejdziemy teraz do omé-
wienia tych najwazniejszych z punktu widzenia niniejszej rozprawy.

Wspdlezynniki (A;mgAameo|Am) sa rézne od zera, jesli spelnione sa réwnoczesnie warunki:

o A1 — A KA AL+ Ay,
e M1+ mo =m.
W niniejszej rozprawie spetnione sg ponadto warunki®®:
e A\, A2 i A sg liczbami catkowitymi nieujemnymi,
e m1, mo i m sg liczbami catkowitymi,
o |my| < Ay, [ma| < A2 oraz |m| < A\
Wspdtezynniki Clebscha—Gordana spetniaja relacje ortonormalnosci w postaci
A1 A2
Z Z (A1madoma| dm)(A1madoma | N'm'y = Sxx O - (A.1)
mi=—A1 ma=—X2

W tabeli 11 podano wartosci wspétczynnikéow Clebscha—Gordana pojawiajacych sie w tej pracy.
Zostaly one zestawione na podstawie formul z monografii [119, tabela 8.2], przy wykorzystaniu
wlasnosci symetrii [119, rozdzial 8.4.3]

<)\1m1)\2m2 ])\m> = (—))‘1+)\27A <)\2m2)\1m1 \)\m> . (A2)

Inne tozsamosci wykorzystywane w tej pracy to

o [ 221
<)\1m1)\2m2|)\m> = (—))\1 ! 5 <)\1m1)\; _m|/\2) _m2>
e | 22+ 1
— (_))\2+ 2 27)\1 1 <)\’ —m)\2m2’/\1, —m1> (A3)
oraz
</\1m1/\2m2‘)\m> = (—)A1+)\2_/\<)\1, —ml)\g, —mg\)\, —m). (A4)

25W ogélnosci wspétezynniki Clebscha~Gordana moga spelniaé stabsze warunki.
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Tabela 11: Wybrane wartosci wspdtczynnikéw Clebscha—Gordana.

<)\1m1)\2m2|)\m>

wartosé¢ [119]

<17 —].,L,,U,+ HL + 17“)

(10Zu|L + 1, )

<17 _17 L,,U, + 1’L7 M>

(10Lp| L)

(1, =1, Lyn+ 1|L — 1, )

(10LulL — 1, )

I

(L—p)(L—p+1)

2(L+1)(2L + 1)

/

(L+1)2—p?

(L+1)(2L+1)

/

(L+p)(L+pt+l)

2L +1)(2L + 1)

_\/(L—u)(L+M+1)

2L(L+1)

I

L(L+1)

/

(L+p(L—p+1)

2L +1)(2L + 1)

(L+p)(L+pt+1)

/

2L(2L + 1)

L2 _ 'LLQ
L(2L +1)

(L—p)(L—p+1)

/

2L(2L + 1)
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B Spinory sferyczne

Spinory sferyczne sa funkcjami pojawiajacymi sie podczas separacji rownania Diraca dla pola
centralnego. W relatywistycznym atomie wodoropodobnym opisuja one cze$¢ katowa funkcji falowe;j.
Mozemy je wyrazi¢ w nastepujacy sposéb [131]:

ﬁ—l—l—u
sgn(—#)\/ “2rt Vit (12)

Qp(my) = : : (B.1)
Kt+5+p
2’3‘"1 Ylm»#‘i’% (nr)

przy czym k € {£1,£2,...},p € {—|s| + 3, —|s| + 3,...,|s| — 3} oraz

1 1
— - —. B.2
ﬁ+2‘ = (B.2)

le =

W réwnaniu (B.1) obecne sa skalarne harmoniki sferyczne spelniajace relacje ortonormalnosci

dQnT Ylfn(n,,)Yl/m/(nr) = 511’5mm’- (B.3)
4
i majace postac
_ @I+ DHU=m)! im
lem(nr) - \/ 47T(l + m)| Pl (COS e)e 90’ (B4)
gdzie
Py = O a2 S e (e (B.5)
YT dal+m ST ‘

sa stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a pierwszego rodzaju. W réwnaniu (B.4) zastosowano kon-
wencje fazowa Condona—Shortleya [133].
Spinory sferyczne posiadaja szereg interesujacych wiasnosci [131]. Ich ortonormalnosé

fi e Q1) () = (B.6)

mozna latwo wykazaé¢ w oparciu o relacje (B.1) i (B.3). W rozprawie wykorzystano jeszcze dwie
nastepujace wlasciwosci spinoréw sferycznych [131]:

Ny -0 Qum(ny) = —Q_ (), (B.7)

o AQm(n,) = —(k+1)Qem(n,), (B.8)

gdzie A jest bezwymiarowym operatorem orbitalnego momentu pedu.
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C Calki katowe

Przypomnijmy, ze dla pojawiajacych sie rozprawie catek katowych stosujemy notacje
Ol Yiar Q) = §_d2rr Q) Y () Qe (). (C.1)
™

Ponadto w pracy tej korzystamy z tozsamosci

<QKM‘YLMQH/'ITL,> = <Q—mm‘YLMQ—n’m’> (C2)

oraz
(o - Vi Qms) = (0 [Virt Q) (C.3)
Km LM?®es'm!’) — L(L+1) rm| L LM3Eg'm/ /- .

Dowdéd (C.2) jest nastepujacy:

<Qnm|YLMQm’m’> = <Qmm‘(nr : 0')2 YLMQK’m’> = <nr "o Qnm’YLMn’r "o Qf{’m’>
= <Q—mn|YLMQ—H’m’>7 (04)

gdzie skorzystali$my z wtasnoéci (B.7) i tego, ze (n,.-o)? jest macierza jednostkowa 2 x 2. Natomiast
dowdd (C.3) przeprowadzimy w oparciu o tozsamosé (B.8) i réwnanie (2.19), otrzymujac

1
Q|0 - Y Qi) = ———— Qe | (0 - AY00) Qporrr
(Ol Yy Qi) = s (O (- AYLa1) L)
1

= (o A Vs Qo) — Q| Y210 - AQ sy

T (o Yim ) = Q| Yo )]

K — kK
= = Q| YL Qi) - C.5

T Qe Yiar ) (C:5)

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem wartosci poszczegdlnych calek katowych pojawiajacych sie w
niniejszej rozprawie. W tym celu wykorzystamy definicje spinoréw sferycznych (B.1) i ortonormal-
no$¢ harmonik sferycznych (B.6), uzyskujac

1 k—M
<Qmm‘YLMQ—1m’> = \/Tiﬂ' (5I€L + 5&*[/*1) [Sgn(_n) 2% + 1 5m/%6m,M+%

Ik + M
+ 2/4/ + 1 5m’,—é5m,M—§] 5 (06)

1 K+ M
Qe Yo Qo) = Jin (On,—1 + 0x,041) [Sgn(”)\/ 2%7_5771/%5%1\4%

k—M
Mém’,lém,Mé] . (C?)

oraz

2

Biorac pod uwage wlasno$é harmonik sferycznych (5.4), otrzymamy relacje
<Q—1m’|YLMQﬁm> = (_)M<an|YL,fMQ—1m’>*a (C8)
<Q—1m’ ’YLMﬂfnm> = (_)M<Qfﬁm|YL,7MQ—1m’>*- (Cg)
W szczegdlnych przypadkach z réwnan (C.6) i (C.7) dostajemy

1
(1 Viar o m) = = drodarg (6,010,001 +6,,
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oraz
1

7wl 7

2
\/76M 15m_l(5 1 +\/;(5M15m%(5m/7_ﬂ. (C.11)

Ponadto w rozprawie pojawiaja sie pewne iloczyny calek katowych, ktére mozemy wyznaczy¢
w oparciu o relacje (C.6)—(C.9). Na przyklad:
(—)"sgn(x

<Q_1m’Y)\HQHmH><QHmN|YLMQ—17TL/> = 471'(2L+ )5>\L(5/~:L+5n —L— 1)

<le|YLMQ71m’> 5M05 15 ,1 + —

X[+ 10,1 8,100, 0 it
( M)ém,—— ,—%5Ma—li5mm—u—%
_\/(L + M)(L — Bt 1)dmé5m’,—%5M7_N+16mm—lt+%

L= )L+ )8, 10,100,510, 1 |,

_ (=)"sen(k)
<Q—lm’Y)\pQ—nm,€><Q—nmn|YLMQ—1m’> — 47T(2L T 1) 5)\[1(5/‘6,7[4 + 6n,L+1)

X [ (K = 11)0,,1 0,100, Oy, i1

e+ )0, 10, 1066

1
My, — =3

+\/(L + M)(L — K+ 1)5m%6m’,—%5M7_N+15mm—M+%

+\/(L —pm)(L+p+ 1)5m,—%5m’%5M7—N—15mm—u—% }’

(C.13)
(Q—1m Y km ) Qe YL Q- 107)
PRS0} :—_ig(2L -y (0xnL—10kL + O 1+10k,—1—1)
X [— \/ K2 — M26m%6m’%5M7_N6mm—u+%
+1/K2 — u26m77%6m,77%6M7,#5mﬁ77H7%
sgn (k) (5 — ) (5 = 1+ 10,0100 100 418y, it
—sgn(r)y/ (5 + ) (s + o+ 1)y 18,0100, 10, 1|, (C.14)
(Q—1m Y ) (Q—rom YL Q- 107)
PEon (—1—_1!;(2L =y (0x1-10k,—L + Ox.1+10k,1+1)
X [— \/ K2 — u25m%5m,%5M’_#5mm_#+%
+4/ K% — Mgém,—%5m’,—%6M7_N5mm—u—%
—Sgn(/i)\/(/i +p) (k4 p— 1)5771%5m’,—%5M7—/H‘15mm—u+%
tsgn(r)y/(k — ) (k — p— 1), 18,100,181 (C.15)
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D Calki radialne

Calki radialne zawierajace funkcje

st
POGy = — |2 _1¥m (QZT> e~ Zr/a, (D.1a)
ao'(2y1 +1) \ ao

7  1— 27Zr\ M
O — [Z n —Zr/ao D.1b
Q) apI'(2y + 1) ( agp ) ¢ (D-1b)

mozna wyznaczy¢ z uzyciem catkowej definicji funkcji gamma Eulera

0
otrzymujac
o Y
A p@ ]~ @ (n+ DICn+A+1)
/0 drr {P (T)} 2 DT (29, +1) (D.3)
oo 2
Moo a2 (n=DICn+A+1)
A drr |:Q (T)} ZA 2)\+l]_“(2,yl + 1) ) (D4)
- ) T2y +A+1)
Ap0) 0) () — _ %0 1 .
/0 dr? POMQO) = - 25 i, 1) (D.5)

przy czym formuly (D.3)—(D.5) sa poprawne, jesli spelniona jest nieréwnosé A + 2y, > —1. Calki
radialne zawierajace funkcje PO (r), Q) (r) oraz funkcje

5(0) (r) = (L +71)(|nr| + 274) [nr ]!
nrk 2ZNnrm(Nnr/< — /Q)F(|nr| + 2'7n)
27\ Tk 27 _N o7
(T () e () o
@0 ao |n7‘| + 2'7& ag

TO () = \/ (L= 7)(In | + 290 I !

nrk QZNnTn(Nan — H)F(‘nﬂ + 2'7%)
Ve —
) (227) —_ {L@%—)l (2Zr) _ 5= N (23 (wﬂ (D.6b)
P [ | agp .| + 27y, Il ao

mozna obliczy¢ z uzyciem relacji [134, réwnanie (7.414.11)]

o0 _ Fy+DI'(n+a—1)
Yo PV () = -1 D.
| o) ) (Rev > —1), (D.7)
uzyskujac
[ ar PO = ~(1+ 1) Can (1 - = Z AT (D)
0 nrk T Npow + K ’
[ ar P QUOTO) = (1= O (14 M= Z AT (D.9)
0 nrk T Np.x + K ’
o0 A p(0) (0) _ ’nr’"’_’)/m_’}’l_)\_l)
P T =—aZ 1 D1
/0 drr (7’) nrn(r) « C)\nrfi ( + Nnrm T r ) ( O)

/oo dr T’/\Q(O)(T)ng)ﬁ(r) — aZCAnrn (1 _ |n7"| + Y — 71— A — 1) ’
0

Np,.w + K
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gdzie

ap " (e + 71+ A+ D + 9 =31 = A= 1)
R i R [ (R ]

C)\nrn =

|
2a0 N,k (Nn,s — £)T' (271 + DI (|n] + 274)
Wykorzystujac réwnania (D.8)—(D.12), mozemy otrzymacé

/Ooodfrr/\ [MP(O)( ) nm( "+ QO (r) nm("”)}

ol 4 — = A— 1 ol 4 e — 1 — A — 1

NTLTK + K Nnrn + K
(D.13)
T K —A-1
7 ar (1@ 0)800) + POGTON] = aZChne [ (0= 1) — o+ L= =R
" Np,w + K
(D.14)
/ dr r (0) )S( ( )+Q0)( )T(O)( )} — 20, (|nr‘+7n_71—)\—171> (D.15)
Nrk nrk Nnrﬁ _|_ K 9
/ dr )S(O) (r ) + PO (T‘)T(O) (7,>} — —2a7C) | +9s =71 —A—1 (D.lﬁ)
it et Npw + K ’
/ drr* [QO(r) S0 (r) — POWTOL(r)] = 202C, . (D.17)

przy czym z warunku zbieznosci calki w réwnaniu (D.7) oraz z réwnan (D.1) i (D.6) wynika warunek
A+ 7 + 71 > —1 dla réwnan (D.8)-(D.11) i (D.13)~(D.17).

Powyzsze wyrazenia (D.13)—(D.17), przy wykorzystaniu tozsamosci (5.15) i (5.19), postuza nam
do wyznaczenia iloczynéw calek radialnych pojawiajacych sie w tej rozprawie, tj.

e [POSO0) + QO T)]

x/ooodr’r')‘2 [M%Q)KP(O)(T/)S (') + Q(O)( ) nraﬁ(rl)}

ayr et (Mgzo)n - 1) Plyw+m+ M+ D0y +91+ A2+ 1)

ZM TR A2 202D (291 + DT (v — 71 — AT (7 — 71 — A2)

% (Nnpw + )L + 7 =71 — A1 — DI(Ing | + 96 — 71 — A2 — 1)
Ny (1] = DI (1] + 27,)

(!nTH%—%—Al—l >
X -N

0

Np,x + K
U a1 Nawe t1 ([l + 7 =71 — Ao — 1
(A o L D WS S A N
Nnrn'f"i |nr|+'}/ﬁ_ Np,x + K
(D.18)
| @ [@0@)s0m) + PO
x [t o (W0 PO SO () + QO T ()|
0
R (u%or)n - 1) C(ve +m+ M+ D0+ 71+ A2+ 1)
N ZMtAa+l 2’\1+>‘2+2F(2’Yl + 1)F(’}/,i -1 — )q)I‘(’y,.; -7 — )\2)
L(lne| + 9% =71 = A)L(ne| + 96 — 71 — A2 — 1)
Now(|ne] = DD ([0 | 4 294)
X|:('7 |n7”|+7f€_ _/\2_1_1>+ Nnrn'i‘l <|nr|+7m_'71_/\2_1_71)]7
Nnrm'i_"i ‘nr|+’Yﬁ_’Yl an@"’ﬁ
(D.19)
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| [0S0 - POMTO)]
< [T [ POG)SOG + QU]

aa6\1+A2+1 (Mv(z b — 1) Py +m+M+ DTk +7+ A2 +1)
ZAHRtL QA2 (29, + DT (9 — 71 — AT (7 — 71 — A2)
(Nopw + £)T(ne | + 96 =11 = A1 = DE(Ine | + 9 =711 — A2 — 1)
X
Nnrﬁ(‘nr| - 1)'F(|’I’L7-’ + 275)

X[(%|nr|+%—%—>\2—1_1)+ Npw +1 <|nrl+7,@—71—)\2—1_%>]
Nnrﬁ“‘/f |nr|+'7/£_71 Nnrn“‘/f ’

(D.20)
| e [@O@)s0) + PO
< [T (9,00 ()80 () + PO T
0
B _a2a31+k2+1 (H’gg)/@ - 1) Plye+m+M+Dl (s +7+ A2+ 1)
B ZMFAz QMR (2y + )T (7 — 71 — A)T (9 — 71 — A2)
L(Ine| + 9% — 71 = A)D(ng| + 9 — 71 — Ao — 1)
No(Ine] = DI (| + 27%)
% |:1_ (Nnr’i+1)(|n7“’+7f€_71_A2_1):| , (D21)
(Nnpw + &) (|70 + 7 — 71)
| are [PO@)SO ) + QO]
< [T (.00 6)S0 60 + PO
aa81+’\2+1 (/M(mor)n - 1) Py +m+M+ D0 (v +71+ A2 + 1)
- VASSR R 2)‘1+’\2+2F(2’}/1 + 1)11(’}’” -1 — )\1)F("y,.i -7 — )\2)
% (Nnrn + H)F(|nr’ + Ve — 71— AL — 1)F(‘nr‘ + Y — 71— )\2 - 1)
Nipw(Inr| = DIT(Ine] + 274)
|n7‘|+7/€_’}/1_A1_1 >|: (Nnﬁ+1)(|nr|+75_’71_)\2_1)
% _ 1— r , (D.22
(s B (e (R ) R R

przy czym formuly (D.18)—(D.22) sa prawdziwe tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnoczesnie warunki
A1 +F)/n+’)/1 > —1 oraz A2+75+71 > —1.
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E Zbieznosé calek Rl(i)\lAQ) (?a?b)

cl'd

E.1 Rozwazania ogdlne

Obliczenia relatywistyczne dla stanu podstawowego atomu wodoropodobnego sa prawdziwe
tylko dla liczby atomowej Z < a~!. Warunek ten traktujemy jako domyélny dla calej rozprawy.
Przypomnijmy, ze w rozprawie stosujemy oznaczenie

R(/\1,)\2) Fa,Fb d d F )\16(0) NI A2 FC(T/) E.1
F, d r T Fu(r) b(r) ) rtGRY (rr)r Fi(r') |- (E.1)

Pewne calki podwéjne (E.1) posiadaja dodatkowe ograniczenia na liczbe atomowa Z wynikajace z
warunku zbieznosci calek radialnych podanych w uzupetnieniu D, t;j.

(E.2)

M+ t+mn>-—1
A2+ 79 +m > —1,

gdzie liczba atomowa Z zawarta jest w -, zdefiniowanym wzorem (3.3). Rezultaty dla poszczegdl-
nych pojawiajacych si¢ w rozprawie warto$ci parametréw s, A1 i Ao zostaly podane w tabeli 12,
przy czym wymieniono tylko przypadki, gdzie ograniczenie jest silniejsze niz Z < o~

Tabela 12: Warunki zbieznosci

I({)\l A2) <Fa ,Fb>

Fo Fy ograniczenie na Z

(~L-1,L) (P(©),Q©) ~1 VAL -1
R}, (Fotw) Z<a o  (L#D

(—L—2,L) {Q© p© V(2L +1)(2L + 3)
R (p<o>,Q<o>> Z<a 3L+ 1)

(=L—1,L) PO G V4AL? -1
Ry (Q<0> p(0>) Z<a oL

(=L—2,L) (P©) QO V(2L +1)(2L + 3)
Bori (Q“’%P(O)) Z<a 2(L +1)

E.2 Przypadek R\ >V (ﬁiﬁifﬁﬁgi)

Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac, ze formuty z tabeli 12 powinny by¢ prawdziwe dla
dowolnego L (jednakze dla jednego z wyrazen w tabeli 12 pojawia si¢ ograniczenie L # 1). Okazuje
sie, ze w pewnym szczegllnym przypadku, tj.

R () = % oy o [PUOsio + O]

x / ar' ! [u PO S ) + QOGN T 0] (E3)
0
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ograniczenie wynikajace z warunkow (E.2)

1

>7

{Zl>21 (E.4)
1 )

jest w rzeczywistosci zbyt silne. We wzorze (E.4) gérna nier6wno$é odwoluje sie do warunku zbiez-
nosci pierwszej calki radialnej w (E.3), a dolne ograniczenie nawigzuje do drugiej calki radialnej w
(E.3) i jest zawsze spelnione.

By wykazaé, ze warunki wynikajace z ukladu nieréwnosci (E.4) moze by¢ slabsze, rozwazymy
wyrazenie [bedace skladowa réwnania (E.3)]

A ) - % M/ a2 [P - Q)]

/ dr' [ PO S ) + QOENT () (E.5)

g(O) (r) = (14 y1)(|ne| + 2791) e |!
2Z Np,1(Npa — DI (0| +2m1)

x (QZT‘)7 e [L(zm (0)+1—Nnr1L<2“)(0)] ~ e/t (E.6a)

ag [r =1 Inp| + 271 Il
oraz
7O = (1 =) (ne| + 271)|nr !
27Nt (Nt — DE(Jne] + 291)
22r e—2Zr/ao [ (271) 1—Np1 - (2y) } _z
= r/ao |, _ 2=V o om r/ao E6b
% ( ao > |rue|— 1(0) ERES (0) rfe , (E.6b)

przy czym [126, réwnanie 37.2]

= ()Tn+a+1)

L (0) = kgo Kl(n —E)IT(k+a+1) (B-7)
okresla staly wyraz w wielomianie Laguerre’a. Ponadto z réwnan (D.1a) i (D.1b) wiemy, ze
P(O)(r) ~ e 4r/a0 (E.8a)
Q(O)(r) ~ pMe=4r/a0, (E.8b)
W konsekwencji ze wzoréw (E.6) i (E.8) wynika proporcjonalnosé
2 [PO@SN) +QONTA ()] ~ e /e (E.9)

W tej sytuacji z ograniczenia w wyrazeniu (D.2) uzyskujemy warunek zbieznosci dla réwnania (E.5)

3
M > 1= Z < al\g, (E.10)

tozsamy z tym wynikajacym z ukladu réwnan (E.2). Wykorzystujac formuly (D.1), (D.7) oraz
(D.13), mozna pokazaé, ze

p(—21) (PO.QOYN
Rl (P<O>,Q<0)> - 07 (Ell)

Ponadto pozostate wktady do wyrazenia (E.3) nie posiadaja juz ograniczenia na zbieznosé. Wynika
to z faktu, ze odpowiednie wyrazenia podcatkowe sa wéwczas w wyzszej potedze r (ze wzgledu na
potegi  w poszczegblnych wielomianach Laguerre’a). Tym samym wzér (E.3) jest prawdziwy dla
wszystkich rozwazanych w tej rozprawie liczb atomowych Z < o~ 1.
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