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Streszczenie: W artykule oméwiono zwigzki miedzy matematyka
kursowa a wybranymi zagadnieniami zwigzanymi z uczeniem
maszynowym. Pokazano w jaki sposéb proste operacje na
macierzach pomagaja serwisom VOD w rekomendacji tytutéw
filmowych zgodnych z zainteresowaniami uzytkownikéw na
podstawie ich wczesniejszych wyboréw. Zaprezentowano réwniez
uproszczong wersj¢ algorytmu regresji wielorakiej stosowana do
wyceny nieruchomo$ci oraz wspomniano o zastosowaniu sieci
neuronowych w problemach klasyfikacyjnych.

Stowa kluczowe: uczenie maszynowe,
problemy klasyfikacyjne.

regresja  wieloraka,

1. WSTEP

Sytuacja epidemiczna na §wiecie wymusita przej$cie na
tryb zdalnego nauczania w szkotach i na uczelniach
wyzszych. Komunikacja synchroniczna z sali wyktadowych
i ¢wiczeniowych przeniosta si¢ do webinariéw na réznych
platformach. Do dotychczasowych probleméw w nauczaniu
matematyki, postrzeganej jako przedmiot trudny, dotaczyt
problem weryfikacji efektow ksztalcenia. Dlatego tak wazne
jest wzbudzenie ciekawosci studentéw 1 pobudzenie
wewnetrznej motywacji  do  glebszego  zrozumienia
poruszanych na zajeciach zagadnien.

Jedna z mozliwos$ci motywowania studentéw do nauki
jest pokazanie wykorzystania podstawowych elementow
matematyki, z ktérymi studenci zapoznaja si¢ juz na
pierwszym roku, w praktycznym dziataniu. W artykule [1]
pokazaliSmy proste zastosowanie poje¢ matematycznych,
nauczanych w toku studiéw, do analizy modeli
epidemiologicznych, podkreslajac  konieczno§¢ uzycia
komputeré6w do efektywnego wykonywania obliczen.

W  prezentowanym artykule opisujemy kolejne
przyktady, z obszaru uczenia maszynowego (ang. machine
learning), umozliwiajagce  polaczenie  elementarnej
matematyki z obliczeniami numerycznymi. Dodatkowa
motywacja dla studentéw do zapoznania si¢ z ta tematyka
moga by¢ niedawne sukcesy naukowcéw z Politechniki
Gdanskiej, ktérzy opracowali skuteczny algorytm uczenia
maszynowego do oceny zlto§liwosci guzéw nerek na
podstawie zdjgcia tomografii komputerowej, [2].

2. INFORMACJE OGOLNE

2.1. Krotka historia uczenia maszynowego

Narodziny uczenia maszynowego datuje si¢ na lata 50.
XX w. Poczatki tej technologii sa powigzane z warcabami.
Amerykanski informatyk Arthur Samuel uwazal, ze
nauczenie komputera grania w gry moze by¢ znaczace
w rozwigzywaniu innych bardziej zlozonych problemow.
Krokiem milowym w historii uczenia maszynowego byt
system Dendral, ktérego zadaniem byto ustalenie struktury
molekularnej nieznanych zwigzkéw organicznych na
podstawie analizy widm spektroskopowych. Prace nad
technologia uczenia maszynowego przyspieszyly na
poczatku lat 90. Ogromnym sukcesem w tej dziedzinie byta
wygrana maszyny Deep Blue w szachy z déwczesnym
szachowym mistrzem $wiata Garri Kasparowem.

Obecnie  technologia  wykorzystujaca  uczenie
maszynowe stosowana jest w wielu urzadzeniach, na
przyktad w trakcie logowania do smartfondw, w edytorze
Word do automatycznej zamiany réwnan pisanych odrecznie
na druk, do rozpoznawania glosu i obrazu. Na podstawie
naszego zachowania w Internecie personalizowane sg takze
reklamy oraz propozycje filméw. Co wigcej, wigkszo$é
uzytkownikéw Internetu moze nie mie¢ nawet §wiadomosci,
ze sg zrédlem danych dla maszyn w procesie uczenia
maszynowego.

2.2. Studenckie spojrzenie na uczenie si¢ matematyki

Czesto zdarza si¢, ze studenci pierwszych semestrow
studi6w zdobywaja podstawy wiedzy matematycznej bez
wigkszej $wiadomos$ci jej zastosowania w innych
dziedzinach. MySla, ze wektory, macierze i inne obiekty czy
pojecia matematyczne zyja wlasnym zyciem, sa jaka$
abstrakcyjng, alternatywna rzeczywisto$ciag. Po czasie
odkrywaja, ze matematyka jest silnie obecna nie tylko
w fizyce, ale rOwniez w chemii, biologii, a nawet
w medycynie i prawie. Matematyka jest takze potrzebna by
zrozumie¢ technologi¢ uczenia maszynowego.

Uczenie maszynowe bazuje na danych, ktére czgsto
reprezentowane s3 jako wektory i macierze. Dobre
zrozumienie operacji wykonywanych na danych wymaga
znajomosci podstaw algebry liniowej. Przydatne sa réwniez
inne dzialy matematyki, takie jak analiza matematyczna
(zastosowanie gradientu w minimalizacji funkcji kosztu),
rachunek prawdopodobiefistwa i statystyka matematyczna
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(miara poziomu niepewno$ci danych oraz niezawodnos$ci
algorytmu).

Znaczenie  poszczegbélnych  dzialéw  matematyki
W uczeniu maszynowym opracowane na podstawie [3]
zostato zaprezentowane na rysunku 1.

Inne
Analiza matematyczna

Geometria analityczna

Prawdopodobienstwo

J i statystyka

Algebra liniowa

Rys. 1. Znaczenie dzialéw matematyki w uczeniu maszynowym
3. PRZYKLADY UCZENIA MASZYNOWEGO

3.1. Co Iaczy macierze, uczenie maszynowe i serwis

Netflix?

Uczenie maszynowe wykorzystywane jest przez
popularne serwisy internetowe VOD (ang. Video On
Demand), ktérych przykladem jest Netfix. W czasie
rejestracji do serwisu nastepuje inicjalizacja procesu uczenia.
Netflix proponuje nam kilka wybranych tytutéw filmowych
proszac o wskazanie tych, ktérymi jeste§my zainteresowani.
Nastepnie na podstawie takich czynnikéw jak godziny
logowania do systemu, ilo$ci czasu spgdzanego na ogladaniu
wybranych programéw czy filmOw oraz naszych
wyszukiwan, Netflix szacuje prawdopodobienstwo, ze dany
tytut przyciaggnie nasza uwagg, [4]. Oznacza to, Ze serwis nie
tylko analizuje nasze wyszukiwania, ale réwniez uczy si¢
naszych zachowan. Co wigcej, system prébuje nas
zakwalifikowa¢ do grupy uzytkownikéw o podobnych
preferencjach dzigki czemu optymalizuje spersonalizowany
wybér filméw dla poszczegdlnych uzytkownikéw. Tym
samym, system zbiera ogromne ilosci danych na temat
naszych zainteresowan i zwyczajéw, ktére reprezentowaé
mozna za pomoca macierzy.

Ponizej przedstawiamy prosty przyktad zastosowania
elementarnych dziatan na macierzach do konstrukcji
algorytmu rekomendacji w systemach typu Netflix.
Zal6ézmy, ze w serwisie mamy trzech uzytkownikéw A, B, C
oraz cztery filmy, ktére oznaczamy przez I, II, III, IV. Dla
uproszczenia modelu zakladamy réwniez, ze mamy tylko
dwa gatunki filmowe, do ktérych przyporzadkowane sa te
cztery filmy. Zebrane dane dotyczace preferencji gatunkéw
filmowych poszczegélnych uzytkownikéw zapisujemy w
macierzy, ktérej wierszami sg uzytkownicy, a kolumnami
poszczeg6lne gatunki filmowe. Druga macierz, to macierz
klasyfikacji  wybranych filméw do poszczegbdlnych
gatunkéw. Model ten przedstawiono na rysunku 2.

Nastepnie wykonujac  elementarne operacje na
macierzach, a dokladniej, mnozac te dwie macierze,
jesteSmy w stanie poda¢ z jakim prawdopodobienstwem
dany film spodoba si¢ wybranemu uzytkownikowi.
Analizujagc nowo utworzong macierz, wnioskujemy, ze
wszystkie osoby A, B i C najchetniej obejrza film III,
poniewaz w komorce trzeciej (wiersz odpowiednio A, B, C
i kolumna III) mamy najwicksze prawdopodobienstwo.
W ten sposéb serwisy internetowe analizujgc zebrane dane
rozpoznaja preferencje filmowe uzytkownikéw 1 typuja
kolejne filmy w sposéb zindywidualizowany.

Nalezy podkresli¢, ze opisany powyzej schemat jest
bardzo uproszczony pozwalajac na bardziej intuicyjng
interpretacj¢ danych, ale dzigki temu moze stanowié
przyktadowe zadanie c¢wiczeniowe dla studentéw na
zajeciach z algebry liniowe;.

W rzeczywistosci serwisy takie jak Netflix czy
YouTube majg miliony uzytkownikéw i tysigce filméw do
wyboru. Ponadto, preferencje uzytkownikéw zmieniajg si¢ w
czasie i stad zachodzi potrzeba nieustannego przetwarzania
i analizy ogromnych zbioréw danych.

3.2. Regresja wieloraka

Jednym z  prostszych  algorytméw  uczenia
maszynowego jest regresja wieloraka badajaca zalezno$¢
zmiennej objasnianej od co najmniej dwéch zmiennych
objasniajacych, [5]. Przypus¢my, ze mamy dane dotyczace
pewnej liczby (m) transakcji sprzedazy mieszkan, ktérych
cena (y) zalezy od liczby pokoi (x;), powierzchni
mieszkania (x,) oraz wieku mieszkania (x3). Prosty model
przewidujacy cen¢ mieszkania w kolejnych transakcjach
mozemy zapisa¢ za pomocg réwnania

y= h(X) = bo + b1X1 + bzXz + b3X3.

Algorytm  regresji  wielorakiej = wyznacza  wartosci
wspoétczynnikéw by, by, b,, b;  minimalizujacych funkcje
kosztu

m

1 . 12
0= S 6007

i=1
gdzie x® = (xP, .., xP), y@ to odpowiednio parametry
i cena mieszkania i-tej transakcji, za§ b = (b, ...,bs).
Zauwazmy, ze skoro funkcja J(b) jest wypukla, mozemy
wyznaczy¢ ciag punktéw b®, k=1,...,n, taki ze punkt
b™ jest dowolnie blisko szukanego minimum funkcji
kosztu. W tym celu obliczamy gradient funkcji /] w punkcie
p® .

a](b(k)) a](b(k)) a](b(k)) a](b(k))

) —
v(b%) ab, ' b, ' db, ' ob,

i przechodzimy od punktu b® do b®*+Dw kierunku wektora
gradientu zgodnie ze wzorem

Film | Film I Film 1l Film IV
Gatunek 1 o,mz 0’,7; 11;71 4:17 bk = p® — o V](b(k)),
Gatunek 2 0,8 0,6 0,9 0,3
Gatunek 1 Gatunek 2
OsobaA [ 02 08 0,68 05 074 038 gdzie a jest wspolczynnikiem diugosci kroku. Jako punkt
OsobaB | 03 07 0,62 0,54 0,66 0,42 . .
osobaC| 0,1 0,9 0,74 0,58 0,82 0,34 startowy mozemy przyja¢ dowolny punkt, np. (0,0,0,0).
Uwzgledniajac  wzér na pochodna funkcji  ztozonej
otrzymujemy
Rys. 2. Przykltadowy schemat dziatania algorytmu rekomendacji
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L j=0,1,2,3.

m
2 G®) —y Ol
i=1

Powyzszy model mozemy opisa¢ za pomoca rownania
macierzowego
y = Xb,

z ktérego uzyskujemy réwnanie normalne
b = (XTX)"1xTy.

Pojawia si¢ tutaj naturalne pytanie z zakresu algebry
liniowej o istnienie macierzy odwrotnej do macierzy
kwadratowej XTX. W praktyce macierz ta jest na ogét
macierza odwracalng. Brak istnienia macierzy odwrotnej
moze S$wiadczy¢ o zaleznodci liniowej zmiennych
objasniajacych lub zbyt matej liczbie danych treningowych
x® w stosunku do liczby zmiennych objasniajacych.
Wéwczas do rozwigzania réwnania macierzowego
stosujemy  macierz  pseudoodwrotng = Moora-Penrosa.
PodkreSlmy, Zze przy duzej liczbie danych treningowych
podejécie algebraiczne (szukanie macierzy odwrotnej lub
pseudoodwrotnej) jest duzo kosztowniejsze obliczeniowo
niz podejscie z zastosowaniem wektora gradientu.

4. PROBLEMY KLASYFIKACYJNE

Kolejnym problemem rozwigzywanym przy pomocy
uczenia  maszynowego jest rozpoznawanie  pisma
odrgcznego, nalezace do probleméw klasyfikacyjnych.
W latach 90. XX wieku automatyczne rozpoznawanie cyfr
zostato zastosowane przez poczt¢ Standéw Zjednoczonych
Ameryki Péinocnej do maszynowego sortowania przesylek.
Na rysunku 3. przedstawiono fragment przykladowego
zestawu danych stluzacego do wytrenowania algorytméw.
Zestaw ten sktada si¢ z bitmap 20 X 20 pikseli.
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Rys. 3. Fragment zestawu treningowego

Zacznijmy od problemu klasyfikacji na dwie grupy.
W  rozwigzaniu problemu wykorzystuje si¢ funkcje
sigmoidalng (zwana logistyczna), rysunek 4, postaci

g2) = —

1+e~Z’

Rys. 4. Wykres funkcji sigmoidalne;j

Zbiorem warto$ci funkcji sigmoidalnej jest przedziat
(0,1). Zatézmy, ze chcemy zakwalifikowac obiekty majace
cechy X = (Xq,Xy, ..., Xp) do jednej z dwéch klas. Klasom
tym przyporzadkowujemy etykiety O oraz 1. Woéwczas
hipoteze¢ przynalezenia obiektu do jednej z klas mozemy
opisa¢ funkcja

h(X) = g(bo + b1X1 + bZXZ + -+ bl’l Xn),

gdzie g(z) jest funkcja sigmoidalng. Warto$¢ funkcji h(x)
interpretujemy jako prawdopodobienstwo przynalezenia
obiektu do klasy o etykiecie 1. Woéwczas 1 —h(x) jest
prawdopodobienstwem przynalezenia obiektu do klasy
o etykiecie 0. Zakladamy, ze obiekt nalezy do klasy 1, gdy
warto$¢ h(x) 20,5, a do klasy 0, gdy h(x) <0,5.
Przyjrzyjmy si¢ wykresom dwéch funkcji logarytmicznych
y = —log(x) oraz y = —log(l—x) dla argumentéw
w przedziale (0,1), rysunek 5.

Rys. 5. Wykres funkcji y = —log(x) (po lewej) oraz
y = —log(1 — x) (po prawej)

Pierwsza z nich ma wartoéci bliskie 0 gdy argument
jest bliski 1, natomiast dazy do nieskonczonos$ci, gdy
argument zmierza do 0. Druga na odwrét. Wiasnosci te
wykorzystuje si¢ do konstrukcji funkcji kosztu stuzacej do
wyznaczenia parametrow strukturalnych. Funkcja kosztu dla
m danych treningowych przybiera postaé

KM=—%§IW”%@@®D
- +(1-y®) log(l - h(x(i)))] .

Wartosci funkcji przynalezenia do odpowiedniej klasy
dla danych treningowych w zapisie macierzowym maja
postaé

h = g(Xb).

Zatem funkcj¢ kosztu zapisujemy jako
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J(b) = ——[y" log(h) + (1 -y log(1 — h)].

Dalej wykorzystujac metode¢ gradientowg otrzymujemy
analogiczne, jak w przypadku regresji wielorakiej, rownanie
na kolejne punkty w ciggu przyblizajagcym punkt minimalny

m
b = b = =Y [(x®) - yx®,  j=01,..n
i=1

Réwnanie to w zapisie wektorowym ma postac¢
a
b = b1 — —XT(g(Xb) — y).

W przypadku problemu klasyfikacji dla liczby klas
L >3 stosujemy strategi¢ jeden przeciw wszystkim
znajdujac funkcje klasyfikujace hj(x), j = 1, ..., L dla kazdej
z klas. Przynalezno$¢ obiektu do klasy mozemy ustali¢ na
podstawie maksymalnej wartosci wyznaczonych funkcji dla
klasyfikowanego obiektu, tj. max(h; (x), h, (%), ..., hp(x)).

Problemy klasyfikacyjne rozwiazuje si¢ rdwniez
stosujac sieci neuronowe. Na zajeciach z matematyki dla
studentdéw pierwszego roku, mozemy zaprezentowa¢ modele
neuronu wyznaczajace warto$¢ operatoré6w logicznych
koniunkcji 1 alternatywy. Poslugujemy si¢ woéwczas
analogicznym aparatem matematycznym. Model neuronu
i sieci neuronowej mozemy przedstawi¢ za pomoca
odpowiedniego grafu skierowanego (rysunek 6).

Rys. 6. Przyktadowy model neuronu
Mozemy na przyktad przyjaé¢ funkcje

h(Xl,Xz) = g(_40 + 30X1 + 30X2)
1

= 1 + e—(—40+30x1+30x;) *

W tabeli 1 zamieszczone zostaly wartosci funkcji
koniunkcji oraz wartosci uzyskane za pomocg neuronu.

Tablica 1. Wartosci koniunkcji

X4 Xy X1 A Xy h(xq,%5)

0 0 0 h(0,0) = g(—40) = 0
0 1 0 h(0,1) = g(—10) = 0
1 0 0 h(1,0) =g(-10) = 0
1 1 1 h(1,1) =g(20) = 1

Modele z kilkoma warstwami neuronéw wymagaja
uzycia  algorytméw  propagacji  wstecznej, ktoérych
przedstawienie na wspomnianych zajeciach jest zbyt trudne
pojeciowo.

5. WNIOSKI KONCOWE

W prezentowanym  artykule  przedstawili$my
propozycje wykorzystania wybranych algorytméw i metod
uczenia maszynowego Ww motywowaniu studentéw do
zrozumienia potrzeby uczenia si¢ matematyki. Uczenie
maszynowe ma zastosowanie mie¢dzy innymi w analizie
danych o sprzedazy, w wykrywaniu oszustw w transakcjach
finansowych, rekomendowaniu produktéw — personalizacji
klienta, podejmowaniu decyzji, dynamicznym ustalaniu cen
na podstawie popytu i podazy oraz rozpoznawaniu mowy.

W uczeniu maszynowym istotne znaczenie maja
wybrane elementy matematyki, takie jak: dziatania na
macierzach, skladanie funkcji, obliczanie pochodnych.
W zwigzku z tym uczenie maszynowe moze stanowié
ciekawe uzupelnienie wyktadéw z algebry liniowej i analizy
matematycznej pokazujace zastosowania  matematyki
W otaczajacej nas rzeczywistosci.
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ELEMENTS OF MACHINE LEARNING IN MATHEMATICS

The article discusses the relationship between academic mathematics course and selected topics of machine learning. It
shows how simple matrix operations help VOD services to recommend film titles consistent with the interests of users, based
on their previous choices. A simplified version of the multiple regression algorithm used for real estate valuation is also
presented and the use of neural networks in classification problems is mentioned.

Keywords: machine learning, multiple regression, classification problems.
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