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Celem niniejszej rozprawy jest udowodnienie dwoch twierdzen dotyczacych rownarn réz-
niczkowych czgstkowych typu eliptycznego. Pierwsze moéwi o regularnosci stabych rozwia-
zai pewnej klasy rownan eliptycznych z operatorem anizotropowym. Drugie méwi o ist-
nieniu heteroklinicznych rozwiazan problemu typu Allena-Cahna z takim operatorem.

Eliptyczne rownanie typu Allena-Cahna najczesciej jest zapisywane w postaci
—Au(z) + Fy(x,u(z)) =0,

przy do$¢ réznorodnych dziedzinach i warunkach brzegowych. Charakterystyczng cecha
rozrozniajaca rownanie Allena-Cahna od innych réwnan eliptycznych jest funkcja F(x,-),
o ktoérej zaktada sie, ze ma co najmniej dwa miejsca zerowe bedgce minimami. Typowym
przykladem takiej funkcji jest F(u) = u?(u — 1)2. Réwnanie ma swoje zrédlo w artykule
Allena i Cahna [4], ktorzy badali wtasnosci stopéw metali. Rownanie tego typu znala-
zto takze swoje zastosowanie do opisu wielu innych proceséw fizycznych jak na przyktad
badanie przejs¢ fazowych [31|, przetwarzanie obrazow [7|, czy rozwodj nowotworéow |[25].
Rownanie Allena-Cahna jest szczegdlnym przypadkiem modelu reakcji-dyfuzji i odpowiada

mu funkcjonal energii

/ %\u(w)\Q + F(z,u(z))dz

Zagadnienie reakcji-dyfuzji jest szerzej opisane w [9, 12, 17].

Rownanie Allena-Cahna opisuje duzo réznorodnych zjawisk wiec byto wielokrotnie ba-
dane przez matematykéw i istnieje wiele czysto matematycznych artykutéow na ten te-
mat. Rozwazanych bylo wiele roznych typow rozwiazan tego rownania (wiele przyktadow
znajdziemy np. w [24]). W tej rozprawie udowodnimy istnienie rozwiazan spelniajacych

nastepujace warunki:

u(z + ke;)) = u(x) dla 1 <i<n, lim w(z)=0 i lim wu(z)=1,

T1——00 Tr1—+00
czyli okresowych w n — 1 ostatnich wspoétrzednych i heteroklinicznych w pierwszej zmien-

nej z1. Opisane powyzej rozwiazania heterokliniczne mozna interpretowaé np. jako stan
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przejsciowy miedzy dwoma stanami fizycznymi odpowiadajacymi miejscom zerowym F
czyli rozwiazaniom stalym. Takie rozwiazania (jak rowniez inne typy rozwiazan) sa roz-
wazane w artykule Rabinowitza i Stredulinskiego [24|. Takze Alessio, Jeanjean i Monte-
chiari w [2] i [3] rozwazaja ten typ rozwiazan, ale przy szczegdlnej postaci potencjatu:

Jest widoczna wyrazna potrzeba uwzgledniania niestandardowych operatoréw eliptycz-
nych, poniewaz réwnanie Allena-Cahna czy ogolniej, problem reakcji-dyfuzji w wielu za-
stosowaniach jest opisywany réwnaniami z niestandardowymi operatorami eliptycznymi.
W wielu materiatach (takich jak np. krysztaty) dyfuzja zachodzi anizotropowo, czyli w roz-
nym stopniu zaleznie od kierunku [9]. Rownanie Allena-Cahna moze tez by¢ stosowane gdy
zamiast zjawiska dyfuzji zachodzi zjawisko super-dyfuzji. Wowczas w réwnaniu zamiast
laplasjanu rozwaza sie utamkowy s-laplasjan [14, 30].

W matematycznych artykutach na temat problemu Allena-Cahna jest wielokrotnie cy-
towany artykut Mosera [21|. Wyniki z tej pracy zostaly pozniej uogélnione przez Bangerta
[5], gdzie bada on minima funkcjonatu [ L(x,u(z), Vu(z))dz na I/Vlzf, za$ funkcja L jest
okresowa w zmiennej = zas w zmiennej Vu jest wypukta. Funkcjonatl ten jest bardzo ogoélnej
postaci, w szczegblnosci nie musi pochodzi¢ od laplasjanu mimo, ze zaktadany jest wzrost
kwadratowy L wzgledem Vu. Operator eliptyczny w réwnie ogdlnej postaci rozwazany
jest takze w pracy Llave i Valdinoci [10]. Tam roéwniez zakladany jest kwadratowy wzrost
operatora.

W literaturze dotyczacej problemu Allena-Cahna istotnie dominujg operatory ze wzro-
stem kwadratowym, za§ stosunkowo mato jest wynikéw uwzgledniajacych operatory mniej
standardowe . W szczeg6lnosci, nie byto znane zadne twierdzenie o istnieniu i pelnej re-
gularnosci rozwigzan heteroklinicznych dla problemu Allena-Cahna z operatorem o innym
wzrodcie. Takie twierdzenie udowodnitem w artykule [32], gdzie rozwazam operator elip-
tyczny w postaci dywergencyjnej div(VG(Vu(z))), przy zalozeniach izotropowego wzrostu
G 7z m-ta potega. Z uwagi na wickszy wzrost G przestrzen Wllog zostala tam zastapiona
przez Wllo? Oczywiscie, gdy G = 1| - |? to div(VG(Vu(z))) = Au(x).

W tej rozprawie powyzszy wynik zostanie uogélniony. W rozdziale 3 zostanie wykazane,
ze w problemie typu Allena-Cahna operator eliptyczny div(VG(Vu(z))) moze pochodzié
od anizotropowej funkcji wypuktej G. Analogicznie, przestrzenie Sobolewa WIIOZL zostang
zastapione anizotropowymi przestrzeniami Orlicza-Sobolewa WllOCG

Rozwazany problem typu Allena-Cahna bedzie wiec mial nastepujaca postaé:

div(VG(Vu(x))) + Fu(z,u(z)) =0, xeR", (1)
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gdzie F' ma dwa minima i jest okresowe wzgledem x. Precyzyjnie sformutowane zatozenia
znajduja sie w rozdziale 3.

Rozwazane uogdlnienie nie jest inspirowane zadnym konkretnym problemem fizycznym,
ale niestandardowe operatory eliptyczne zwigzane z problemem reakcji-dyfuzji sa czesto
rozpatrywane, wiec warto przeanalizowaé problem réwniez z punktu widzenia potencjalne-
go uzycia przestrzeni Orlicza-Sobolewa.

Zastosowanie operatora pochodzacego od anizotropowej funkcji G o wzroscie wielomia-
nowym oraz przestrzeni Orlicza-Sobolewa WY spowodowalo szereg technicznych trud-
nosci. Gtéwna byt brak twierdzenia o regularnosci stabych rozwigzan dla anizotropowych
operatoréw typu div(VG(Vu(z))). Dotychczas znane twierdzenia (na przyktad podane
w pracach Marcellini [19] lub [20]) okazaly si¢ niemozliwe do zastosowania w rozwazanym
problemie ze wzgledu na stabe powigzanie przestrzeni funkcyjnej ze wzrostem funkcjonatu.
Powstata wiec potrzeba udowodnienia odpowiedniego twierdzenia o regularnosci stabych
rozwiazan. Jest to twierdzenie 2.1 z rozdziatu 2. Dowo6d bazuje na metodach zblizonych do
dowodu twierdzenia 2.3 z artykulu Marcellini [20] oraz twierdzenia 3.1 z artykulu Siepe
[27].

Pierwszy i jednoczesnie gltéwny wynik rozprawy jest nastepujacy:

e przy zalozeniach (G1)-(G7) oraz (A;)-(As) z rozdziatu 2 stabe rozwiazania rownania

1,00 2,2
(1) sa klasy W2 " NW>~.

loc

Twierdzenie to jest sformutowane z zalozeniami stabszymi niz zatozenia twierdzenia
o istnieniu rozwiagzan heteroklinicznych dowodzonego w rozdziale 3. W szczegdlnosci, za-
tozenia na funkcje F' sa duzo ogdlniejsze niz w réwnaniu Allena-Cahna. Dzieki temu samo
twierdzenie o regularnosci jest ciekawym rezultatem w teorii rownari eliptycznych.

W twierdzeniu 2.1 zostalo zalozone, ze funkcja G spelnia warunki A, i Vo, a wiec
jest ograniczona przez wielomiany. Niekoniecznie jednak posiada wzrost zwigzany z jedna
ustalong potega. Co wiecej, dopuszczony jest tez wzrost anizotropowy, tzn. funkcja G moze
w istotnie r6zny sposdb zalezeé¢ od wszystkich pochodnych czastkowych, a nie tylko od
modutu |Dul.

W pracy [19] podobne twierdzenie o regularnosci dowodzone jest przy zalozeniu p, q -
wzrostu. W |20] rozwazany jest funkcjonal o wzroscie wielomianowym, ktory moze by¢ ani-
zotropowy, ale przestrzen w ktorej badany jest problem wyznaczona jest przez funkcje izo-
tropowa ograniczajaca z gory wzrost operatora. W [27] pojawiaja sie anizotropowe warunki
wzrostu, a przestrzen w ktorej poszukiwane sg rozwigzania jest bezposrednio wyznaczona

przez funkcje G. W |27] jednak badany funkcjonatl jest w prostszej postaci [ G(Du)dzx (czyli
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bez zaleznosci od u i x). Glowna roznica pomiedzy twierdzeniem 2.1 a wynikami Marcellini
jest zakladana wyjsciowa klasa catkowalnosci stabych rozwiazan (czyli przestrzen w ktorej
poszukiwane sa minima funkcjonatu). W tej rozprawie zaktada sie, ze sa one catkowalne po
ztozeniu pochodnej z funkcja G (czyli [ G(Dv)dr < 0o). Marcellini zaklada catkowalnosé
pochodnej ztozonej z pewna funkcja izotropowa, ktéra ro$nie szybciej niz wynikatoby to
z postaci funkcjonatu. Przestrzen ktorej uzywa jest podprzestrzenia uzytego tu Wh¢. Roz-
wazanie w [20] takiej przestrzeni i izotropowego warunku wzrostu utatwia dowod, ale moze
powodowaé trudnoéci w zastosowaniu metod wariacyjnych, gdyz cigg minimalizujacy moze
nie posiadaé granicy w tej przestrzeni. Celowo$¢ stosowania przestrzeni dobrze powiazanej
z funkcjonatem wida¢ w szczegdlnodci w rozdziale 3.

Anizotropowe funkcje wypuklte moga nie byé monotoniczne ze wzgledu na modut, tzn.
mozliwe jest, ze G(&1) > G(&2) gdy &1 < |€2|. Miedzy innymi z tego powodu bezposrednie
stosowanie funkcji anizotropowych w dowodzie twierdzenia 2.1 powoduje réznorodne trud-
nosci techniczne. To sprawia, ze dowdd tego twierdzenia (a w szczegdlnosci wiele szacowan
podanych w rozdziale 2.3) wymaga nieco innych technik, niz dowdéd wspomnianego wyzej
twierdzenia 2.3 z [20].

Drugim gléwnym wynikiem jest twierdzenie o istnieniu klasycznych rozwiazan hetero-

klinicznych problemu (1) bedace uogolnieniem wezesniejszego wyniku z [32].

e Jesli G spelia warunki (G;)-(G7) podane w rozdziale 2 oraz F spelnia zalozenia
(F1)-(Fy) podane w rozdziale 3, to rownanie (1) posiada klasyczne rozwiazania he-

terokliniczne.

Dowdd tego twierdzenia wykorzystuje techniki zblizone do stosowanych w artykule [24]
(twierdzenie 2.1). Jedna z roznic miedzy dowodami jest widoczna na przyklad w lemacie
3.8, gdzie niemozliwe okazalo sie zastosowanie klasycznej zasady maksimum i konieczne
bylo uzycie ogolniejszych twierdzen z [23]|. Kolejna istotna roznica jest zastosowanie twier-
dzenia o regularnosci 2.1, zamiast standardowych twierdzen o regularnosci odnoszacych sie
do innych operatoréw o wzroécie potegowym.

Rozprawa jest podzielona na trzy czesci. W rozdziale 1 podane zostana potrzebne defi-
nicje i lematy dotyczace ilorazéw réznicowych i stabych pochodnych. W kolejnym rozdziale
zostanie sformutowane i udowodnione twierdzenie dotyczace regularnosci stabych rozwia-
zan. W rozdziale 3 bedzie udowodnione twierdzenie o istnieniu rozwiazan heteroklinicznych

rownania typu Allena-Cahna.
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Spis oznaczen

Ponizej zostaly wymienione wybrane symbole, ktére beda czesto stosowane w dalszych

czesciach rozprawy:

es - s-ty wektor bazy standardowej w R";

Q) - jesli nie wskazano inaczej dziedzina w R™ (zbiér otwarty i spojny);

Q + hes - zbidr ) przesuniety o wektor heg;

Q) = {z € Q: d(x,09Q) > |h|};

dist - odleglos¢ zbioréw lub punktu od zbioru;

x4 - funkcja charakterystyczna zbioru A;

1(A) - miara Lebesgue’a zbioru A;

D - pochodna funkcji, D pochodna czastkowa funkcji po s-tej zmiennej, czasem tez
oznaczana jako F  lub G¢;

Ay, - iloraz réznicowy o przyroécie h w s-tej zmiennej, oznaczany tez jako A7 przy czym
gdy s pozostaje ustalone to jest w oznaczeniach pomijane;

div(VG(Vu(x))) = 32 52 (Ge,(Vu(e));

B,(z) - kula o érodku x i promieniu r, jesli srodek jest raz ustalony i niezmienny
w calych rachunkach kule zapisywane sa po prostu jako B,;

LE(Q) ={&: Q — R™: E-mierzalna, Iyso [ G () dx < oo} - przestrzen Orlicza funk-
cji o wartosciach wektorowych okreélonycﬁ na £Q;

WHE(Q) - przestrzen Orlicza-Sobolewa funkcji skalarnych okreslonych na €, ktorych
stabe pochodne naleza do L% (Q);

2* - krytyczny wykladnik Sobolewa rowny %
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Rozdziat 1

Przydatne definicje i lematy

1.1. G-funkcje i przestrzenie Orlicza-Sobolewa

G-funkcje sg naturalnym uogélnieniem funkcji Younga na dziedziny wielowymiarowe.
G-funkcja (w sensie definicji podanej przez Trudingera w [29]) nazywamy wypukta, parzy-
sta 1 polciagla z dotu funkcje G: R™ — [0, oo] spetniajaca warunki G(0) = 0, G(oc0) = oo
oraz taka, ze G~!(c0) jest oddzielone od 0.

W tym podrozdziale zaktadamy, ze  C R™ jest ograniczona dziedzina (czyli zbiorem

otwartym, spojnym i ograniczonym).

Definicja 1.1. Przestrzeniq Orlicza LE(Q) nazywamy zbior
LG = {5 Q — R"™: &-mierzalna, E|A>0/G()\f) dr < oo} :
Q

Przestrzen Orlicza LG () jest przestrzenia Banacha z norma Luxemburga

1€l ) = inf{A >0 Q/a (i) de < 1}.

Tak zdefiniowane przestrzenie Orlicza sg zbyt ogdlne dla naszych rozwazan. W wielu
artykutach (np. [6, 8, 15, 26, 28, 29|) przyjmowane sa sa dodatkowe zalozenia na G, w za-
leznosci od tego jakie wlasnosci przestrzeni Orlicza sg wymagane. Rowniez w tej rozprawie
klasa dopuszczalnych funkcji zostanie zawezona.

Analogicznie do klasycznych przestrzeni Sobolewa, na bazie przestrzeni Orlicza definiuje

sie przestrzenie Orlicza-Sobolewa.

Definicja 1.2. Stabo rdzniczkowalna funkcja u € L*(Q) nalezy do przestrzeni Orlicza -

Sobolewa WS (Q) gdy Du € LE(9Q).
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Przestrzeri WHG(Q) z norma

ullwie@) = lulliz@) + [DullLeq)

jest przestrzenia Banacha.
Standardowymi warunkami ograniczajacymi wzrost G-funkcji sa warunki As i V.

Pierwszy z nich ma postaé
G(28) <cG(§), dlalg| > M, (A2)

a drugi

G(26) > ¢G(E), dlalé] > M. (V2)

Gdy M > 0 to méwimy, ze warunki te sa spelnione w nieskonczonosci, a jesli M = 0 to
moéwimy, ze sa spetnione globalnie.

Wiadomo, ze jezeli G spelnia warunek Ao, to jej wzrost jest ograniczony z gory przez
funkcje wielomianowsa. Jezeli G spetnia warunek Vo, wtedy jej wzrost jest ograniczony
z dotu przez funkcje |x|®, dla pewnego a > 1. Mozna to w skrocie podsumowaé jako
P ¢ LY Cc L9 gdy |- |? < G < |- |P. Precyzyjne sformutowanie i dowod tych faktow
znajduje sie np. w [11] - lemat 2.4.

Wprost z definicji wynika, ze jesli funkcja wypukla G spelia warunek As, to spekia
takze nierownosé G(k§) < ¢G(€) z dowolna stala k (przy ewentualnie innym ci M). Wobec
tego przy zalozeniu Ay warunek definiujacy przestrzen Orlicza, czyli [ G(AE)dx < oo,
mozna zastapi¢ prostszym warunkiem [ G(§) dx < oo. N

Jesli zatozymy, ze G spetnia Warunk? As i Vo w nieskoniczonosci oraz Q2] < oo, to wtedy
wyznaczone przez nia przestrzenie Orlicza 1 Orlicza-Sobolewa sa refleksywne ([26] wniosek
7.2). Jesli || = oo, to warunki Ag i Vo musza by¢ spetnione globalnie.

Na potrzeby dowodu lematu 1.5 wykazemy nastepujacy fakt:

Lemat 1.3. Niech G bedzie G-funkcjg spetniajaca warunek Ao w nieskoriczonosci i spetnia-
jacqg warunek |-|* < G < |-|P, gdzie 2 < a < B. Zalézimy ponadto, ze 3 < oF. Prayjmujemy
a* = 2 gdy o < n oraz a* dowolne gdy o > n. Przez § oznaczmy dowolny ustalony nie-

zerowy wektor i zdefiniujmy funkcje G(t) = G(t€). Wowczas przestrzer Orlicza-Sobolewa

WLE(Q) zawiera sie w przestrzeni Orlicza La(Q)
Dowdd: Prawdziwy jest ciag zawieran
WL Q) c Whe(Q) ¢ Lo (Q) c LA(Q) ¢ LE(9Q)

< G i definicji W, Kolejne jest konsekwencja standardowych

Pierwsze wynika z | - |*

wlozen Sobolewa (zob. twierdzenie 4.12 z [1]). Trzecie zawieranie jest oczywiste, gdyz
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8 < oF. Czwarte wlozenie wynika z tego, ze G < | - |2, co jest konsekwencja definicji Gi

zalozenia G < | - |°. O

W dalszych rozwazaniach, istotna role odgrywac¢ beda takze lokalne przestrzenie Orli-

cza - Sobolewa Wllog’(ﬂ) Przestrzenie te definiujemy standardowo
Wi Q) = {u e WHS(K): K cc Q).

Przestrzenie Wllog(Q) sg przestrzeniami metrycznymi zupelnymi z metryka dang wzorem

[e.9]

Ju — ’UHWLG(K )
d(u,v) = > ;
nZ::l 251+ [lu = vllwio(k,))

gdzie K, sa tak wybrane, aby K, CC K41 oraz Q = {,cny Kn-

1.2. llorazy réznicowe i stabe pochodne

llorazy roznicowe pelnia wazng role w dowodach twierdzen o regularnodci rozwigzan.
W szczegodlnosci caty dowdd pierwszej czesci twierdzenia 2.1 bedzie oparty o ich wlasnosci.
Ponizej podane zostana wlasnosci ilorazéw réznicowych, ktére beda wykorzystywane w tej
pracy. Sa one w wickszosci dobrze znane w literaturze (np. [13, 16, 27]). W wybranych
lematach zostana podane takze dowody, gdyz metody tam stosowane sa interesujace z
punktu widzenia dalszych rozwazan. W catym rozdziale przyjmujemy, ze ) jest dziedzina.
Symbolem D oznaczamy pochodna a symbolem Dy pochodng czastkowa po s-tej zmiennej.

W tym rozdziale bedziemy zaktadaé, ze funkcja G spelnia warunek Ay w nieskoriczonosci.

Definicja 1.4. llorazem réznicowym funkcji u: Q@ — R z przyrostem h € R w kierunku

wersora eg nazywamy funkcje

() = u(z + he;) — u(x)

okreslong na Q) = {x € Q: d(x,09Q) > |h|}.

W dalszych rachunkach, jesli tylko gorny indeks s bedzie pozostawal dowolnie ustalony
i niezmienny, to zostanie w zapisach pominicty.
Pierwszy lemat jest inspirowany lematem 3.3 z [20] i podaje elementarne wtasnosci

ilorazéw réznicowych, wynikajace wprost z definicji ilorazu réznicowego.

Lemat 1.5. Niech u,w € Wh4(Q). Wowczas:

(A) Ahu € Wl’G(Q|h|),
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(B) jesli: R — R spetnia warunek Lipschitza, jest nieparzysta, niemalejgca i wypukta
na [0,00), to Y(Apu) € WI’G(QW),

(C) jesli ponadto n € C3(Q) a G jest takie jak w lemacie 1.3, to np(Apu) € Wl’G(Qw),

(D) Di(Apu) = Ap(Dju),

(E) jesli suppu C Q) lub suppw C Qpy, to [ulApwdr = — [wA_pude,

(F) Ap(uw)(z) = u(x + hes) Apw(z) + w(m)Xhu(x) ¢

Dowéd: Wtlasnosé (A) wynika wprost z liniowosci przestrzeni.

Niech L bedzie stata Lipschitza dla ¢¥. Wowczas
G(D(P(Apu))) = G (Apu)D(Apu)) < G(L D(Apu)).

Jako, ze Apu € WLG(Q‘ n|) to prawa strona powyzszej nieréwnosci jest catkowalna a wige
rowniez lewa jest catkowalna, co dowodzi, ze ¥ (Apu) € WLG(QW).

Dowdd (C) rozpocznijmy od nieréwnosci wynikajacej z wypuktosci G:

G(D(y(Apu))) = G(Dnp(Apu) + 1 D (Apu))) <

< SCEDYE(AW) + 5Gn D Ayu))

Calkowalnos¢ drugiego sktadnika prawej strony wynika z punktu (B) i ograniczonosci 7.
Z whasnosci ¢ wynika, ze [1(t)| < L|t|. Ograniczono$¢ Dn gwarantuje istnienie takiego
wektora &y, ze G(Dn) < G(&) na Q. Wowczas G(2Dny(Apu)) < G(2§L|Apul). Przyj-
mujac w lemacie 1.3 £ = 2Ly otrzymujemy Apu € La(Q‘h‘). To gwarantuje catkowalnosé
G(2Dny(Apu)) i koriczy dowdd wlasnosci (C).
Kolejny punkt jest bezposrednia konsekwencja liniowosci pochodnej. Wtasnosé (E) wy-

nika z definicji ilorazu réznicowego:

/uAhw dx = ;L/u(x)w(x + hes) — u(z)w(z) de =
Q Q
1

_E U
Q

(x)w(z) — u(x — hes)w(x) de = — /wA,hu dx
Q

Roéwniez z definicji dowodzimy ostatniej rownosci:

(u(x + hes)w(x + hes) — u(x + hes)w(x) + u(z + hes)w(z) — u(x)w(z)) =

S| =

= u(x + hes) Apw(z) + w(x)Apu(z)

O
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Kolejne lematy pochodza z ksiazki Giusti [13]. Opisuja one zwiazki ilorazoéw roznicowych

i stabych pochodnych funkcji nalezacych do przestrzeni Sobolewa.

Lemat 1.6. Niech Qy CC Q, |h| < d(Q0,09), 1 < p < o0o. Dla kazdego v € WIP(Q)

/\Ahv|pdm< /|st|pd$< /|Dv|pdm.
Qo Q Q

1
Dowdd: Wprost z definicji ilorazu réznicowego mamy Apv = [ Dgv(x + thes)dt. Z nie-
0

zachodzq nierdwnosci

rownosci Jensena wynika, ze

1 p 1
/]Ahv|pdm :/ /D v(x + thes)dt| dr < // |Dsv(z + thes)|Pdx dt =
Qo Qo 0 0 Qo
—/ / |Dsv|Pdx dt < /\D v|pd:c</]Dv|pd:L‘
0 Qo-+thes
Symbolem Qg + thes oznaczono zbior {x + thes : x € Qp}. O

Jesli staba pochodna istnieje w LY (2), to ilorazy réznicowe sg do niej zbiezne w LY (€2).

Lemat 1.7. Zaldzmy, ze funkcja v € LY (Q) posiada stabg pochodng Dsv € LY (Q). Wow-
(€2).

czas Apv — Dgv w LY

Dowéd: Wezmy ¥ CcC Q i dowolne w € C1(X) NWP(X). Wowezas stosujac lemat 1.6,
dla kazdego ¥ CC Q mamy

[An,v = Dsvl|Lr(s) <[An, v — Ap,w|es) + |An,w — Dsw||pesy + || Dsw — Dsv||pesy <

<L2[|Ds(w = v)|lLe(s) + [An,w — Dswl|Lr(s)-

Funkcje klasy C' tworza gesta podprzestrzen WP oraz A, w — Dsw w LP(X), wiec

obydwa sktadniki moga byé wybrane dowolnie mate, co konczy dowdd. O

Nastepny lemat pokazuje, ze z ograniczonosci norm ilorazéw roéznicowych mozna wy-
wnioskowaé istnienie stabej pochodnej. Jest to prosta modyfikacja lematu 8.2 z [13| pole-
gajaca na zastapieniu ogblnej zbieznosci h — 0 ciagiem h,, — 0. Bedzie to wazne narzedzie

wykorzystywane w dowodzie pierwszej czesci twierdzenia 2.1.

Lemat 1.8. Niechv € ILP(Q), 1 < p < oo. Zatdzmy, ze istniejg M > 0 i cigg h,, — 0 takie,
ze [ |AF vPdz < M. Wowezas [|Dsv|Pdr < M (wigc Dsv € LP(Q2)) i Aj v — Dsv
Q

Q|

w Lioe ()
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Dowéd: Niech
Ap v dla x € Q\hn|

n

0 dlaer\Q‘hM

gn(x) =

Ciag gy jest ograniczony w LP(2), wiec mozna wybra¢ podciag (wciaz oznaczany jako gy,)
stabo zbiezny do pewnego g € LP((2). Oczywiscie ||g||rrq) < M. Dla kazdego ¢ € C5°(Q2)

/(bgd:c :nlirgo/¢Ahnv der = _nh_{go/vAhn¢d$ = —/vDs¢d:c,
Q Q Q Q

wiec g = Dgv. Pozostata czesé tezy wynika z Lematu 1.7. O

Warto zauwazyé, ze gdy {2 jest ograniczona, to w powyzszym lemacie zbieznosé w

Lp

loc MoZna zastapic¢ zbieznosciag w LP. Taka wersja tego lematu bedzie wykorzystywana w

dowodzie twierdzenia 2.1.

Nastepny lemat o zbieznosci ciagu norm jest dobrze znany, dowdéd mozna znalezé na
przyktad w [22].
Lemat 1.9. Niech 2 bedzie zbiorem ograniczonym.

a) Jesli v e L(R), to wowczas
[vlree ) = Jim lvlee ()
b) Jesli v € LP*(Q) dla pewnego ciggu pr — oo oraz cigg ||v||rex () jest ograniczony, to

wowczas v € L™ (Q).

Wykorzystujac powyzsze wlasnosci, otrzymujemy nastepujacy wniosek z lematu 1.6:
Lemat 1.10. Niech Qo CC Q, |h| < d(Q0,09) i u(Q) < oco. Dia kaidego v € WH>(Q)
mamy

AL (0) < I1Dsvl|Loe (-

Dowdéd: Z lematu 1.6 wynika, ze

1ARV]lp0o < [[Dsv

lp.o < M(Q)l/pHstHLOO(Q) <c esssup | Dsvl

dla kazdego 1 < p < o0, a zatem Apv € L>(p), na mocy lematu 1.9. Teraz wystarczy

tylko przyjac¢ p — oo w nieréwnosci [|Apv|lp.a, < [|Dsvlp0. O

Ostatni z lematow o ilorazach réznicowych pochodzi z [27]. Jest on pewnym uogolnie-
niem lematu 1.6 polegajacym na zamianie funkeji | - [P na funkcje wypukta. Nie bedzie on
wykorzystywany w tej pracy, jednak warto go podaé, gdyz jest mato znany, a moze byé przy-

datnym narzedziem w badaniu stabych pochodnych w przestrzeniach Orlicza-Sobolewa.
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Lemat 1.11. Zdefiniujmy wektor ilorazow réznicowych: Opu = (A,lllu, . .,A’ﬁnu), gdzie
h = (h1,...,hy). Niech Qy CC Q, |h| < d(Q,09Q), funkcja G : R™ — [0,00) jest wypukta.
Dla kazdego v € WH1(Q) takiego, ze [, G(Dv)dz < oo mamy

g{G(@m})dm < !G(Dv)dm

1
Dowdd: Podobnie jak wezesniej ©,v = [ Dv(x + th)dt i z nier6wnosci Jensena
0

1
/G(@hv //GDvx—i—th ))dz dt = //GDvdxdt /GDU
Qo 0

0 Qo Qo+th
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Rozdziat 2

Twierdzenie o regularnosci stabych

rozwigzan

Zatozenia na funkcje G podane w poprzednim rozdziale sa zbyt ogoélne, aby mozliwe
byto udowodnienie twierdzenia o regularnosci stabych rozwigzan. W szczego6lnosci, dopusz-
czaja one sytuacje, gdy funkcja G rosnie zbyt szybko w nieskoriczonosci (np. jak funkcja
wyktadnicza) lub maleje zbyt szybko w otoczeniu zera.

Podane nizej zatozenia, z ktorych wynikajg te podane w rozdziale 1, naktadaja ogra-
niczenia na wzrost G. W otoczeniu zera G musi sie znajdowaé¢ pomiedzy funkcja liniowa
a kwadratowa (warunki (G2) i (G3)). W nieskoniczonosci G musi by¢ ograniczone przez
dwa wielomiany stopnia wyzszego niz 2 (warunki (Gs) i (Gg)). Nalezy rowniez zalozy¢, ze
G spelnia dos¢ silny warunek eliptycznosci (G7).

W tym rozdziale zaktadamy, ze G € C?(R",R) jest funkcja wypukla spetniajaca naste-
pujace warunki:

G1) G(=¢) = G(¢§) dla wszystkich £ € R",
) f 5 -0
) istnieje co > 0 takie, ze G(£) > co|¢|? dla wszystkich ¢ € R™,
Gy) istnieje p > 2 takie, ze (DG(E),\) < p%m dla wszystkich £, A € R™ (£ #0),
) istnieja o > 21 ¢q > 0 takie, ze ¢, |&|* < G(&) dla wszystkich |£] > 1,
) G(§) < f: €47 (27D+2 dla wszystkich || > 1, gdzie 2* oznacza krytyczny wyklad-
nik Soboleiizi,

(G7) istnieje v > 0 takie, ze (D2G(£)A, \) > 21/%52) |\|? dla wszystkich £, A € R? (£ # 0),

Latwo sprawdzié¢, ze funkcja G spelniajaca powyzsze zalozenia jest G-funkcja w sen-

sie Trudingera. Z zalozenia (G4) wynika warunek As w postaci: G(2§) < 2PG(§) (zob.

twierdzenie 3.2 w [28]). Stad zas wynika, ze G(§) < M|¢|P, dla M = sup G(§) oraz |£| > 1.
l¢l=1
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Okazuje sie, ze do badania regularnosci stabych rozwigzan bedzie wykorzystywana je-
dynie liniowos¢ przestrzeni Wh¢ oraz warunek u € WHG <= [, G(Du)dr < oo,
gwarantowany przez Ao. Inne wlasnosci WHG (np. refleksywnosé) nie beda wykorzystywa-
ne w tym rozdziale. Warto tez zwroci¢ uwage, ze dzieki warunkowi (G3) przestrzen WHG
zawiera sie w W12 na ograniczonych dziedzinach.

Przyjete zalozenia umozliwiaja rozpatrywanie dosé¢ szerokiej klasy G-funkeji o wzroscie
typu wielomianowego. Taki zestaw warunkéw jest podobny do zatozen wzrostu typu p-q
rozwazanych przez Marcellini w artykule [19]. Warunki (G1)-(G7) sa inspirowane w duzej
mierze przez zalozenia podane w [20], ale zostaly sformutowane w sposéb odpowiedni dla
anizotropowych funkcji G. Dopuszczajg one sytuacje, w ktorej zachowanie G moze by¢
w rozny sposob zalezne od wspotrzednych &;, a nie tylko od modutu [€].

Uzyskanie odpowiedniej regularnosci rozwiazann wymaga miedzy innymi silnego wa-
runku eliptycznosci dla operatora div(VG(Vu(x))), co przeklada sie na silng wypuklosé
G, czyli zalozenie (G7). W szczegolnoscei, wzrost funkcji G w otoczeniu zera musi byé
kwadratowy. Dla dowodu twierdzenia 2.1 potrzebne sg takze ograniczenia wzrostu funkcji
G w nieskonczonosci. Méwia o tym zalozenia (G5) i (Gg), z ktorych wynika, ze funkcja
G jest z dwoch stron ograniczona potegami o wyktadnikach odpowiednio bliskich sobie,
przy czym, im wigksze n tym sa one blizsze. Mozna zauwazy¢, ze zalozenia (G1)—(G7) sa
silniejsze niz podane w [19] czy [20] jednak takze uzyskana tu teza jest nieco silniejsza.

Oczywistym przyktadem funkcji G spetiajacej zalozenia (G1)—(G7) jest | - |2. Niestety

ze wzgledu na (G3) nie mozna za G wziac | - |¢

dla o > 2. Mozna jednak rozwazaé¢ funkcje
taczace wzrost kwadratowy dla malych argumentow i wyzsze potegi dla duzych argumen-
tow, czyli np. G(€) = colé|? + 3 ¢i]&|™, gdzie wyktadniki o; nalezy wybraé uwzgledniajac

przede wszystkim (G5) 1 (Gg) (a wiec ich wzajemne réznice sa ograniczone w zaleznosci od

wymiaru przestrzeni, tj. maxa; < 2°(28% — 1) + 2).

2.1. Sformutowanie twierdzenia

Ponizej sformultujemy twierdzenie o regularnosci stabych rozwiazan réwnania (2.1). Zo-
stanie udowodnione przy zalozeniach ogélniejszych, niz te wymagane do rozwazania réw-
nania typu Allena-Cahna, przez co mozliwe do zastosowania takze w innych problemach
z ogbdlnym operatorem eliptycznym.

Przypomnijmy, ze rozwazane rownanie na dziedzinie {2 ma postac
—div(VG(Vu(z))) + Fu(z,u(z)) =0, gdzie x € Q. (2.1)

Zaktadamy, ze F': {) x R — R spelnia:
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(A1) F jest rozniczkowalna w sposob ciagly i jej pochodna czastkowa F;, moze by¢ zapisana
jako suma F, = F + F, gdzie:

(Ag) F jest ciagta i |F(x,u)| < Q dla wszystkich z € Q, u € R,

(A3) F ma ciagle i ograniczone pochodne czastkowe: |y, (z,u)| < Q, [Fu(z,u)| < Q dla

wszystkich z € Q, u € R.

Twierdzenie 2.1. Niech funkcja G spetnia zatozenia (Gi)-(G7), zas F' spetnia (A1)-(As).
Dla kazdej kuli Br CC Q @ dla kazdego stabego rozwigzania v € VV;S(Q) problemu (2.1),
istniejq state dodatnie C i C’, dla ktorych

/ |D?v|?de < C / 1+ G(Dv)dz, (2.2)
Br Br
esssup |Dv|? < C / 1+ G(Dv) dx. (2.3)
Bgr
2 Br

Powyzsze nieréwnosci oznaczaja, ze stabe rozwigzania sa klasy odpowiednio W/li’f(Q)
i Wlifo(Q), przy czym jako stabe rozwiazania bedziemy rozumieli funkcje v € I/Vllof(Q)
spelniajace réwnanie
n

| 3G (Do) Dig(@) + Fula, 0)p(a) d =0 (24)

BT‘ i=1

dla kazdej kuli B, CC Q i kazdego ¢ € W) (B,).

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze cala teza twierdzenia jest sformutowana lokalnie na
kulach a wiec dziedzina 2 nie odgrywa tu wiekszej roli. Dodatkowo rozwazamy tylko stabe
rozwiazania wiec problem (2.1) nie wymaga uzupelnienia o warunki brzegowe.

Dowdéd powyzszego twierdzenia bedzie trescia kolejnych podrozdzialéw. Jest on podzie-

lony na nastepujace etapy:

e przeksztalcenie rownania (2.4) przy uzyciu specjalnie zdefiniowanej funkcji ¢ co pozwala
na wprowadzenie tam ilorazéow réznicowych,

e szacowanie odpowiednich ilorazéw réznicowych w celu wykazania istnienia drugiej po-
chodnej i jednoczesnie dowdd pierwszej nieréwnosci z tezy twierdzenia,

e skorzystanie z uzyskanej nieréwnosci oraz odpowiednich nieré6wnosci Sobolewa w celu
stworzenia nieréwnosci taczacych rézne normy Lebesgue’a |Dv,

e uzyskanie wspolnego szacowania dla calego ciggu norm Lebesgue’a i dzieki temu wyka-

zanie istnienia esssup |Dv| wraz z druga nieréwnoscia z tezy twierdzenia.

W dowodzie obowiazywaé beda nastepujace konwencje i oznaczenia:
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e litera ¢ bedzie oznaczana stata dodatnia, dla ktorej dane réwnanie badZ nier6wnosé

jest prawdziwa, zalezna od innych wielkos$ci wystepujacych we wczesniejszych rachun-
kach lub zatozeniach. W szczegélnosci, wartoéci ¢ moga by¢ rézne w réznych miejscach
dowodu, a nawet w poszczegdlnych miejscach ciagdéw réwnan lub nieréwnosci. Dla przej-

rzystosci zalezno$é ¢ od innych wielkosci nie bedzie kazdorazowo wyjasniana.

e B, bedzie oznaczaé kule otwarta o promieniu r. Od tego momentu, wszystkie kule beda

wspolsrodkowe, zmieniaé sie bedzie jedynie ich promien.

e 2hg < dist(Bgr,0R), |h| < ho,
o \ = Du(z + they),
o & =tDu(z + hes) + (1 — t)Dv(x),

e 1 € C2(Q) bedzie oznaczaé¢ funkcje o wartosciach w [0, 1], dla ktorej suppn C Br i n

ma staly warto$¢ 1 na B, oraz |Dn| < ﬁ? |D?n] < ﬁ, 0<p<R,

e 1 € CY(R) bedzie oznaczaé¢ dowolnie ustalong funkcje nieparzysta i wypukla w prze-

dziale [0, 00), dla ktorej 0 < ¢/(t) < ¢y. Latwo zauwazy¢, ze

(@) < ¢ (D). (2.5)

2.2. Przeksztatcenie réwnania Eulera

W réwnaniu (2.4) podstawimy ¢ = A_p (7?1 (Agv)). Wezmy 3 = 2*($ — 1) + 2. Latwo

sprawdzié, ze dla a < n mamy 8 < a*. Mozna wiec skorzysta¢ z lematow 1.3 i 1.5. Na

mocy wlasnosci (A), (B), (C) z lematu 1.5 tak wybrane ¢ nalezy do Wol’G(BR).

Uzywajac wlasnosci (D), (E), (F) z lematu 1.5 i uwzgledniajac, ze suppn C Br mozna

przepisaé pierwszy skladnik rownania (2.4) jako

| X(Ge (Do) Diplards = [ 37 Ge(Do)AL Do Awe))) de =

Br =1 Br i=1
== / zn:Ah(G&(DU)) (Di(n2)¢(Ahv) + n2¢/(Ahv)Di(Ahv)) dx =
By =1
= /iAhGEi(DU)Di(n2)¢(Ahv) dw — /i:Ah(G&.(Dv))Ah(Div)n%’(Aw) dz.
B =1 By =1

Rownanie (2.4) mozna wiec przepisa¢ w postaci

i Ah(G&' (Dv)>Ah(DiU)772wl(Ah’U) dx =
By =1

=- / iAhG&(Dv)Di(nz)w(Ahv) dx + / Fy(z, 0)A_p(*Y(Apv)) dz.  (2.6)
By =1 Br
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Trzy catki wystepujace w rownaniu (2.6) oznaczymy kolejno przez Jy, Jo i J3. Podamy
teraz oszacowania na kazda z tych catek. Iloraz réznicowy wewnatrz J; moze byé zapisany

za pomocy, catki

AN(G,(Dv)) = (G, (Dol + hes)) — G (Do()) =

D‘M—‘

1 1
d n
/CT (tDv(z + hes) + (1 — t)Dv(z))dt = /ZG% & AR(Djv)dt.
0 0

To réwnanie pozwala przeksztatci¢ J; do postaci

1 n
Si= // (Z Gfiﬁj (gfz)Ah(DiU)Ah(Djv)) HQwI(AhU) dt dzx.
Br 0O

2,j=1

Na mocy zalozenia (G7)

1
G(&,) 2.2
I zyBéo/ e DO (M) dt da.

W calce Jp wyrazenie Ap(Ge, (Dv)) takze zostanie przeksztalcone, ale tym razem przy

uzyciu A}, zamiast &

1 1
d 0
O 0
o)

gdzie 57— oznacza rozniczkowanie po s-tej zmiennej argumentu )\Z. Podstawiajac do Ja i

(AE)at

catkujac przez czesci

1 n
B //ZG&(/\Z)DS (Di(?72)w(Ahv)) dt dz =
B

=1

r 0
= =2 [ [tDGON), D)) (Aro) de -
- / /<DG(/\§L),Di(n2)>zp’(Ahv)Ah(st) dt dz.

Te dwie calki beda dalej oznaczone jako Jo1 i Ja 2. Z definicji n wynika, ze |D;(n?)| < 72

oraz |D;D;j(n?)| < (R Tz L zalozenia (G4) 1 nieréwnosci (2.5) wynika, ze

’JQ 1’ 2¢(A]{U)‘Ahv‘dtd.®

)
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. . . . ’ . . . , - . 2
Ponownie korzystajac z zalozenia (Gy4), whasnosci 1 i nieréwnosci |2ab| < va? + b;

t
ozl < / / L2 Dl ()| A (Do) e <

3 2 3
// ( |)\t|2 (A V)| Ap(Dsv)| ) <(Rlip)2G(>\Z)¢/(Ahv)> dt dx <

p° /
// WP ) 20! () | (D) dt das + V(R_p)QBé O/G(Ag)wmhv) dt dz.

Teraz oszacujemy Js. Stosujac (Aj) i lemat 1.5 (E) otrzymujemy
|J5| = /F z,0)A_p (P (Apv)) do — /AhF z,0)n*p(Apv) dz| <

< / [P, 0)|A 4 (P (Ag0))] di + / A0F G 0) (Do) do = Ty + Ja.
Z (A2) i lematu 1.6

Ba<Q [ 18wl <q [
Br

Bry|n|

T 2p(Ap0))] da.

Jako ze suppn C Bpg, wigc kul¢ Br, | mozna zastapi¢ kula Bg. Po zastosowaniu lematu

1.5 (D) mamy

Js1 <Q [ 20Danllv(Bn0)] + 7 (M) | An(Dv)] do
Br

Do oszacowania drugiego sktadnika zastosowana bedzie nieréwnosé ab < Ta? + %bQ
1
Js1<@Q / 2n|Dsn||[v(Apv)|dz + 7 / 77y (Apv)|An(Dv) [Pda + o / Y (Apv) do

Szacujac Js o skorzystamy z (Az)

1

d -

J32 = / Y(Apv)— /d— T + thes,v + thApv) dt| dz <

Br 0

1

< /In%(Ahv)l (B2, + [B]|Ano]) dtde <
Bgr 0
<Q [P (Bl awe|(1 + A da
Podsumowujac:

9 <@ [ 20iDanllpm)lde + [ 0Bl (Do) Pt
Bgr

o [P e+ Q [ Pu a1 +[Aw) de
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Z réwnania (2.6) wynika, ze J; = Jo + J3. Porzadkujac odpowiednio powyzsze szaco-

wania otrzymujemy

2v // |§t|2 L2 () (Do) 2 dt d — v // WI2 & (D) | A (Dyv)|? dt da—
_r / 20 (Ap) | Ap (Do) [2dz <
Br

<Q [ 20Dl dz+Q [ 0! (o) Anol(1+ [ Ape]) do+
1
1 2,0 p2 N

*m}—me//CT(A |)

Oczywiscie |Ap(Dsv)|? < |Ap(Dv)|?, wige lewa strona nieréwnosci (2.7) jest ograniczo-

"(Apv)dt da. (2.7)

na z dotu przez

LG /
//< \§h|2 - \A;ﬁ _T> Y (An0)|Ap(Dv)|? dt da.

2.3. Wspdlne ograniczenie ilorazéw réznicowych

Kolejnym krokiem dowodu bedzie wykazanie, ze prawa strona (2.7) jest ograniczona
przez wielkosci niezalezne od h. Latwo uzyskaé takie szacowania dla pierwszych czterech

sktadnikéw. Istotnie, stosujac lemat 1.6 oraz wtasnosci ¢ i 7, otrzymujemy:

Q / 2 Danll (Aol do < FEL [ Dol

BRJrhO

Q/nzz//(Ahv)\Athl—i—\Ahv|)d:c< @ / \Dyv| + | Dyol? d,

BRh

= [ Py @wde < % |Ba)

47
Br

1
p2 ty, ./ p CW
,/(R_/))2B/O/G(>‘h)¢ (Apv)dt da < / G(Dv)d

BR+h0

1
gdyz jak latwo wida¢ z definicji A} wynika, ze [ [G(A\})dtdz < [ G(Dv)dz.

Br 0 Bring
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Uzyskanie ograniczenia gornego ostatniego sktadnika prawej strony (2.7) wymaga wiecej
pracy. Niech G}, oznacza ciag funkcji takich, ze Gy (r) = G(r) dla |z| < ki Gi(z) = co|x|?
dla |z| > k. Ciag ten jest niemalejacy i punktowo ograniczony z gory przez G. Dodatkowo

niech y 4 oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A. Wéwcezas

G
// ‘ )| Ayold di = //X{‘A ey ‘E\t’>|Ahvldtdx+

G(AL) col Aj I
—Fz;//)({)\ l€liit1]} e |At’ |Ah1}’dtd.%'+//)({|>\t|>k} ’/\zh‘ ’Ahv‘dtdlt.
"= Bgr

G[g\)t\%) <M (dla M = sup G(§)) iz lematu 1.10 |Apv| <
h

l§1=1

Dla |AL| < 1 zachodzi nierownosé

1. Wobec tego

1
G(\)
//X{Az|<1}M‘IAhv!dtdw < M|Bpihol-
Br 0 h

Analogicznie dla |A}| € [i,7 4 1] korzystajac z Lematu 1.10

1 1
G GO
//X{Xible[i,i—f—l]}|/\,’5jL|Ahv’dtdx < / /X{\A’;Lle[i,z‘—l—l]} Z.h (i + L)dt de <
Bgr 0 Bryn 0

<2 / /X{‘)\me[m_’_”}G(AZ)dt dx.

Bring 0
Sumujac powyzsze nier6wnosci po ¢ mamy
G()\t)
Z//X{M €lii+1]} e | |Apv|dt dr < 2 / G(Dv)dx.
i= 1BR 0 BR+2h0

Korzystajac z lematu 1.6 oraz nieréwnosci ab < %(a2 +b?)

1
//X{IA;|>k}|/\ZHAhv!dtdx <

Br 0

1 1
1 1
< 5//X{Mm)k}yxgﬁdtdx+§//X{M%}\Ahm?dtdam / |Dv|?dz.
BR 0 BR 0

BR+hy

Rezultatem powyzszych przeksztalceni jest

// ]Ah |dt dz < M|Bpin,| + 2 / G(Dv)dx + / | Dv|?dz.

Br 0 Br+2n, BR+hg
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7 twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej, powyzszej nieréwnoéci i definicji G mamy

//

"(Apv)dtdz < ey /

)\ ) Ahv|dtdl' <

= Cy lim

<o | M|Brang| +2 / G(Dv)dx + / |\ Dolda
BRr2hg BRrng

Ostatecznie mamy szacowanie prawej strony (2.7) przez wielkosci niezalezne od h:

; ¢
//7721//(Ahv) <21/G(§h) - I/G(X;L) - 7') |Ay (Do) dt dx <
Bg 0

1515 AP

CW Q

< Dy dz + cpQ / \Dyo| + | Dyo|? dart
p

BRih BR+th

Cy)y! C
—|—4¢T|BR|—|—p7w / G(Dv) du+

(R
BRr+hy
g | M|Brang| +2 / G(Dv)da + / \Dvl2dz | (2.8)
BRr+2n BRr+hg

2.4. Dowdd nieréwnosci (2.2)

Teraz nalezy wykazaé, ze jeSli T jest dostatecznie mate, to z dowolnego ciagu h — 0

mozna wybraé podciag taki, ze

G)\t
2u ’éj’;)— |/\(t‘2)—7>1/co—7>0 p-w.

Poniewaz £ — Dv i A}, — Dv w L? przy h — 0, wiec (po przejiciu do podciagu) & i A}

sa roéwniez zbiezne punktowo p.w. Wobec tego

GE) G0 aw)
e Ve T Y Dop

—T7>2veg—T1 > 0.

W tym kroku dowolne 1 bedzie wybrane konkretnie jako ¥ (t) = t. Dodatkowo lewa
strone nieréwnosci (2.8) oszacujemy zstepujac kule Br mniejsza kula B,. W tej mniejszej
kuli 7 jest stale réwna 1. Uwzgledniajac powyzsze:

t
//17 P (Apv <2V |€<§”§) - ?}Eé\’g) —7'> |Ap(Dv)|?dt dz >

G A
// ( ’ft‘2 o |/\<%L‘g) _7'> |Ah(Dv)|2dtd:p > (vep—7) /Bp |Ah(DU)|2d$,
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Mamy zatem [ |Ap(Dv)|?dz < ¢, gdzie stala ta pochodzi z nieréwnosci (2.8), wiec nie
zalezy od h. Na ﬁlpocy lematu 1.8 dla p = 2 istnieje staba pochodna czastkowa drugiego
rzedui [ |Ds(Dv)|?dz < ¢ dla tej samej wartosci c.

Poniif;vaz ho byto wybrane dowolnie male, wiec kule Bryp, i Brion, mozna zastapic
w gornych ograniczeniach z prawej strony nieréwnosci (2.8) kula Br. Dodatkowo z zatozenia
(G3), mamy |Dsv| < 1+ G(Dv)/co i |Dsv|* < G(Dv)/co, wiec mozna caly prawg strone

(2.8) oszacowac z gory przez

Cy)y! Cor
]%w_cgp ’st|dx+cle / |D8U‘+‘stl2dx+ﬁ|BR|+
BRihg BRrihg
2
_ ey / G(Dv)d
For—pp ) CPd

BR+h

+ ey | M|BRing| + 2 / G(Dv)dx + / | Dv|?dx <c/1+G(Dv)dx.
Br

BRr+t2n BR+h

Ostatecznie otrzymujemy

/|D5(Dv)\2dx < c/ 1+ G(Dv) da,
B, Br

co koriczy dowod nieréwnosei (2.2).
2.5. Dowdd nieréwnosci (2.3)

Jako punkt wyjscia do dowodu nieréwnosci (2.3) postuzy dolne oszacowanie nieréwnosci

(2.7). Stosujac do niej ograniczenia na n, Dn i ¢’ oraz nieréwnosé¢ (2.5) otrzymujemy

1 t t
/ / <2yG(5h) _ G0 T> P (Ap) | Ap(Do) | dt dz <
Bg 0

v
1517 AR

/ t

<c//<1 42| Apu] + | Aol + GAL) + CT(Q]L)\AWI) (Ao do <
Br O h
G(\})

1
gc//1+ <|Ahv AR+ GO +

Br 0

o ]A;ﬂ)\) W (Apv)dt dz.
h

Z lematu 1.7 wiadomo, ze Ayv zbiega do Dgv oraz Ay, (Dv) do Ds(Dv) w L?. Dodatkowo
zauwazmy, ze na mocy definicji A} i & sa réwne Dv z przesunietym argumentem. Wobec

tego wszelkie funkcje zalezne od A}, i & (jako translacje w argumencie ) zbiegaja w L'

G(€&) G(Dv)
e~ TDoP

do odpowiednich funkcji zaleznych od Dv (np. w L'). Stad wynika, ze

w powyzszej nieréwnosci mozna przej$¢ do granicy z h — 0.
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Dodatkowo korzystajac z zatozenia (Gg), podobnie jak w dowodzie nier6wnosci (2.2),
otrzymujemy
D
/ 2 (Do) (VG(‘ o) _ T> Dy(Dv)[2dz < ¢ / 1+ G(DV (Dyv)dz.  (2.9)

| Dol?
Br Br

Rowniez z (G3) otrzymujemy natychmiast

VG(DU) S G(Dv) (1/ 7'>'

Do "7 Do " g

Wobec tego, jesli T jest dostatecznie male, to po zmianie stalej ¢, nier6wnosé (2.9) mozna

przepisa¢ jako

/ anp’(st)G’(l‘fZ IZD |Ds(Dv)|da < ¢ / 1+ G(Dv)y'(Dsv) da. (2.10)
Br Bgr

Nastepnym krokiem bedzie udowodnienie, ze powyzsza nieréwnos¢ pozostaje prawdziwa
po opuszczeniu zalozenia o ograniczono$ci 1. Niech 15 spelnia wszystkie zalozenia wczesniej
ustalone dla 1), ale niech jego pochodna 1;’ jest nieograniczona. Dla takiego J definiujemy
ciag Uy nastepujaco: Yr(t) = ¥(t) dla |t] < ki P,(t) = (k) dla |t| > k. Kazde ¢}, ma
ograniczona pochodna, wiec nieréwnosé (2.10) zachodzi dla {Ek 7 twierdzenia o zbieznosci
monotonicznej, nieréwnosé (2.10) jest prawdziwa takze dla J

Wobec powyzszego w dalszych rozwazaniach 1)’ moze by¢ nieograniczone. Korzystajac

z faktu, ze 1’ jest parzysta nierownosé (2.10) mozna przepisac jako

/n2¢’(|DSv|)C|TYI()€?|D8(Dv)|2dx < c/1+G(Dv)1//(\st|)d:c. (2.11)

Br Br

Zdefiniujmy funkcje ®: (0, 00) — R wzorem

O(t)=1+co / V' (r) -T2 dr, (2.12)
0

gdzie cp > 0. Wprost z definicji i nieréwnosci (a + b)? < 2a? + 2b% wynika, ze

|D(n@(|Dsv)))* < 2|Dn|*(@(|Dsvl))? + 20°cg v’ (| Dsv])| Dsv|* [ D(Dsw) . (2.13)

G(Dv)
[Dol?

Latwo zauwazy¢, ze z (G5) mamy |Dsv|*2 < ¢ . Znéw wychodzac od nieréwnosci

(a + b)? < 2a? + 2b? dostajemy takze

2
(®(D.0]))? < (14 con//(1Deol) - |Df [ Duol ) <

<2+ 2¢30' (| Dsv])|Dsv|® < 2+ 2¢4)/ (| Dsv|)G(Dw). (2.14)
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Stosujac tacznie nieréwnosci (2.11), (2.13) i (2.14) otrzymujemy

[ Ipt (Do) <
Br

G(Dv)

DoP |D(Dv)|2dzx <

< / Do (@(|1Duv])?dz +2 / PV (D) TS
<2/2+20¢'(|st|)G(Du)dx+c/1+G(Dv)¢'(|psvy)dx:

— / 1+ G(Dv)o'(| Dyv|)dz
Br
Z nieréwnosci Sobolewa i definicji  wynika, ze:

2

2%

J@paF | <c [ IDue(Dw)) s,
Br

P

co razem z wczesniejsza nieréwnodcia daje

W
*"\’

J@pawnda| < [ D@Dl <
Br

BP
<ec /(1 + (Do) (|Dsv))) da. (2.15)

Br

Niech v > 0, cg = v+ § i niech 9(t) = 27+1t27+1 dla t > 0. Stad ¥/(t) = t*7. Wowczas

t
pO =1 (7 " g) /Tw%fldT =1+772,
0

Stad wynika, ze

|Dsvl 2*
(@(Dso]))” > 1+ | (7 +73) / 5l | =14 [Dy|? 09
0
Stosujac definicje ¢ oraz powyzsza nier6wnosé do (2.15) otrzymujemy

2
oF

/1+|st]2*(7+%)dq: <c/ 1 + G(Dv)| Dyv[? da.

P Br

Wobec tego

N
*

/1+ D2 0+ dz < ¢ /1+G(Dv)|DSv|27dx

B, R
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Biorac powyzsza nieréwnosé dla wszystkich s = 1,2, ..., n, sumujac stronami a nastepnie

korzystajac z nieréwnosci Y v, af < (™, a;)P otrzymujemy

/n+Z|D o> 0tz dx<cz /l—i—GDU)\D vV dz <
B, s=1

n

<c /n—i—G(Dv)Z\DSv]Qde . (2.16)

s=1
R
Zauwazmy, ze dla wszystkich nieujemnych i niemalejacych funkcji hy i hy zachodzi
nier6wnoscé

nZhl al h2 az Zhl al) . Zh2(ai)-
i=1 i=1

=1
Bedzie ona zastosowana do lewej strony (2.16) razem z zatozeniem (Gg). Niech A; oznacza

zbior {x : |Dv(z)| > 1}. Szacowanie lewej strony (2.16) wykonamy osobno dla calki po
B, N A oraz B, \ Ay. Dla pierwszego z tych zbioréow mamy

n n
/ n + Z |Dgv|? 0T 2)dg = / n+ Z |Dgv|? (2702 | D2 020 >
BpﬁAl s=1 BpﬂAl s=1

> / ne (Z . 2*(31”2> (Z \DSUP*(”“”) du >
n
B F‘IA1 s=1 s=1
>c / 1+ G(Dv) (Z\D > OFD- )dac.
s=0

ﬂAl

Pamietajac, ze M = sup G(§), v > 01 2* > 2 tatwo wida¢, ze dla || < 1 zachodza
l€|=1

nieréwnosci
Z &0 < el
Wobec tego
i a 1 n
/ 7’L—|-Z:1|st|2 0+2)dz > / ndaz>§ / 7”L+MMdZL‘>
Bp\Al 5= BP\Al BP\Al
1 “(
>3 / n+ GDU <Z|D kAR ) .
Bp\A1

W rezultacie prawdziwa jest takze nieréwnosé

n

B, B, 5=0

Nier6wnosé (2.16) przyjmuje teraz postaé

/1 + G(Dv) <Z |Dyv|? 0= ) dz <c / 1+G(Dv) (Z |DS’U|2’Y> dr. (2.17)
Br s=1

s=0
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Aby wykazaé, ze |Dv| € L stworzymy ciag calek z rosnacych poteg |Dsv|. Ciag
ten powstanie w oparciu o nieréwnos¢ (2.17). Wprowadzmy oznaczenia: v9 = 0, i1 =
%(’sz +1)—1oraz R; = g + 21.%. Wprost z tej definicji wynika, ze v; = (%)Z —1,v — o0

oraz R, — % Podstawiajac w (2.17) 7; zamiast 7, R; zamiast R oraz R; 1 zamiast p mamy

2
%
n

/ 1+ G(Dv) (Z ]st|2“’i+1> dx <c

s=0
BRi+1 Bg,

n

1+ G(Dv) (Z st|2%'> dzr. (2.18)

s=1

Zauwazmy, ze w (2.18) calki wyzszych poteg |Dsv| sa szacowane z gory przez caltki
mniejszych poteg. Niech teraz

E; = 1+ G(Dv) (Z \st]%) dx
s=1

R;

Zauwazmy w szczegolnosci, ze Ey = [ 14 G(Dv)dxz. Wprost z definicji 7; wynika, ze
Br

= % Na mocy (2.18) prawdziwe jest szacowanie

1 i _1
Ei1 <cnittE; < H citt | Ep.
j=0

Bezposredni rachunek pokazuje, ze

L T X/ 9\7 1
lim H it =exp lncz (2*> =c'77 .
-0 =0

Yir1+1
Yi+1

1—00 7
j=

Wobec tego

1 1

S / 14+ G(Dv)dz > lim Ejyy.
1—00
Bgr

Pamietajac, ze Bk C Bpg,,, oraz korzystajac z (G3) i lematu 1.9
2

i+1

1
Yit1+l
n
i =T 2941
lim E;1; = lim / 1+ G(Dv) (Z | Dgv|“7i+ ) dx >
71— 00 1—00 1
BR¢+1 =
1
" Yit1+l
> lim | ¢ (]Dv|2 Z ]DSU\QA”“) dx >
1—00
Br s=1
2
1
Yi41+1
n
> lim | ¢ / (Z |DSU|27¢+1+2> dx = esssup | Dv|%
TN B, \s=t Bg
2

Podsumowujac te szacowania mamy

00 > c/ 1+ G(Dv)dx = cEy > lim E; 1 = esssup|Dvl|?,
2 1—00 Br
R 2

co dowodzi, ze |Dv| € L* i jednoczesnie koriczy dowod nieréwnosei (2.3).
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Rozwigzania heterokliniczne problemu

Allena-Cahna

W tym rozdziale sformulowane i udowodnione zostanie twierdzenie o istnieniu roz-
wigzan heteroklinicznych problemu typu Allena-Cahna. Ze wzgledu na charakter tych
rozwigzan warto wyszczegélni¢ jedna ze zmiennych, wzgledem ktoérej te rozwiazania be-
da heterokliniczne. Bedziemy wiec uzywali zapisu (z,y) € R x R*7! zamiast z € R",
przy czym oczywiscie nie jest konieczne, aby x byl pierwsza ze zmiennych. W pozostalych
wspolrzednych y poszukiwane rozwiazania maja by¢ 1-okresowe. Po takim podstawieniu

rOwnanie bedzie postaci
—le(VG(V’LL(l’, y))) + Fu(xv Y, ’LL(SL’, y)) =0, (AC)

gdzieu : R® — R, (z,y) € RxR" 1. Niech F € C?(R"*! R) spelia zalozenia standardowe

dla probleméw typu Allena Cahna:
(F1) F jest 1-okresowa w x i wszystkich wspotrzednych y,
(Fy) F(z,y,0) = F(x,y,1) =0dla (z,y) € R",

( F(z,y,s) >0dla (z,y) e R"is e (0,1),
( F

(z,y,s) > 0dla (v,y,s) € R,

5

)
)
)
Fy)
Najprostszym przykladem jest funkcja F' niezalezna od x i y jak na przyktad F(x,y,s) =
s2(1 — 5)? lub sin?(7s). Oczywiscie F' moze tez zaleze¢ od z i y, np. F(x,vy,s) = u?(u —
1)2(u? + sin 27x + sin 27y + 3).

W tym rozdziale pozostana w mocy wszystkie wczesniejsze zatozenia na funkcje G,
czyli (G1)-(G7). Dodatkowo bedziemy zaktada¢ warunek Vs. Dzigki temu przestrzen WH¢
bedzie refleksywna.

Z zalozen (F1) - (Fy) bezposrednio wynika, ze rownanie (AC) posiada dwa trywialne

rozwiazania state réwne 0 lub 1. Celem bedzie wykazanie istnienia rozwiazan heteroklinicz-
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nych w zmiennej z (tzn. zbieznych do 0 przy © — —oo i do 1 przy @ — 00) i okresowych
w zmiennych y. Istotnym utrudnieniem w rozwigzywaniu tego problemu metodami waria-
cyjnymi jest fakt, ze naturalng dziedzing takich rozwiazan jest R™. Wobec czego nie sa to
funkcje catkowalne na swojej dziedzinie. Aby uzyé¢ metod wariacyjnych bedziemy korzy-
sta¢ z odpowiednio skonstruowanej przestrzeni. Nie bedzie to opisana wcze$niej przestrzen
Orlicza-Sobolewa, ale jej podprzestrzen.

Niech F; oznacza podprzestrzen WIIC;S (R™) zawierajaca funkcje u, ktore sa 1-okresowe
we wszystkich wspolrzednych y i spelniajace warunek ||VUHLG(RX[071]n—1) < 0o. W prze-

strzeni F4 mozna wprowadzi¢ norme dana wzorem

ullg, = ”uHLQ([O,l]") + HVUHLG(Rx[o,l]n—l)' (3.1)

Metryka indukowana przez norme || - ||g, jest rownowazna w Ej metryce przestrze-
ni WllC;S’(R”), ponadto F; jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Wllog(R”) 7 tego

powodu F; jest refleksywna przestrzenia Banacha. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

e dla kazdego catkowitego k i dla kazdej funkcji v : R x R"™! — R definiujemy

TkU(CC, y) = U([L‘ - ka y)7 (32)
e rozwigzan heteroklinicznych bedziemy szukaé w zbiorze

F'={ueE:71u>upw.A klim T yu=0A lim 7 u=1w L.}  (3.3)

——00 k—+o0

Zauwazmy, ze jesli u € T', to 0 < v < 1 p.w. Warunki definiujace zbiér I' zawieraja

2

granice w Lj

zamiast klasycznych granic definiujacych heteroklinicznosé, gdyz w tym
momencie nie mozemy jeszcze stwierdzié¢, ze elementy I' w ogdle posiadaja granice w
klasycznym sensie.

e Operator L jest dany wzorem L(u) = G(Vu)+ F(z,y, u) zas funkcjonal I: E; — [0, 00]

jest zdefiniowany wzorem:
I(u) = / dy/L(u) dx. (3.4)
[071]71—1 R

e Infimum funkcjonatu I na zbiorze I' bedzie oznaczone jako

cr = 11161% I(u).

Wykazemy, ze funkcjonal I osiagga na zbiorze I' minimum, ktore jest klasycznym roz-

wigzaniem problemu (AC).
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Twierdzenie 3.1. Istnieje funkcjav € T bedgca klasycznym heteroklinicznym rozwigzaniem

(AC), dla ktorej I(v) = cp, Tm1u < u oraz 0 < v < 1.

Nalezy zwroci¢é uwage, ze z zalozen (F})-(Fy) bezposrednio nie wynikaja zalozenia
(A1)-(As). Jednak poszukujac rozwiazan heteroklinicznych, czyli zawartych w I' ograni-
czamy ich zbior wartosci do przedziatu [0, 1]. Zalozenia (F1)-(Fy) sprawiaja, ze funkcja
F obcieta do zbioru R™ x [0, 1] jest ograniczona i ma ograniczone pochodne. Wobec tego

spelione sg takze (A;1)-(As) i twierdzenie 2.1 bedzie mogto byé¢ zastosowane.

3.1. Rozwigzanie problemu wariacyjnego

Zauwazmy, ze zaréowno zbior I' jak i funkcjonal I sg niezmiennicze ze wzgledu na 7
w nastepujacym sensie: u € I' & mpu € I' oraz I(u) = I(1u). Oznacza to wiec, ze jesli u
jest nietrywialnym minimum I, to nie jest ono jedyne, gdyz kazde 1 u takze minimalizuje 1.
Oczywiscie I(v) > 0 dla wszystkich v € I wiec cp > 0. Niech {u;} C I' oznacza ciag
minimalizujacy I. Ciag wartosci I(u;) jest zbiezny do cr, a wiec jest ograniczony, tzn.
I(uj) < M dla wszystkich j. Stad wynika, ze ciag {u;} jest ograniczony w normie | - ||g,,

gdyz

/ dy/G(Vuj)dx < / dy/G(Vuj) + F(z,y,uj)de = I(u;) < M
[0,1]n—1 R [0,1]7—1 R

oraz f[0,1]” |uj| dx dy jest ograniczony przez 1, jako ze u; € I'.

Powyzej wida¢ dlaczego wazne jest powiagzanie przestrzeni WHC z postacia funkcjonatu.
W tym szacowaniu nie byloby mozliwe zastosowanie wspomnianych we wstepie wynikow z
artykutu [20].

Poniewaz I jest niezmiennicze ze wzgledu na 73, wiec bez straty ogélnosci mozna zato-

zy¢, ze ciag u; zostal tak wybrany, aby

dlak<0.  (3.5)

DN | =

1
/ ujdxdy > ok oraz / dy / ujdr <
[0,1]"=1 [0,1] [0,1]7=1  [k—1,k]

Rzeczywiscie, uj mozna zastapi¢ przez 7_x;u; gdzie k; jest najmniejszym takim k, ze
1
dy / ujdr > 3
[Ovl}n_l [k_17k]
Takie k; istnieje gdyz wprost z definicji I' wynika, ze

/ dy / ujdr — 0 dla k; — —oo oraz / dy / ujdr — 1 dla kj — +o0.
(0,1t [k—1,k] 0,171  [k—1,k]
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Taka modyfikacja ciagu minimalizujacego bedzie potrzebna w Lemacie 3.2.

Przestrzen E jest refleksywna, wiec istnieje v € Ey oraz podciag {u;} (oznaczany wciaz
jako {u;}) stabo zbiezny do v w Ei. Z tego podciagu mozna réwniez wybraé¢ podciag silnie
zbiezny L? . i punktowo prawie wszedzie.

Wykazemy teraz, ze I(v) < M. Istotnie, dla kazdego j,n: [ 1n—1 dy S L(uj) de < M.
Zbioér po ktorym catkujemy jest teraz ograniczony, wiec ze stabej poétciaglosci z dotu tego
funkcjonatu mamy f[o,l]"—l dy [", L(v)dx < M dla wszystkich n . Biorac n — oo mozna
stwierdzi¢, ze [ yjn-1 dy Jp L(v) dz < M.

W ponizszym lemacie bedzie potrzebna rownowazna postaé¢ funkcjonatu I. Niech:

ax(u) = / dy / L(u)dz i I(u):Zak(u).
0,171 [kk+1] keZ

Lemat 3.2. Powyzej zdefiniowana funkcja v nalezy do T'.

Dowéd: Dla wszystkich j, 7_iu; > u; p.w. oraz u; — v p.w. wiec 7_1v > v p.W.
Nalezy wykazaé, ze 7_pv — 1 w L? przy k — +o00. Ciag 7_jv jest ograniczony w Wllcf (R x
[0,1]"71), poniewaz I(7_gv) = I(v) < M. Istnieje v* takie, ze 7_gv — v* stabow Wllo’g'(]Rx
[0,1]"71), silnie w L2, oraz v* € WG ([0, 1]™). Mamy rowniez ay(v) = ao(T_pv) — ag(v*),
gdyz I(v) jest skoriczone. Wobec tego ay(v) — 0. Z definicji ag otrzymujemy v* = const
oraz f[(),l]n F(z,y,v*)dzdy = 0. To oznacza, ze v* = 0 lub v* = 1. Z réwnania (3.5) wynika,

*

ze vt = 1.

Analogicznie dowodzi sie, ze 7_zv — 0 w L2 przy k — —oo. ]

Teraz mozna pokazaé, ze I(v) = cp. Oczywiscie I(v) > cp. Dla ustalonego € > 0 oraz

dostatecznie duzych j
n
Zak(uj) < I(uj) < cr + € dla wszystkich n.
—-n

Jesli j — oo, to

n
Z ar(v) < cr +e  dla wszystkich n.
—n

Jesli n — oo, to I(v) < cr + € dla wszystkich € > 0 wiec I(v) = cp.

Pozostaje wykaza¢, ze v jest stabym rozwiazaniem réownania (AC), a w konsekwen-
cji na mocy odpowiednich twierdzen o regularnosci, bedzie wykazane, ze v jest réwniez
klasycznym rozwigzaniem. Dodatkowo wykazemy, ze 0 < v < 1.

Aby to osiggnaé, problem bedzie analizowany lokalnie. Ponizej oraz w calym kolejnym

podrozdziale 3.2 rozréznienie x i y nie bedzie konieczne, wiec dla skrocenia zapisu bedzie
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stosowane skrocone oznaczenie z = (z,y). Kule o srodku z € R™ i promieniu r oznaczymy

jako By (z).

Definicja 3.3. Dia kaidego r < 1 iz € [0,1] x R"™! zdefiniujmy
Z(By(z),v) = {u eFEi:u=vna B%(z) - BT(z)}

oraz funkcjonat ®p (., : Z(By(2),v) — R

Op ()= [ Lwdudy.
By (2)

Latwo sprawdzi¢, ze Z(B,(z), v) jest domknietym i wypuklym podzbiorem FEj. Infimum
B, (2)0 na Z(B;(z),v) bedzie oznaczane symbolem c¢(B;(z),v). Zbiér miniméw funkcjo-

natu ® bedzie oznaczony jako
M(Br(z),v) ={w € Z(B;(2),v) : ®p,(z),0(w) = c(Br(2),v)}.

Ponizej zostanie wykazane, ze v nie tylko minimalizuje globalny funkcjonat I, ale takze

lokalne funkcjonalty ® czyli, ze v € M (B,(z),v).

Twierdzenie 3.4. Dia kazdego z € R x [0,1]""! i e € (0,3) funkcja v jest jednoznacznie

wyznaczonym minimum P, (), na Z(B(z),v).

Z twierdzenia 3.4 wynika, ze v jest stabym rozwiazaniem (AC) na kazdej kuli o odpo-
wiednio matym promieniu. Stad, v jest stabym rozwigzaniem globalnie.

Zaktadajac prawdziwos¢ twierdzenia 3.4 mozna zastosowaé twierdzenie 2.1, aby wyka-
zaé, ze stabe rozwiazanie v spelnia lokalnie warunek Lipschitza. W celu uzyskania wyzszej
regularnosci ponizej zostana zacytowane (w uproszczonej formie) twierdzenia 6.2 i 6.3 z

rozdzialu 4 z klasycznej monografii [16]. Sa to odpowiednio:
Twierdzenie 3.5. Niech u € WH™(Q) jest stabym rozwigzaniem réwnania
0
Z a—ai(az,u, Uy) + a(x,u,uzy) =0
;. Ot

gdzie a oraz a; sq rézniczkowalne oraz ograniczone (wraz z pochodnymi) na zbiorze wartosci
u i uy. Niech takze a; spetniajq warunek eliptycznosci. Wowczas u jest klasy C1(Q) N

W22(Q') przy dowolnie ustalonym €' C .

Twierdzenie 3.6. Niech u € W2%(Q) N C*Y(Q) jest stabym rozwigzaniem problemu z
poprzedniego twierdzenia. Niech rowniez funkcje a; spetniajg warunek eliptycznosci oraz

a; € CY8 q e 728 (1> 2). Wowezas u € CHP.
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Twierdzenia te gwarantuja wiec, ze elementy M (B, (z), v) bedace dzieki twierdzeniu 2.1
klasy W1 sg tak naprawde rozwiazaniami klasy C?. Twierdzenia moga by¢ tu stosowane
przy a; = G¢, oraz a = F,, poniewaz warunek eliptycznosci wynika z (G7).

Dowdéd twierdzenia 3.4 bedzie podzielony na szereg lematow i zostanie przeprowadzony

w nastepnym podrozdziale.

3.2. Whtasnosci funkcjonatu @ - dowéd Twierdzenia 3.4

W tym podrozdziale szukane beda minima @ () na zbiorze Z (B, (z),v), oznacza to w
konsekwencji rozwiazywanie rownania (AC) jako problemu brzegowego na kuli B, (z). Ba-
dane beda takze wtasnosci tych miniméw. Sformutowania i dowody lematow 3.7, 3.10, 3.11
sa zblizone do zaprezentowanych w [24]. Ze wzgledu na bardziej ogolna posta¢ rownania
(w szczegolnosci uzycie funkeji G i postawienie problemu w przestrzeni Orlicza-Sobolewa)
dowody nie moga by¢ jednak powtorzone dostownie. Lemat 3.8 takze jest inspirowany [24],

ale w tym przypadku dowdd jest istotnie inny.

Lemat 3.7. Dla kaidego r < § istnieje w € Z(B,(z),v) takie, ze P, (2)(w) = c(Br(2),v).

Dowéd: Postepowanie bedzie podobne do znajdowania minimum funkcjonatu I. Niech
{uj} C Z(Br(2),v) jest ciagiem minimalizujacym dla funkcjonatu ®p (.. Jest to ciag ogra-
niczony w przestrzeni refleksywnej WS (B 1 (z)), wiec posiada podciag stabo zbiezny do
pewnego w € Wl’G(B%(Z)). Zbior Z(B,(z),v) jest domkniety i wypukly w Wl’G(B%(z)),
wigc w € Z(B,(2),v). ®p, (. jest juz catka po zbiorze ograniczonym, wigc ®p () jest stabo

polciagly z dotu i @p (;)(w) = c(B,(2),v). O

Dzigki twierdzeniu 2.1 funkcja w oraz kazde inne minimum ® g, .y w zbiorze M (B, (2), v)

nalezy do VVi)COO tzn. spelnia lokalnie warunek Lipschitza.

Lemat 3.8. Zbior M(B,(z),v) jest uporzadkowany w nastepujgcym sensie: jesli o, ¢ €
M(B,(z),v) oraz p Z 1), to ¢ < ¥ albo ¢ > 1 w By(z).

Powyzszy lemat jest zblizony w tresci do Lematu 4.2 z [21], ktorym inspirowali sie row-
niez autorzy [24]. Dowdd lematu bedzie istotnie inny niz podobnych lematow z [21] czy [24],
gdyz zamiast tradycyjnej zasady maksimum wykorzystane bedzie ogélniejsze twierdzenie

bedace konsekwencja twierdzenia 2.5.3 z [23]:

Twierdzenie 3.9. Rozwazmy réwnanie divA(z,w, Du)+ B(x,u, Du) = 0 na zbiorze otwar-

tym, spdjnym i ograniczonym. Niech A(x,z,¢) jest klasy O, zas B jest ciggta i spetnia
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lokalnie warunek Lipschitza. Niech macierz D¢ A jest dodatnio okreslona zas w i v oznacza-
ja dwa rozwigzania tego réwnania klasy C° HW;O’Z, dla ktorych u < v. Wowczas albo u = v

albo uw < v w calej dziedzinte.

Teraz przejdziemy do dowodu lematu 3.8.

Dowdd: Niech y = max{p, 9} i £ = min{p,}. Latwo wida¢, ze

Pp,(2)(X) + PB,(2)(§) = Pp,(2) () + Pp,(2)(¥) = 2¢(Br(2),v),

wiec x 1 € naleza do M(B,(z),v). Oczywistym jest rowniez, ze x > . Jesli wiec ¢ # 1,
to x # & Oczywiscie x 1 &, jako stabe rozwiazania, na mocy twierdzenia 2.1 spelniaja
warunek Lipschitza. Z twierdzenia 3.9 wynika, ze albo x > £ albo x = £ w B,(z). Jesli
X > &, to nie istnieje takie zg € By(z), zeby ¢(z0) = ¥(z0). Zatem z ciagtosci ¢ < 1 lub

@ > w Bp(z). Jesli zag x = &, to tatwo zauwazy¢, ze ¢ = 1. O

Konsekwencja powyzszego lematu jest fakt, ze M (B,(z),v) zawiera element najmniej-
szy w sensie porzadku zdefiniowanego w lemacie. Istotnie, gdyby taki element nie istnial, to
mozna by wybraé¢ malejacy ciag w, € M (B,(z),v). Ciag taki jest ograniczony wiec mozna
w nim wybra¢ podciag stabo zbiezny do pewnego w* € Z(B,(z),v). Z wlasnosci ciagu w,,
i funkcjonatu ® wynika, ze ®(w*) = ¢(By(2),v), a wiec w* € M(B,(z),v) oraz w* < wy,
czyli w* jednak jest elementem najmniejszym w M (B, (z),v). Najmniejszy element zbioru
M(B,(z),v) oznaczymy dalej jako w,.

Bedziemy chcieli pokazaé, ze w, jest w istocie rowne v w kuli B,(z), a nie tylko na
pierscieniu B% (2) — By(2). Zdefiniujmy ciag punktéw z; = z + (4,0) dla j € Z oraz nowa

funkcje v taka, ze dla wszystkich j € Z zachodza réwnosci

szwzj w B

(2) oraz v=v w Rx][0,1]\ U By (zp).
nez

1
2

Istotnym problemem dla dalszego dowodu jest fakt, ze taka lokalna zamiana funkcji v

na w, moze spowodowaé, ze otrzymana funkcja nie jest juz elementem I'.

Lemat 3.10. Powyzej zdefiniowana funkcja v nalezy do T'.

Dowdd: Nalezy wykazaé¢ nieréwnos$¢ v < 7_10. Jedli nie bylaby ona prawdziwa, to
dla pewnego j istnialby punkt (wo,y0) € B(2;) taki, ze w,;(z0,%0) > T-1w2,(T0,%0) =
W, (To +1,90). Wowezas niech o(z,y) = w.,,, (z+1,y), ¢(z,y) = w,, (v, y) dla kazdego
(r,y) € B% (zj) oraz niech x = max{1, ¢}, £ = min{t, ¢}. Nierownosci { = ¢ = v <
T_1v = 1 = x zachodza w B% (2j) — Br(2;). Ponadto & € Z(B,(z;),v) 1€ € Z(By(zj41),v),
wiee @p,(2,)(§) + PB,(z;)(X) = P, () (@) + P, () (¥) = 2¢(B;(z)),v) oraz Pp (. )(X) =
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Pp,(2;,1)(T1x). Wobec tego x € M(B;(zj),v) i mix € M(B;(2j+1),v). Zastosowanie de-
finicji ¥ i lematu 3.8 daje x > w., = ¢, a wiec w.,(z0,50) < X(20,%0) < ¥(z0,%0) =

w;., (o + 1,10) co jest sprzeczne z definicja punktu (2o, o). O

Jako wniosek z powyzszego lematu mamy I(v) < I(v). W szczegolnosci dla wszystkich

J € Z zachodzi

// L(v)dzdy < / L()dzdy = / L(w,;) dz dy = c(B:(z5)).
Br(z5) Br(z5) Br(z5)
Jesli j =0, to [[p ) L(v) dedy = (B, (2)), czyli @p,(»)(v) = c(Br(2)).

Ostatni lemat w tym podrozdziale konczy dowdd Twierdzenia 3.4.

Lemat 3.11. Funkcja v jest jedynym elementem w zbiorze Z(By,(z),v) minimalizujgcym
B, (2.

Dowdd: Dla kazdej dziedziny D C B,.(z) mozna wybra¢ minimum 1 funkcjonatu
®p = ®p (,)|p takie, ze v = v w B.(z) \ D. Nalezy pokaza¢, ze 9 jest wyznaczo-
ne jednoznacznie i ze 1 = v. Z oczywistej nieréwnosci ®p(¢) < ®p(v) wynika takze
Pp ()(¥) < ®p (z)(v). Poniewaz ¢ € Z(B,(z),v), wiec ®p, .y(¢)) > Pp, ()(v), a stad
Y € M(By(z),v). Jako, ze 1 = v w B,(z) \ D to z Lematu 3.8 wynika, ze ¢ = v w B,(z).

[

3.3. ZakohAczenie dowodu Twierdzenia 3.1

Poniewaz v € ', wiec 7_v — 0 (lub 1) w L? przy k — —oo (lub +00). Funkcja v jest

klasy C?, zatem ta zbieznoéé¢ zachodzi réwniez punktowo

lim v(x,y) =0 oraz lim v(z,y)=1.
T——00 T——+00

Zakoniczenie dowodu Twierdzenia 3.1 wymaga jedynie wykazania nieréwnosci ostrych
O<wv<l1l oraz v <rT7_10.

Odpowiednie nieréwnosci nieostre wynikaja wprost z definicji I

Rozpoczniemy od dowodu nieréwnosci v < 7—jv. Przypomnijmy, ze funkcje v oraz 7—jv
sg rozwiazaniami (AC). Wobec tego, gdyby w jakim$ punkcie z € R x [0, 1]"~! zachodzita
rownosé v(z) = 7_1v(z), to na mocy twierdzenia 3.9 taka réownos¢ zachodzita by réwniez

w Bi(z). Biorac odpowiedni ciag punktéw, mozna kulami o promieniu % pokryé¢ cale R x
2
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[0,1]"7 1, a przez to wykazaé, ze r6wnosé v(z) = 7_1v(2) zachodzitaby wszedzie. Powyzsze
znaczyloby, ze v jest funkcja 1-okresowa w zmiennej x, co jest oczywiscie niemozliwe ze
wzgledu na heterokliniczno$é.

Gdy w powyzszym dowodzie zastapimy 7 i 7_1v odpowiednio przez funkcje stata 0
i funkcje v to, prowadzac analogiczne rozumowanie, tym razem doprowadzimy do réwnosci
0 = v wszedzie, co rowniez prowadzi do sprzecznosci z faktem, ze v € I' i dowodzi, ze 0 < v.

Analogicznie dostajemy v < 1.
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Problem regularnosci

Zalozenia twierdzenia 2.1, a w szczegélnosci (Gg) oraz (G7) sa dos¢ skomplikowane.
Naturalne jest wiec pytanie o mozliwos¢ ich uproszczenia. Oczywiscie nie mozna oczeki-
waé otrzymania twierdzenia o regularnosci bez odpowiednio silnych zatozen. Wérod nich
powinny sie znalez¢é nie tylko Ay oraz Vo, ale takze silna eliptycznosé. Brak silnej eliptycz-
noéci w problemie anizotropowym moze skutkowaé istnieniem nieograniczonych stabych
rozwiazan. Przyktad takiego rownania i rozwiazania zaprezentowal Marcellini w [18].

Zalozenia eliptycznosci (G7) oraz powiazanie ze soba goérnych i dolnych oszacowarn
wzrostu — (G5) wraz z (Gg) — wydaja sie wiec konieczne do uzyskania odpowiedniej kla-
sy regularnosci stabych rozwiazan. Mozna jednak prébowaé je nieco uprosci¢. Rozwazam

hipoteze, ze (G7) mozna zastapi¢ nastepujacym warunkiem:
e Istnieje niemalejaca funkcja gq : [0, +00) — [1,4+00) taka, ze
(D*G(AA) > 2vg1(€N)IAP

Taka zmiana musiataby by¢ polaczona ze zmiana zatozen (Gs) i (Gg), ktore zastapione

bylyby przez:

 con(§DIEP < G(EO) <2 X (i) F &l diafg] > 1

Takie zalozenia sg ogélniejsze i co jest rownie wazne, mogg by¢ tatwiejsze do sprawdzenia.

Problem typu Allena-Cahna

Kolejnym ciekawym problemem jest pytanie o istnienie innych niz heterokliniczne ro-
dzajow rozwiagzan problemu (AC) z uogolnionym operatorem. Rozwiazania heterokliniczne
naleza do najczesciej rozwazanych rodzajow rozwiagzan problemu typu Allena-Cahna (zaraz

po trywialnych statych rozwiazaniach), ale w literaturze wielu autoréw dowodzi istnienia
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takze innych rodzajow rozwiazan. Na przyktad w [24] autorzy dowodza szereg twierdzen
o istnieniu nie tylko rozwigzan heteroklinicznych, ale takze na przyktad rozwigzan typu
"multibump". Dowdd twierdzenia 3.1 pokazuje jakie zatozenia i metody stosowaé moz-
na, gdy problem z laplasjanem zostanie zamieniony na problem z operatorem o szybszym
wzroscie. Naturalne jest wiec oczekiwanie, ze mozna udowodnié¢ wiecej twierdzen o istnieniu
pewnych rozwiazan analogicznych do tych z [24] stosujac podobne metody do przedstawio-

nych w tej rozprawie.
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