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Streszczenie: Na zajgciach, zaréwno w szkole, jak i na uczelni, do
pokazania technicznej strony uzycia arkusza kalkulacyjnego, tj.
dostgpnych funkcjonalnoéci oraz organizacji danych, czgsto
wykorzystuje si¢ proste zadania matematyczne. W naszym artykule
zwracamy uwage na potrzeb¢ rozumienia przez uzytkownikéw
arkuszy kalkulacyjnych pojg¢ matematycznych, ktére umozliwiaja
odpowiednie przygotowanie danych oraz zinterpretowanie
uzyskanych za pomoca narzedzi arkusza wynikéw. Zajgcia
z Technologii informacyjnych, Arkuszy kalkulacyjnych czy
z Zarzadzania projektami s3 okazja do pokazania wagi
interdyscyplinarnosci w nauce, w tym do motywowania, glgbszego
poznania i zrozumienia matematyki.

Stowa Kkluczowe: arkusz kalkulacyjny, Excel, Szukaj wyniku,
Solver.

1. WSTEP

Pakiety matematyczne, np.: MATLAB, Octave,
Mathematica, Maple, obecne sg w uzyciu juz od dekad.
Zostaty opracowane do prowadzenia obliczen numerycznych
i symbolicznych przez matematykéw oraz inzynieréw. Ich
uzycie w nauczaniu i uczeniu si¢ matematyki zyskuje coraz
wigkszg rzesz¢ zwolennikéw, zaréwno na uczelniach
technicznych i uniwersytetach, jak i na wcze$niejszym etapie
edukacji, [1]-[2]. Ponadto zostalo opracowanych kilka
programéw przeznaczonych specjalnie do dydaktyki
matematyki (np. GeoGebra), ktére umozliwiajg wizualizacje
i eksperymentowanie z pewnymi matematycznymi
pojeciami, prowadzac do ich lepszego zrozumienia.
Oprogramowanie komputerowe stalo si¢ integralng czgécia
zaj¢¢ z matematyki. Z drugiej strony, na zajeciach
z Technologii informacyjnych (w szkole i na uczelni),
majacych za zadanie zapoznanie z oprogramowaniem
pomocnym w réznych dziedzinach zycia, pojawia si¢ arkusz
kalkulacyjny, ktéry zwigzany jest rowniez z prowadzeniem
obliczen. W arkuszach kalkulacyjnych narzedziami
najbardziej powigzanymi z matematyka sa: Szukaj wyniku,
obliczenia cykliczne 1 tablicowe, Solver, analiza
statystyczna. Do ich nauki wykorzystuje si¢ proste zadania
matematyczne skupiajgc si¢ na technicznej stronie tych
narzedzi, tj. organizacji danych w arkuszu i dostepnych
funkcjonalnosci oprogramowania.

W artykule ograniczymy si¢ do omoéwienia dwdch
narzedzi: Szukaj wyniku i Solver.

2. NARZEDZIE SZUKAJ WYNIKU

Narzedzie Szukaj wyniku (ang. Goal Seek) pozwala
znalez¢ argument funkcji jednej zmiennej (o ile istnieje), dla
ktérego dana funkcja przyjmuje okreSlong warto$¢.
Przyktadowo, rozwazmy zagadnienie dotyczace produkcji
pewnego towaru. Zalézmy, ze pewne przedsigbiorstwo
wytwarza produkt, ktérego cena zostata ustalona w wyniku
badania rynku. Przedsigbiorstwo przy produkcji tego towaru
ponosi stale koszty (np. zwiazane z infrastrukturg) oraz

koszty zmienne, proporcjonalne do liczby
wyprodukowanych towaréw. Naszym zadaniem jest
znalezienie minimalnego poziomu produkcji, tak aby

przedsigbiorstwo nie ponosito strat. Rysunek 1 przedstawia
powyzsze zagadnienie dla przykladowych danych.
W komédrce C3 ustalono pewien wyjsciowy poziom
produkcji (u nas 10 sztuk).

A B C
1 |Koszt staty 100 000
2 |Cena (jednostkowa) 300
3 |Liczba sztuk 10
4 |Koszt zmienny Cena*12%*liczba sztuk 360
5 |Koszt catkowity Koszt staty + koszt zmienny 100 360
6 |Przychéd Cena*liczba sztuk 3000
7 |Zysk Przychdd - koszt catkowity -97 360

Rys. 1. Przyktadowe dane dotyczace produkcji pewnego
przedsigbiorstwa

Zauwazmy, ze osiggany zysk jest funkcjg jednej zmiennej,
poziomu produkcji. Przy tak zadanej warto$ci komérki C3
przedsigbiorstwo ponosi straty (komérka C7 ma warto$¢
ujemng). Zmieniajac r¢cznie liczbe sztuk towaru mozna
sprobowa¢ metodg préb i bledéw znalez¢ rozwigzanie.
Mozemy sprawdzié, ze dla warto$ci komdrki C3 réwnej 500
zysk wynosi 32 000. Zmniejszajac lub zwigkszajac warto$¢
komérki C3 mozemy sprébowac¢ ustali¢ wiasciwy poziom
produkcji nieprzynoszacy straty. Narze¢dzie Szukaj wyniku
automatyzuje ten proces. Na rysunku 2 w polu Ustaw
komorke wpisujemy adres komoérki z funkcja zysku (C7),
a w kolejnym polu ustalamy warto$¢ docelowa, w naszym
przypadku réwna 0.
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Szukanie wyniku ? X

Ustaw komérke: $Cs7 +

Wartos¢: 0

Zmieniajac komorke: | $C$3 4
OK Anuluj

Rys. 2. Przyktadowe uzycie narz¢dzia Szukaj wyniku

W polu Zmieniajgc komdrke podajemy adres komoérki C3
jako zmiennej funkcji zysku. Po kliknigciu przycisku OK,
w komoérce C7 (rys. 3) otrzymujemy minimalny poziom
produkcji (379 sztuk), przy ktérym przedsigbiorstwo nie
ponosi strat.

A B C
1 |Koszt staly 100 000
2 |Cena (jednostkowa) 300
3 |Liczba sztuk 379
4 |Koszt zmienny Cena*12%*liczba sztuk 13 636
5 |Koszt catkowity Koszt staty + koszt zmienny 113636
6 |Przychod Cena*liczba sztuk 113 636
7 |Zysk Przychod - koszt catkowity 0

Rys. 3. Koncowy wynik po zastosowaniu narzedzia Szukaj wyniku

Uwazny czytelnik zaobserwuje, ze przychéd w komoérce C6
nie jest rOwny warto$ci obliczonej r¢gcznie zgodnie z formuta
B6, na podstawie C3 (rys. 3). Wynika to z zadanego sposobu
wyswietlania komorki C3 jako liczby catkowitej (liczba
sztuk). Faktycznie przechowywana warto§¢ w tej komdrce
widzimy na rysunku 4.

c3 - fv | 378,787878787879

Rys. 4. Faktyczna warto$¢ komérki C3

Do ksigzek dotyczacych nauki Excela (np. [3]-[5])
dofaczone sg pliki z gotowymi danymi, ktére ulatwiajg
naukg. Z naszych obserwacji wynika jednak, ze czgsto
prowadzi to do mechanicznego  wyuczenia  si¢
uzytkownikéw (np. studentéw) kolejnych czynnosci
prowadzacych do rozwigzania tak przygotowanego zadania.
Gléwna trudno$cia pozostaje samodzielne opisanie modelu
za pomoca arkusza kalkulacyjnego, ocena poprawnosci
modelu i1 wlasciwa interpretacja otrzymanego wyniku.
Ponadto narzedzia typu Szukaj wyniku sa dla uzytkownika
czarnymi  skrzynkami ukrywajacymi  wykorzystywane
algorytmy.

Zauwazmy, ze omOwiony powyzej przyktad nalezy do
rodziny probleméw zwigzanych z szukaniem miejsc
zerowych funkcji jednej zmiennej. Po prostej analizie
okazuje si¢, ze rozwazana funkcja zysku jest funkcja liniowa
i ma jedno miejsce zerowe, ktdrego wyznaczenie nie sprawia
trudnosci.

Pozostajac  przy tematyce zadan zwigzanych
z ekonomia rozwazmy model réwnowagi podazy popytu,
w ktérym znalezienie rozwigzania polega na wyznaczeniu
miejsca zerowego funkcji nieliniowej postaci f(x) = 420 +
2x — 4x?2, ktéra posiada dwa miejsca zerowe réznych

znakéw. Korzystajac z narzedzia Szukaj wyniku biorac
poczatkowy argument blisko zera otrzymamy ujemne
miejsce zerowe, co z ekonomicznego punktu widzenia nie
jest szukanym rozwigzaniem. Nieostrozny uzytkownik
(student), ktéry wykonuje obliczenia mechanicznie, bez
analizy wlasnos$ci funkcji, moze wyciggna¢ wniosek o braku
jakiegokolwiek stanu rownowagi. Wystarczy jednak
odpowiednio wybra¢ argument poczatkowy (np. réwny 1),
woéwczas dostaniemy dodatnie miejsce zerowe, ktére jest
szukanym stanem réwnowagi.

W przypadku funkcji bardziej ztozonych, np. funkcji
f(x) = (40x2 —5)e %* —1, wybor poczatkowego
argumentu moze prowadzi¢ do otrzymania réznych miejsc
zerowych. Poniewaz powyzsza funkcja ma trzy miejsca
zerowe (dwa dodatnie i jedno ujemne, rys. 5), to znalezienie
dodatniego miejsca zerowego przy braku doktadniejszej
analizy (np. narysowania wykresu funkcji) moze prowadzic¢
do btednych wnioskéw o istnieniu tylko jednego punktu
réwnowagi.

-10

Rys. 5. Wykres funkcji f(x) = (40x% — 5)e 2* — 1

Mimo zalet omawianego narze¢dzia Szukaj wyniku
ulatwiajagcego rozwigzywanie probleméw znajdowania
miejsc zerowych funkcji jednej zmiennej zalecana jest przy
nauce arkuszy kalkulacyjnych umiejetno$¢ wykorzystania
wiedzy matematycznej zdobytej na studiach. Wykonanie
pomocniczego rysunku ilustrujgcego przebieg danej funkcji
umozliwi poprawne zidentyfikowanie liczby i rodzaju miejsc
zerowych. Skoro analizowana funkcja f(x) = (40x2 —
5)e~2*¥ — 1 jest funkcjg ciagly, to wewnatrz przedziatu
domknigtego, na koncach ktérego przyjmuje wartosci
réznych znakéw, posiada miejsce zerowe (twierdzenie
Darboux). Wykorzystujac dodatkowe wiasno$ci rozwazanej
funkcji, takie jak monotoniczno$¢ oraz istnienie asymptot,
mozemy stwierdzi¢, ze na rysunku 5 widoczne sa wszystkie
miejsca zerowe tej funkcji. Co wigcej, mozna réwniez
zastosowa¢ jawny algorytm bisekcji (potowienia), oparty na
twierdzeniu Darboux, ktérego implementacja w Excelu nie
stwarza wigkszych trudnosci.

3. DODATEK SOLVER

Solver jest modutem do rozwigzywania probleméw
optymalizacyjnych, czesto wykorzystywanym w planowaniu
proceséw technologicznych. W [5] autorzy pisza “In fact,
Solver is probably one of the most difficult (and potentially
frustrating) features in Excel, and it isn’t for everyone. In
fact, most Excel users have no use for this feature. However,
many users find that having this much power is worth
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spending the extra time to learn about it”. Naszym zdaniem
cala trudno$¢ w uzywaniu tego narzedzia zwigzana jest
z konieczno$cia rozumienia stojacych za nim pojec
matematycznych. Jednym z algorytméw uzywanych
w  Solverze jest algorytm simpleks, ktéry stuzy do
rozwigzywania probleméw liniowych. Na zajeciach
z matematyki na uczelniach technicznych i ekonomicznych
przyktady z programowania liniowego cz¢sto ogranicza sig¢
do modeli z dwiema zmiennymi. Pozwala to na graficzng
ilustracje metody simpleks, poniewaz ograniczenia (warunki
na zmienne) opisywane S3 za pomoca nierdwnosci
liniowych. Kazda z tych nieréwnosci definiuje
polptaszczyzng, ktérych czegscia wspdélng jest wielokat
wypukly. Jeden z wierzchotkéw tego wielokata jest
rozwigzaniem rozwazanego problemu. Dodanie kolejnej
zmiennej utrudnia ilustracj¢ graficzng oraz powoduje wzrost
ztozonos$ci obliczeniowej. W pozycjach poswigconych
Excelowi [3]-[5] pokazane jest w jaki sposéb wykorzystaé
arkusz kalkulacyjny i Solvera do rozwigzania tego typu
zagadnien. Natomiast w [6] autor sugeruje skorzystanie
z programu Maple do rozwigzywania probleméw
programowania liniowego z wigksza (niz dwie) liczbg
zmiennych. Naszym zdaniem wykorzystanie arkuszy
kalkulacyjnych jest bardziej intuicyjne. Ponizej oméwimy
typowy problem, w ktérym zwrdécimy uwage na istotnosé
poje¢  matematycznych w  konstruowaniu  prostego
i przejrzystego arkusza.

Przyklad (na podstawie [4]). Stofowka studencka chce
zaplanowaé  harmonogram pracy kelnerow. Stotéowka
otwarta jest w godzinach 8.00-18.00. W kazdej godzinie
Sfunkcjonowania stotowki do obstugi klientow wymagana jest
minimalna liczba kelnerow, zgodnie z tablicq 1. Kelner
zatrudniony na petny etat moze pracowaé od 8:00 do 17:00
(z 1-godzinng przerwq obiadowg o 12:00) lub od 9:00 do
18:00 (z 1-godzinng przerwq obiadowg o 13:00). Kelner
zatrudniony na pot etatu pracuje od 10:00 do 14:00. Kelner
zatrudniony na petny etat dostaje 250 zt dziennie, a kasjer
zatrudniony na pot etatu dostaje 100 zt dziennie. Stotowka
moze zatrudni¢ co najwyzej czterech kelnerow na pot etatu
i dowolng liczbe kelneréow na petny etat. Jak zaplanowac
harmonogram zatrudnienia, aby zminimalizowaé dzienny
koszt pracy kelnerow?

Tablica 1. Zestawienie danych

Godziny 8:00- | 9:00- | 10:00- | 11:00- | 12:00-
pracy 9:00 10:00 | 11:00 | 12:00 | 13:00
stotoéwki

Liczba 1 8 14 | 18 9
kelneréw

Godziny | 13:00- | 14:00- | 15:00- | 16:00- | 17:00-
pracy 14:00 | 15:00 | 16:00 | 17:00 | 18:00
stotéwki

Liczba 8 1 4 4 2
kelneréw

Rozwigzywanie problemu zaczynamy od okre$lenia
liczby zmiennych. W naszym przypadku mamy trzy
zmienne: grupa kelner6w zatrudnionych na pelny etat
w godz. 8:00-17:00, na pelny etat w godz. 9:00-18:00 oraz
kelnerzy na pét etatu w godz. 10:00-14:00. W naszym
arkuszu powyzsze zmienne ustawiamy w wektor B4:D4
i ustalamy zerowe wartosci poczatkowe, tj. liczb¢ kelneréw
w poszczeg6lnych grupach (rys. 6). Jednoczes$nie tworzymy

wektor stawek dziennych B6:D6. Pozwala to w prosty
sposéb zdefiniowa¢ funkcje kosztu (komérka C21) za
pomocg iloczynu skalarnego wektoréw B4:D4 i B6:D6,
ktéra w arkuszu kalkulacyjnym realizowana jest za pomoca
funkcji SUMA.ILOCZYNOW. Zwréémy uwage, ze dane
z tablicy 1 tacznie z informacja o godzinach pracy kelneréw
definiujg dziesi¢¢ nieréwno$ci postaci aB4 + bC4 + cD4 >
d, gdzie g, b,c przyjmuja wartosci O lub 1. Natomiast
wartosci d podane sa w tablicy 1. Nieréwnosci te zostaly
umieszczone w komdrkach C9:D18. Dla przyktadu komérka
CI12 zawiera formul¢ B4 + C4 + D4, a komérka D12 liczbe
18. Poniewaz w godzinach 11:00-12:00 ma pracowaé co
najmniej 18 kelner6w 1lacznie z wszystkich grup stad
dostajemy  nier6wno$¢  postaci B4 + C4 + D4 > 18.
Dodatkowo na rysunku 6 poczatkowe wartosci komoérek
C9:C18 réwne sg zeru, gdyz wyznaczone sg na podstawie
warto$ci B4:D4. Wprowadzenie danych w powyzszy sposob

umozliwia zapisanie ukladu nieréwno$ci w postaci
macierzowe;j.
A B € D

1
2 Grupy kelneréw
3 Godziny 8:00-17:00 9:00-18:00 10:00-14:00
4 Liczba 0 0 0
5 max 4
6 stawka 250 250 100
7
8 Godziny Obsada Ograniczenie
9 08:00 -09:00 0 1
10 09:00 -10:00 0 8
11 10:00 -11:00 0 14
12 11:00 -12:00 0 18
13 12:00 -13:00 0 9
14 13:00 -14:00 0 8
15 14:00 -15:00 0 11
16 15:00 -16:00 0 4
17 16:00 -17:00 0 4
18 17:00 -18:00 0 2
19

20

2 koszt 0

Rys. 6. Arkusz kalkulacyjny opracowany na podstawie danych
z przyktadu

W kolejnym kroku wywotujemy okno dialogowe
narzgdzia Solver widoczne na rysunku 7. W oknie tym
ustawiamy adres funkcji celu: C21 (w adresacji
bezwzglednej $C$21) i zaznaczamy opcj¢, ze bedziemy
szuka¢ jej minimum. Nastg¢pnie podajemy adresy komoérek
reprezentujagcych zmienne B4:D4, po czym dodajemy
ograniczenia. Dzigki wspomnianej juz postaci macierzowej,
uktad reprezentowany przez komérki C9:D18 definiowany
jest przez jeden warunek C9:C18>=D9:D18. Natomiast
warunek D4<=D5 oznacza ograniczenie dotyczace grupy
kelnero6w  zatrudnionych w  godzinach  10:00-14:00.
Poniewaz nasze zmienne wyrazajag liczb¢ kelneréw,
rozwigzaniem muszg by¢ liczby naturalne, co reprezentuje
warunek B4:D4=catkowita oraz opcja Ustaw wartosci
nieujemne dla zmiennych bez ograniczen.
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Parametry dodatku Solver X
Ustaw cel: 3c821| -
Na: O Maks ® Min O Wartosé 0
Przez zmienianie komarek zmiennych:
$B54:5D54 +
Podlegajacych ograniczeniom:
$B$4:$D34 = catkowita Dodaj
$C$9:5C518 >= $DSUSDS18
$D$4 <= $D$5 =

Zmiert
Usurh
Resetuj wszystkg
p
Ustaw wartoédi nieujemne dla zmiennych bez ograniczer
Wybierz metode LP simpleks & Opgje
rozwiazywania
Metoda rozwiazywania
W przypadku gladkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG. Dla liniowych
probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku probleméw, ktére nie sa
gladkie, wybierz aparat ewolucyjny.

Rys. 7. Okno dialogowe

W  tak przygotowanym arkuszu z dotaczonymi
ograniczeniami wynikajacymi z tresci zadania, po kliknigciu
przycisku Rozwigz (rys. 7) otrzymamy wynik dzialania
Solvera widoczny na rysunku 8.

A B C D
1
2 Grupy kelneréw
3 Godziny 8:00-17:00 9:00-18:00 10:00-14:00
4 Liczba 4 10 4
5 max 4
6 stawka 250 250 100
7
8 Godziny Obsada Ograniczenie
9 08:00 -09:00 4 1
10 09:00 -10:00 14 8
11 10:00 -11:00 18 14
12 11:00 -12:00 18 18
13 12:00 -13:00 14 9
14 13:00 -14:00 8 8
15 14:00 -15:00 14 11
16 15:00 -16:00 14 4
17 16:00 -17:00 14 4
18 17:00 -18:00 10 2
19
20
21 koszt 3900

Rys. 8. Rozwigzanie uzyskane za pomoca Solvera

Rozwiazanie stanowia komoérki B4:D4, za§ wartos¢
funkcji celu (minimalny koszt zatrudnienia) znajduje sig¢
w komoérce C21. Natomiast komdrki C9:C18 potwierdzaja
spelnienie definiowanych ograniczen.

4. WNIOSKI

Arkusze kalkulacyjne to bardzo rozbudowane
narzgdzia umozliwiajagce prowadzenie obliczen, zbieranie
i manipulowanie danymi oraz ich analiz¢ 1 wizualizacjg.

W artykule opisaliSmy dziatanie wybranych narzedzi
Excela z pakietu MS Office: Szukaj wyniku i Solver
(analogiczne narzedzia sa dostepne w bezptatnych pakietach
biurowych, np. Libra Office). Podobnie jak w podrecznikach
dotyczacych Excela dziatanie tych narzedzi opisaliSmy na
przyktadach dotyczacych finanséw. Dzigki sprawnemu
postugiwaniu si¢ narzedziem Szukaj wyniku uwzgledniajac
wlasnosci  funkcji  jednej zmiennej wyznaczyliSmy
rozwigzanie rowniez w przypadku funkcji nieliniowej. Przy
pomocy takich poje¢ matematycznych, jak wektory
1 macierze zaprojektowaliSmy reprezentacj¢ danych, dzieki
ktérej rozwigzanie przykladowego zadania w Solverze byto
bardzo proste.

Podsumowujac, z naszych obserwacji wynika, ze
uzytkownicy (studenci), ktérzy nie posiadaja wystarczajacej
wiedzy matematycznej badZ nieumiejetnie z niej korzystaja,
mimo sprawnego postugiwania si¢ arkuszem kalkulacyjnym
czgsto wyciagaja bigdne wnioski z przeprowadzonych
obliczen lub nie potrafia we wlasciwy sposéb zaprojektowac
reprezentacji danych.

5. BIBLIOGRAFIA

1. Lau M.A., Sugden S.J.: Applications of Spreadsheets in
Education — The Amazing Power of a Simple Tool,
Bentham Science Publishers, 2011.

2. Zarzycki, P.. Ksztalcenie przysztych nauczycieli
matematyki pod  katem uzywania  technologii
informacyjnej — stan obecny, perspektywy i zagrozenia,
Annales of the Polish Mathematical Society 5th Series:
Didactica Mathematicae 31 (2008).

3. Frye C.: Microsoft Excel 2019 Krok po kroku, APN
Promise, Warszawa 2020.

4. Winston, W.L.: Microsoft Excel 2019 Analiza
i modelowanie danych biznesowych, APN Promise,
Warszawa 2020.

5. Alexander M., Kusleika R., Walkenbach J.: Microsoft
Excel 2019 Bible, Wiley, Indianapolis 2019.

6. Jacques I.: Mathematics for Economics and Business, 9th
Edition, Pearson, 2018.

EXCEL YOUR MATHEMATICS

At school and the university, simple mathematical tasks are used to show available functionalities of spreadsheets and
ways of organizing data. We focus, in our article, on the necessity to understand the various mathematical concepts that
enable proper data preparation and interpretation of results. Classes in Information Technology are an opportunity to show
the importance of interdisciplinarity in science, thus motivating a better understanding of mathematics.
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