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w celach dydaktycznych lub w celu prowadzenia dzialalnosci naukowej korzystaé¢ z rozpowszechnionych utworéow
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wymienione w ust. 1.
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Streszczenie rozprawy w jezyku angielskim: In this work, we analyzed the computational
complexity of problems related to defensive structures and strategic balance models in graphs. For
defensive structures, our research focused on models of defensive alliances, defensive sets, and edge
alliances — in each case, in the global version (i.e., with the requirement for the defensive structure
to be a dominating set). For strategic balance models, we studied the strategic balance of defensive
alliances, strategic balance of defensive sets, and strategic balance of edge alliances. We presented
polynomial algorithms that construct the smallest defensive structures and verify the existence and
construction of strategic balance in trees. We also verified the computational complexity for studied
problems, showing their NP—completeness for possibly narrow graph classes. This determined the
practical scope of using the models for big graphs and directed further research toward approxi-
mation approaches that have the potential to extend the applicability of the discussed models in
practice. We also carried out a theoretical analysis of the properties of the discussed models, such
as lower and upper bounds for the size of the structure and relationships between the models. We
also proposed a general model that provides a common core for the discussed models and opens up

research directions within the topic.
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W dowolnym $érodowisku, w ktéorym istniejace obiekty wzajemnie na siebie wplywaja, mozemy
rozwazaé sytuacje konfliktowe. Zjawiska pojawiajgce sie w ramach interakcji moga mieé¢ zaréwno
charakter negatywny, jak i pozytywny. Obiekty moga wykazywaé wzajemna wrogosé, neutralnoscé,
a takze potrzebe kooperacji. W ramach tematyki niniejszej pracy szczegblny nacisk potozymy na
aspekt kooperacji w sytuacji potencjalnego zagrozenia. Potencjal obronny grupy ma szanse przewyz-
sza¢ indywidualny potencjal obronny jednostek, a uzyskana dzieki wspolpracy stabilno§é zmniejsza
ryzyko konfliktu o charakterze globalnym. W ten sposéb wspélna organizacja w zakresie wzajem-
nego wsparcia ogranicza potencjalne koszty zwigzane z konfliktem.

W takim rozumieniu strukturg defensywng bedzie kazdy zbiér obiektéw niewchodzacych ze soba
w konflikt i niosacy — w razie potrzeby — wzajemna pomoc, ktéry dzieki wspoétpracy staje sie
bezpieczny wzgledem pozostatych obiektéw $rodowiska.

Modelowanie struktur obronnych za pomoca teorii graféw jest stosunkowo mtodym zagadnieniem
[28]. Wsrod zalet takiego sposobu reprezentowania nalezy wymienié prostote i klarownosé defini-
cji, ktére w sposoéb intuicyjny odzwierciedlaja modelowane zagadnienie. Dodatkowym atutem jest
wysoki potencjal na tworzenie nowych, pokrewnych modeli zgodnych z ogdlng koncepcja. W niniej-
szej pracy zaproponujemy ogdblny schemat dla modeli struktur defensywnych i poddamy analizie
dwa zgodne z nim modele. Dzieki takiemu podejsciu mozemy precyzyjniej dopasowaé sie do spe-
cyfiki modelowanego zagadnienia ograniczajac kompromisy i uproszczenia. Jednoczesnie wspolny
trzon pozwala wyciagaé¢ ogdlne wnioski, powtarza¢ podobne rozumowania, konstruowaé zblizone
algorytmy oraz szacowaé¢ trudnosé zagadniern.

Podstawowymi parametrami modeli struktur defensywnych jest sposéb w jaki obiekty nara-
zone sa na ataki, w jaki sposéb moga nies¢ sobie wzajemna pomoc, a takze jak okresli¢ potencjat
obronny struktury lub jej czesci. Dodatkowo modele moga uwzglednia¢ wymagania zwiazane z in-
nymi koncepcjami powszechnymi w teorii graféw. W niniejszej pracy analizie poddamy struktury o
charakterze globalnym. To znaczy wymagamy, zeby struktura byta zbiorem dominujacym w grafie
(tzn. kazdy wierzchotek grafu albo nalezy do struktury defensywnej, albo ma w niej sasiada). W
ten sposob wszystkie wierzcholtki grafu uznajemy za zaangazowane w sytuacje konfliktowa.

Motywacja autora niniejszej pracy do podjecia badan w omawianym zakresie byla niewielka
liczba wynikéw w zakresie algorytmiki, ktéra pomniejszata mozliwoéé praktycznych zastosowan
dyskutowanych modeli. Zdaniem autora, potencjal badawczy zagadnienia nie zostal wyczerpany, a
perspektywy wynikajace z poczynionych w niniejszej pracy obserwacji wyznaczaja nowe, nieeksplo-
atowane do tej pory kierunki. Wiekszo$é istniejacych prac skupia sie na czysto matematycznych
wtasnosciach takich jak oszacowania i gwarancje istnienia obiektow, czesto bez wskazania me-

tod konstrukeji. Wskazywane w literaturze zastosowania (np. militarne, zwiazane z wyszukiwaniem
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spotecznosci sieciowych (ang. web communities), dotyczace niezawodnosci systemoéw obliczeniowych
(ang. fault-tolerant computing)) stanowia dla autora dodatkowa motywacje i orientuja badania w

kierunku zagadnienn praktycznych.

Cele pracy

Glownym celem niniejszej pracy bylo przeprowadzenie analizy ztozonosci probleméw istnienia glo-
balnych (dominujacych) struktur defensywnych w grafach oraz probleméw dotyczacych wspolistnie-
nia dwoch osobnych globalnych struktur defensywnych w grafach, ktére nazywamy problemami réw-
nowagi strategicznej. Pierwsza czesé¢ badan dotyczyta modeli koalicji defensywnych (ang. defensive
alliance), zbiorow defensywnych (ang. defensive sets), oraz koalicji krawedziowych (ang. edge al-
liance). Druga cze$¢ badan dotyczyta modeli rownowagi strategicznej (ang. strategic balance) wy-
mienionych modeli, to znaczy rownowagi strategicznej koalicji defensywnych (ang. strategic balance
of defensive alliances), rownowagi strategicznej zbiorow defensywnych (ang. strategic balance of de-
fensive sets) oraz rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych (ang. strategic balance of edge
alliances).

W szczego6lnosci celem pracy byto opracowanie wydajnych algorytméw konstruujacych w klasie
drzew najmniejsze struktury defensywne oraz weryfikujacych istnienie i konstruujacych w klasie
drzew réwnowagi strategiczne. Drugim waznym elementem byta weryfikacja trudnosci problemu
(ztozonosci obliczeniowej) w mozliwie waskiej klasie grafow. Takie podej$cie miato na celu wskazanie
ograniczen stosowalnosci modelu w przypadku duzych graféw oraz skierowanie dalszej uwagi na
potencjalne podejscia aproksymacyjne lub heurystyczne, ktore powieksza mozliwosci zastosowan
modeli w praktyce.

Kolejnym celem pracy byly badania teoretyczne wtasnosci modeli struktur defensywnych oraz
rownowag strategicznych. Dociekania dotyczyly podstawowych wtasnosci modeli, dolnych i gor-
nych oszacowan na rozmiar poszukiwanych struktur, a takze zwigzkéw miedzy modelami. Ponadto,
jednym z celow pracy bylo opracowanie ogdlnego modelu struktur defensywnych obejmujacego

prezentowane w pracy modele.

Teza pracy

Rozwazane w niniejszej pracy zagadnienia znajduja zastosowania praktyczne w przypadku iden-
tyfikacji spolecznosci sieciowych (ang. web communities). Z uwagi na rozlegtosé sieci potaczen w
grafach reprezentujacych spolecznosci sieciowe pojawia sie fundamentalne pytanie o istnienie wy-
dajnych rozwiazan algorytmicznych, a takze istnienie barier na mozliwos¢ ich konstrukeji (tzn. Np—
zupelnosé i NP-trudnosé probleméw obliczeniowych). Praktyczny charakter maja rowniez dolne i

gbrne oszacowania rozmiaru struktur defensywnych.

iv
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Zatem wedtug ogolnie przyjetej metodologii badan naukowych w tej dziedzinie postawiona zostata

nastepujaca teza pracy:

Konstrukcja wielomianowych algorytmdéw doktadnych jest mozliwa dla: problemu
konstrukcji nagmniejszych globalnych zbioréw bezpiecznych w drzewach oraz problemu

konstrukcji nagmniejszych globalnych koalicji krawedziowych w drzewach.

Konstrukcja wielomianowych algorytmdw doktadnych weryfikujgcych istnienie i
konstruujgcych réwnowage strategicznag (jezeli istnieje) jest mozliwa dla: problemu
rownowagi strategicznej koalicji defensywnych w drzewach oraz problemu réwnowagi

strategicznej zbiorow defensywnych w drzewach.

Problemy istnienia globalnej koalicji defensywnej oraz globalnego zbioru defensywnego sq
NP—zupetne w klasie podkubicznych planarnych grafow dwudzielnych. Problem istnienia

globalnej koalicji krawedziowej jest NP—zupetny w klasie grafow podkubicznych.

Problemy istnienia réwnowagi strategicznej koalicji defensywnych oraz réwnowagi
strategiczne) zbiorow bezpiecznych s¢ NP—zupelne w klasie grafow o stopniu

nieprzekraczajgcym 4.

Modele koalicji defensywnych, zbioréw bezpiecznych oraz koalicji krawedziowych sq

przypadkami szczegdlnymi ogdlnego modelu struktur defensywnych w grafach.

Schemat pracy

Rozdzial pierwszy zostal poswiecony wprowadzeniu pojeé, definicji, oznaczen i podstawowych wta-
snosci z dziedziny teorii graféw i ztozonosci obliczeniowej. W rozdziale drugim przedstawione zostaly
pojecia i podstawowe wlasnosci dotyczace modelu koalicji defensywnych i zbioréw bezpiecznych
w grafach, a takze zaprezentowana zostala ogélna definicja struktury defensywnej, ktéra wedtug
autora stanowi wartosciowy wktad w dyskutowang dziedzine. W oparciu o definicje struktury de-
fensywnej wprowadzamy réwniez definicje rownowagi strategiczne;j.

W rozdziale trzecim dyskutowany jest model zbioréow defensywnych, przede wszystkim w wersji
globalnej. Najwazniejsze wyniki obejmujg oszacowania na rozmiar najmniejszego globalnego zbioru
defensywnego, wielomianowy algorytm znajdujacy najmniejszy zbiér defensywny w drzewach oraz
dow6éd N P—zupetnosci problemu istnienia globalnego zbioru defensywnego w podkubicznych, pla-
narnych grafach dwudzielnych.

W rozdziale czwartym omawiamy model koalicji krawedziowych, réwniez w wersji globalnej.

Wyniki obejmujg oszacowania na rozmiar najmniejszej globalnej koalicji krawedziowej, doktadna
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formute na rozmiar najmniejszej globalnej koalicji krawedziowej w grafach pelnych k—arnych wraz z
wykonywalng w wielomianowym czasie konstrukcja takiej koalicji, algorytm wielomianowy znajdu-
jacy najmniejsza globalng koalicje krawedziowa w drzewach oraz dowdd NP—zupelnosci problemu
istnienia globalnej koalicji krawedziowej w grafach podkubicznych.

W rozdziale pigtym omawiamy model model rownowagi strategicznej koalicji defensywnych. Wy-
kazujemy réwnowaznosé pomiedzy problemami istnienia réwnowagi strategicznej oraz doskonatej
rownowagi strategicznej. Prezentujemy warunki istnienia réwnowagi strategicznej koalicji defensyw-
nych dla popularnych klas graféw, w tym petnych graféow k—dzielnych. W dalszej czesci prezentujemy
wielomianowy algorytm weryfikujacy istnienie i konstruujacy rownowage strategiczna koalicji defen-
sywnych w drzewach. Na koniec dostarczamy dowod N P—zupetnodci problemu istnienia réownowagi
strategicznej w grafach o stopniu nieprzekraczajacym 4.

W rozdziale széstym dyskutujemy modele réwnowagi strategicznej zbioréw defensywnych oraz
rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych. Dla modelu opartego o zbiory defensywne pre-
zentujemy roéwnowaznosé problemoéw istnienia rownowagi strategicznej oraz doskonatej réwnowagi
strategicznej. Nastepnie przedstawiamy algorytm weryfikujacy istnienie i konstruujacy réwnowage
strategiczng zbiorow defensywnych w drzewach. Wykazujemy tez, ze problem istnienia réwnowagi
strategicznej zbioréw defensywnych jest NP—zupelny w grafach o stopniu nieprzekraczajacym 4. Dla
modelu opartego o koalicje krawedziowe weryfikujemy, ze problemy istnienia rownowagi strategicz-
nej oraz doskonalej réwnowagi strategicznej sa istotnie rozne. Zwracamy tez uwage, ze w przypadku
drzew nie istnieje rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych. W ten sposéb okreslamy przyszty
front badan w tym temacie.

W rozdziale siddmym omawiamy kontekst zastosowan praktycznych struktur defensywnych szcze-

gbétowo omawiajac przyktadowe zastosowanie dla dystrybucji zasobéw w sieci komputerowe;j.

Dorobek publikacyjny

Wyniki badan sktadajace sie na dorobek autora zostaly opublikowane w artykutach [24, 33, 42, 46,
47, 48, 65]. Wszystkie prace dotycza tematyki omawianej w niniejszej rozprawie stanowia kontynu-
acje badan rozpoczetych w ramach pracy dyplomowej magisterskiej autora [45]. W ramach pracy
magisterskiej autor rozpoczat badania modelu réwnowagi strategicznej koalicji defensywnych, ktore
zostaly podsumowane artykutem [46]. W niniejszej pracy rozwazany model zostal przedstawiony
oraz osadzony w ramach ogolniejszej definicji w rozdziale czwartym. Prace [47] oraz [48] dotycza
odpowiednio zbioréw defensywnych i koalicji krawedziowych i zostaly omoéwione i rozszerzone od-
powiednio w rozdziatach drugim i trzecim. Rozdzial piaty zawiera materiaty dotyczace rownowagi
strategicznej zbioréw defensywnych oraz réwnowagi strategicznej koalicji krawedziowych, czesciowo
prezentowanych w artykule [42]. Niektore z wynikow zostaly zaprezentowane w ramach referatu

konferencyjnego [65].

vi
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Wprowadzenie

W rozdziale zostang wprowadzone wybrane definicje, oznaczenia i podstawowe wlasnosci z dzie-
dziny matematyki, teorii graféw oraz teorii ztozonosci obliczeniowej. Niezdefiniowane jednoznaczne
pojecia stanowia ugruntowana terminologie matematyczna lub teoriografowa lub pochodza z |10,

14, 22, 43, 44, 66]. Terminologia w jezyku polskim zostala zaczerpnieta z [38].

1.1 Podstawowe definicje i oznaczenia

Zbior liczb naturalnych oznaczamy symbolem N i przyjmujemy konwencje wedtug ktorej liczba
0 nalezy do zbioru liczb naturalnych. Przez N, oznaczamy zbiér dodatnich liczb naturalnych.
Podzbiér zbioru liczb naturalnych nazywamy przedziatem, jesli sktada sie on z pewnej skoriczonej
liczby kolejnych liczb naturalnych. Przyktadowo zbior {42, 43,44,45} jest w tym sensie przedzialem.
Przez R oznaczamy zbiér liczb rzeczywistych.

W wybranych miejscach pracy odnoszac sie do podzbioréw zbioru liczb naturalnych badz rze-
czywistych, dla zwiekszenia czytelnosci, zastosujemy uproszczona konwencje. W przypadku wska-
zywania liczby naturalnej nalezacej do przedzialu liczb naturalnych bedziemy stosowaé notacje
i=3,4,....,klub3 <i <k lubie {3,4,...,k}, ktora we wszystkich przypadkach nalezy inter-
pretowac jako ¢ € {l € N: [ > 3Al < k}. W analogiczny spos6b mozemy wskazywac liczby naturalne
bez podawania gornego badZ dolnego ograniczenia. Przyktadowo zapisy ¢ = 3,4,... a takze ¢ > 3
nalezy interpretowac jako i € {I € N: [ > 3}. Podobnie zapisy typu ¢ < 10 nalezy rozumieé jako
i€ {l eN:1<10}. W przypadku stosowania takiej notacji parametry beda opisywane jako liczby
naturalne lub bedzie to wynikato z kontekstu (np.dla liczb, ktére wystepuja jako indeksy innych
oznaczerl).

W niniejszej pracy piszac graf bedziemy mieli na my$li graf prosty — chyba zZe zostanie powiedziane

inaczej. Przyjmiemy nastepujaca definicje grafu prostego [14]:

Definicja 1.1. Grafem prostym nazywamy uporzadkowana pare zbiorow (V, E') speliajacych na-

stepujace wlasnosci:

1. zbiér V jest skoniczony oraz niepusty,
2. EC {{u,v}:ueV,veV,u#uv},
3. VNE =0.

Zbiér V nazywamy zbiorem wierzchotkow grafu a elementy tego zbioru nazywamy wierzchotkami
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grafu lub po prostu wierzchotkami. Zbiér E nazywamy zbiorem krawedzi grafu a elementy tego

zbioru nazywamy krawedziamsi w grafie, krawedziami grafu lub po prostu krawedziami.

Warunek 3 definicji grafu prostego wprowadzony zostal dla zapewnienia jednoznacznosci stoso-

wanych oznaczen [14]. Niech G bedzie grafem. Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

e Zbior wierzcholtkéow grafu G oznaczamy przez V(G).
e Zbior krawedzi grafu G oznaczamy przez E(G).

e Krawedz {u,v} grafu G oznaczaé¢ bedziemy skrotowo przez wv lub réwnowaznie przez vu.
Bedziemy wtedy mowili, ze wierzchotek u sgsiadugje, jest incydentny, jest sgsiadem, lub jest
sgsiadujgcy z wierzchotkiem v w grafie G lub réwnowaznie, ze wierzchotek v sgsiaduje, jest

incydentny, jest sgsiadem, lub jest sgsiadujgcy z wierzchotkiem u w grafie G.

o Kazdy wierzchotek krawedzi grafu nazywamy koricem lub wierzchotkiem koricowym krawedzi.

Wierzchotki krawedzi nazywamy sgsiadami w grafie G.

e Mowimy, ze wierzchotek grafu sgsiaduje, jest incydentny, jest sqsiadem, lub jest sgsiadujgcy
z krawedzia tego grafu, jezeli sasiaduje on z co najmniej jednym z koncéw tej krawedzi oraz

nie jest koricem tej krawedzi.

e Dwie rozne krawedzie g, h € E(G) nazywamy incydentnymi, sgsiadujgcymi lub moéwimy, ze
krawedz g sgsiaduje z krawedzia h lub rownowaznie krawedz h sgsiaduje z krawedzia g, jezeli

g N h# 0. Mowimy tez wtedy, ze krawedzie g i h sa sgsiadami w grafie G.

Typowa metoda przedstawiania grafu jest reprezentacja graficzna, na przyklad na ptaszczyznie, w
przestrzeni tréjwymiarowej, na powierzchni sfery, na powierzchni torusa lub w innej przestrzeni.
Wierzcholki grafu reprezentowane sg przez kota, a takze przez okregi, trojkaty lub inne figury geo-
metryczne lub symbole. Kazda z krawedzi grafu reprezentowana jest przez potaczenie wierzchotkow
tej krawedzi linig w przestrzeni (na przyklad odcinkiem na ptaszczyznie). Nie kazda z przestrzeni
umozliwia przedstawienie dowolnego grafu bez przecieé linii reprezentujgcych krawedzie tego grafu
— ewentualne przeciecia linii reprezentujacych krawedzie pozostana w niniejszej pracy bez znaczenia.

Przyktadowo rozwazmy graf G, dla ktorego V(G) = {a,b,c,d,e} oraz E(G) = {ab,ae,bc, bd,
be,cd, de}. Rysunek 1.1 przedstawia trzy rozne reprezentacje grafu G wraz z oznaczeniami wierz-

chotkow literami. Zauwazmy, ze graf mozna reprezentowaé na dowolnie wiele sposobdw.

b b b

e e \ % \ %

d d a e d c

Rys. 1.1: Trzy rozne reprezentacje grafu.
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W ramach pojedynczej reprezentacji grafu dopuszczamy stosowanie réznych oznaczen zardéwno
dla wierzchotkéow jak i dla krawedzi. Przyktadowo reprezentujac wierzchotki grafu mozemy dla
czescl z nich zastosowaé oznaczanie za pomoca kot, a dla pozostatych za pomocy okregdéw. Czesto
w ten spos6b bedziemy odrézniaé od siebie roztaczne podzbiory zbioru wierzchotkéw. Podobnie
w przypadku krawedzi uzyteczne moze okazaé¢ sie wykorzystanie réznych oznaczenn dla krawedzi —
przyktadowo niektére z krawedzi mozemy reprezentowaé za pomoca ciagtych linii, inne przy pomocy
linii przerywanych, a pozostate przy pomocy grubych linii ciggtych.

Przyktadowo rozwazmy graf H, dla ktérego V(H) = {a,b,c,d, e, x,y, z} oraz E(H) = {ab, ae, az,
be, ed, cx, cy, de, ez, vz, xy, yz}. Wprowadzmy dodatkowo podzial zbioru wierzchotkéw na dwa pod-
zbiory A i B. Niech zbior A = {a,b,c,d, e} oraz zbior B = {x,y, z}. Rysunek 1.2 przedstawia graf
H. Wierzcholki zbioru A reprezentowane sg przez okregi, a wierzcholki zbioru B reprezentowane sa
przez kota. Krawedzie pomiedzy wierzchotkami zbioru A oznaczone sg linig przerywang, krawedzie
pomiedzy wierzchotkami zbioru B oznaczone sg grubg linig ciggta. Pozostate krawedzie oznaczone

sa liniami ciaglymi normalnej grubosci.

Rys. 1.2: Reprezentacja grafu korzystajaca z roznych oznaczen wierzchotkéow i krawedzi.

Definicja 1.2. Niech G bedzie grafem. Podgrafem grafu G nazywamy dowolny graf H, dla ktorego
V(H) € V(G) i E(H) C E(G) a takze dla kazdej krawedzi uv € E(H) mamy u € V(H) oraz
v € V(H). Dodatkowo kazdy podgraf grafu G, ktory jest od niego rozny, nazywamy wtasciwym.

Definicja 1.3. Niech H bedzie grafem. Nadgrafem grafu H nazywamy dowolny graf GG, dla ktoérego
V(H) C V(G) i E(H) C E(G). Dodatkowo kazdy nadgraf grafu G, ktory jest od niego rozny,

nazywamy wtasciwym.
Niech G i H beda grafami. Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

o Jezeli graf H jest podgrafem grafu G lub graf G jest nadgrafem grafu H, to stosujemy
oznaczenie H C G lub G D H.

o Jezeli graf H jest podgrafem wtasciwym grafu G lub graf G jest nadgrafem wtasciwym grafu

H, to stosujemy oznaczenie H C G lub G D H.

Stwierdzenie 1.1. Graf H jest podgrafem grafu G wtedy © tylko wtedy, gdy graf G jest nadgrafem
grafu H. O
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Definicja 1.4. Niech H i G bedg grafami. Graf H nazywamy podgrafem indukowanym grafu
G, jezeli H C G oraz dla dowolnych wierzchotkow u € V(H), v € V(H) jezeli uv € E(G), to
wv € E(H).

Niech G bedzie grafem oraz niech A bedzie niepustym podzbiorem zbioru wierzchotkéw grafu G.
Mowimy, ze zbior A indukuje podgraf grafu G zdefiniowany jako para (A, E), gdzie E = E(G) N
{{a,b} : a € A/b € A}. Taki podgraf nazywamy tez podgrafem indukowanym przez zbior A i
oznaczamy G[A].

Przykladowo rozwazmy ponownie graf G, dla ktorego V(G) = {a, b, c,d, e} oraz E(G) = {ab, ae,
be,bd, be, cd, de}. Rysunek 1.3 przedstawia trzy grafy. Graf G reprezentowany jest po lewej stronie
rysunku. Srodkowa reprezentacja przedstawia podgraf H grafu G, dla ktérego V(H) = {a,b,d, e}
oraz E(H) = {ab, ae, bd}. Graf ten nie jest podgrafem indukowanym grafu G. Ostatnia reprezentacja
z rysunku 1.3 przedstawia podgraf indukowany K grafu G, dla ktorego V(K) = {a,b,d, e} oraz
E(K) = {ab, ae,bd, be, de}.

e e e
d d d

Rys. 1.3: Od lewej: graf G, podgraf H grafu G nie bedacy podgrafem indukowanym oraz podgraf
indukowany K grafu G.

1.2 Parametry i wlasnosci grafu
Niech G bedzie grafem.

e Liczbe wierzcholkow grafu G nazywamy rzedem grafu G i oznaczamy przez n(G).
e Liczbe krawedzi grafu G oznaczamy przez m(G).
o Stopniem wierzchotka w grafie nazywamy liczbe wierzchotkéw z nim sasiadujacych.

e Stopien wierzchotka v w grafie G oznaczamy przez degg(v). Mowimy tez, ze wierzcholek v

jest wierzchotkiem stopnia degq(v) lub ze ma stopieri réwny degq(v).

e Wierzcholek v grafu G nazywamy wierzchotkiem izolowanym (ang. isolated vertex), jezeli
degq(v) = 0; wierzchotkiem wiszqcym (ang. pendant vertex), jezeli degq(v) = 1; wierzchot-
kiem wspierajgcym (ang. support vertez), jezeli wérdd jego sasiadow znajduje sie wierzchotek

wiszacy.

e Liczbe bedaca stopniem wierzchotka o najnizszym stopniu nazywamy najnizszym stopniem

wierzchotka w grafie G i oznaczamy przez 0(QG).
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e Podobnie liczbe bedaca stopniem wierzchotka o najwyzszym stopniu nazywamy najwyzszym
stopniem wierzchotka w grafie G i oznaczamy przez A(G). Liczbe A(G) nazywamy rowniez

stopniem grafu G.

Lemat 1.2 (o usciskach dloni). Niech G bedzie n wierzchotkowym grafem dla ktorego V(G) =
{vi,...,v,}. Wtedy zachodzi rownosé Y} | degq(vi) = 2m(G). O

Definicja 1.5. Niech G bedzie grafem.
o Sgsiedztwem otwartym lub otwartym sgsiedztwem wierzchotka v € V(G) w grafie G nazywamy

zbiér wszystkich jego sasiadow w grafie G. Oznaczamy ten zbior przez Ng(v).

o Sgsiedztwem domknietym lub domknietym sqsiedztwem wierzchotka v € V(G) w grafie G
nazywamy zbior ztozony z wierzchotka v oraz wszystkich jego sasiadow w grafie G. Oznaczamy

ten zbior przez Ng[v].

e Dla dowolnego zbioru A C V(G) zbior (J,c 4 Na(v) nazywamy otwartym sgsiedztwem zbioru

A lub sgsiedztwem otwartym zbioru A i oznaczamy Ng(A).
e 7Zbior Ng(A) U A nazywamy domknietym sqsiedztwem zbioru A lub sgsiedztwem domknietym

zbioru A i oznaczamy Ng[A].

Rysuneki 1.4 oraz 1.5 prezentuja odpowiednio definicje otwartego i domknietego sasiedztwa wierz-
chotka oraz otwartego i domknictego sasiedztwa zbioru w grafie. Zauwazmy, ze dla danego wierz-
chotka v jego otwarte i domkniete sasiedztwo to zawsze zbiory rézniace sie jednym elementem —
wierzchotkiem v, ktéry nigdy nie nalezy do swojego otwartego sasiedztwa, za to zawsze nalezy
do sgsiedztwa domknietego. W przypadku otwartego i domknietego sasiedztwa zbioru nie jest to

reguly, co pokazuje rysunek 1.5.

d d

Rys. 1.4: Po lewej przedstawiono sasiedztwo otwarte (czarne wierzcholki) wierzchotka c. Po prawej

sasiedztwo domkniete (czarne wierzcholki) wierzcholtka ¢ w tym samym grafie.

Stwierdzenie 1.3. Niech G bedzie grafem oraz niech A, B C V(G). Zachodzq nastepujqce réwnosci:

e NG(AU B) = Ng(4) UNg(B),
o N¢[AU B] = Ng[A] UNg[B].

Jezeli ponadto A C B, to:
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Rys. 1.5: Po lewej przedstawiono sasiedztwo otwarte (czarne wierzchotki) zbioru {¢, f}. Na rysunku
srodkowej sasiedztwo domkniete (czarne wierzcholki) zbioru {c, f}. Po prawej otwarte sasiedztwo

(czarne wierzchotki) zbioru {c,d}, ktore jest identyczne z domknietym sasiedztwem tego zbioru.

e Ng(A) € Ng(B) oraz [Ng(A)| < [Ng(B)],
o N¢[A] C Ng[B] oraz [Ng|A]| < |Ne[B]l. O

Ponizszy lemat okaze sie wielokrotnie przydatny w wielu dalszych rozumowaniach.

Lemat 1.4. Niech G bedzie grafem oraz niech A,B C V(G), gdzie A C B. Wtedy dla kazdego
zbioru D C V(G) zachodzi [Ng[D N A]| < |[Ng[D N B]|. O

Definicja 1.6. Niech G bedzie grafem oraz D C V(G). Zbiér D nazywamy zbiorem dominujgcym
w grafie G lub zbiorem dominujgcym grafu G, jezeli Ng[D] = V(G). Méwimy réwniez, ze zbior D

dominuge graf G, oraz ze graf G jest zdominowany przez zbior D.

Stwierdzenie 1.5. Zbior wszystkich wierzchotkow grafu jest zbiorem dominujgcym w tym grafie.
O

Stwierdzenie 1.5 pokazuje, ze dla kazdego grafu istnieje podzbidr zbioru jego wierzchotkéw bedacy
zbiorem dominujacym w tym grafie. Bazujac na tej obserwacji definiujemy liczbe bedaca moca

najmniej licznego zbioru dominujacego w grafie [30].

Definicja 1.7. Niech G bedzie grafem. Moc najmniej licznego zbioru dominujacego w grafie G
nazywamy liczbg dominowania (ang. domination number). Liczbe dominowania grafu G oznaczamy

przez v(G).

d d

Rys. 1.6: Zbiory dominujace oznaczone kolorem czarnym w grafie. Z lewej strony przedstawiony zostal

dwuelementowy zbiér dominujacy, z prawej jednoelementowy zbiér dominujacy.
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Definicja 1.8. Niech G bedzie grafem. Liczbe réwna licznosci najliczniejszego podziatu zbioru
wierzchotkow V(G) na rozltaczne, niepuste podzbiory takie, ze kazdy zbior tego podziatu jest zbio-

rem dominujacym graf G nazywamy liczbg podziatu na zbiory dominujgce (ang. domatic number).

Na mocy stwierdzenia 1.5 wnioskujemy, ze dla dowolnego niepustego grafu liczba podziatu na
zbiory dominujace jest okreslona. Zdefiniujemy jeszcze pojecie totalnego dominowania [31, 32|,

zwigzane z pojeciem zbioru dominujacego w grafie.

Definicja 1.9. Niech G bedzie grafem oraz TD C V(G). Zbior T'D nazywamy zbiorem totalnie
dominujgcym w grafie G (ang. total dominating) lub zbiorem totalnie dominujacym grafu G, jezeli
Ng(TD) = V(G). Méwimy rowniez, ze zbior T'D totalnie dominuje graf G oraz ze graf G jest

totalnie zdominowany przez zbiér T'D.

Definicja 1.10. Niech G bedzie grafem. Moc najmniej licznego zbioru totalnie dominujacego w
grafie G nazywamy liczbg totalnego dominowania (ang. total domination number). Liczbe totalnego

dominowania grafu G oznaczamy przez v(G).

Definicja 1.11. Niech G bedzie grafem. Liczbe réwna licznodci najliczniejszego podziatu zbioru
wierzchotkow V(G) na roztaczne, niepuste podzbiory takie, ze kazdy zbiér tego podziatu jest zbio-
rem totalnie dominujacym graf G nazywamy liczbg podziatu na zbiory totalnie dominujgce (ang. total

domatic number).

Definicja 1.12. Niech G bedzie grafem oraz niech n € Ny. Marszrutg w grafie nazywamy kazdy
ciag jego wierzchotkow (v1, ..., v,), taki ze {vg, vp4+1} € E(G) dla kazdego k € {1,...,n—1}. Jezeli
VU1 = Uy, to marszrute nazywamy zamknictq, a w przeciwnym razie otwartq. Pierwszy wierzcholek
ciagu nazywamy wierzchotkiem poczgtkowym lub poczgtkiem marszruty. Ostatni wierzchotek ciagu
nazywamy wierzchotkiem koricowym lub koricem marszruty. Diugoscig marszruty nazywamy liczbe

krawedzi miedzy jej wierzchotkami.

Definicja 1.13. Niech G bedzie grafem oraz niech n € N, .Scieskqg w grafie nazywamy kazda
marszrute (vi,...,v,), dla ktorej ciag krawedzi ({vq, v}, ..., {vn—1,v,}) nie zawiera powtarzaja-
cych sie krawedzi. Jezeli v1 = v, to $ciezke nazywamy zamknietq, a w przeciwnym razie otwartg.
Pierwszy wierzchotek ciagu nazywamy wierzchotkiem poczgtkowym lub poczgtkiem $ciezki. Ostatni
wierzchotek ciggu nazywamy wierzchotkiem koricowym lub koricem Sciezki. Dtugoscig Sciezki w gra-
fie nazywamy liczbe krawedzi miedzy jej wierzchotkami. Moéwimy, ze wierzcholki v, u grafu G sa

potgczone Sciezkqg w grafie G jezeli w grafie G istnieje $ciezka zawierajaca wierzchotki v i u.

Definicja 1.14. Niech G bedzie grafem. Cyklem w grafie nazywamy kazda niepusta zamknieta

Sciezke. Dtugoscig cyklu nazywamy liczbe krawedzi miedzy jego wierzchotkami.

Niech G bedzie grafem, n > 2 oraz niech u, w beda r6znymi wierzchotkami grafu G. Jezeli istnieje

marszruta M = (u = vy,...,v, = w), to méwimy, ze M jest marszrutq z u do w oraz ze wierzchotki
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u 1w sa potgczone marszrutg. Jezeli marszruta M jest Sciezka, to analogicznie moéwimy, ze M jest
Sciezkg z w do w oraz ze wierzcholki u i w sa potgczone Sciezkg. Dtugosé Sciezki o najmniejsze;j
dtugosci (najkrotszej Sciezki) pomiedzy wierzchotkami u i w (o ile istnieje) nazywamy odlegtosciq
miedzy nimi i oznaczmy jako dg(u,v). Najwieksza odleglosé sposrod wszystkich odlegtosci miedzy

parami wierzchotkow grafu spéjnego nazywamy srednicg tego grafu i oznaczamy jako diam(G).

Definicja 1.15. Graf G nazywamy grafem spdjnym, jezeli kazde dwa rozne wierzcholki grafu G sa
potaczone Sciezka w grafie G. Graf, ktory nie jest grafem spdjnym nazywamy grafem niespdjnym

lub méwimy, ze jest niespojny.

W niniejszej pracy bedziemy zakltadaé, ze graf jest grafem spojnym, o ile nie zostanie wyraznie

zaznaczone, ze moze by¢ grafem niespéjnym.

Definicja 1.16. Niech G bedzie grafem oraz zbior A C V(G). Zbior A nazywamy zbiorem nieza-

leznym (ang. independent set), jezeli dla dowolnych wierzchotkow u € A, v € A mamy uv € E(G).

Definicja 1.17. Niech G bedzie grafem oraz zbior M C E(G). Zbiér M nazywamy skojarzeniem
(ang. matching) lub zbiorem krawedzi niezaleznych (ang. independent edge set) w grafie G, jezeli
zadne dwie rézne krawedzie ze zbioru M nie maja wspoélnego korica. Kazde najliczniejsze skojarzenie
w grafie G nazywamy najwickszym skojarzeniem grafu G, a liczbe jego elementéw nazywamy liczbg

niezaleznosci (ang. matching number) grafu G i oznaczamy przez v(G).

1.3 Elementarne klasy grafow

Zaprezentujemy teraz popularne w literaturze 4] klasy graféw. Niektore z nich postuza nam jedynie
jako przyktady lub kontrprzyktady. Inne zostang zbadane szerzej w kontekscie poje¢ dyskutowanych

W niniejszej pracy.

Definicja 1.18. Graf o pustym zbiorze krawedzi nazywamy grafem pustym. Graf pusty o n € N

wierzchotkach oznaczamy przez N,.

Definicja 1.19. Graf G, dla ktorego E(G) = {wv : u € V(G),v € V(G),u # v}, nazywamy grafem

petnym (ang. complete graph) i oznaczamy przez K,, gdzie n = n(Q).

Definicja 1.20. Niech {v1,...,v,} bedzie zbiorem wierzchotkow grafu G, gdzie n € N;. Graf G
rzedu n nazywamy $ciezkq (ang. path) dtugosci n — 1, jezeli istnieje permutacja n—elementowa o
o tej wlasnodci, ze zbior {v,()Vs(ir1): @ € {1,...,m — 1}} jest tozsamy zbiorowi krawedzi grafu
G. Dodatkowo wierzcholki v,(1) oraz v,(,) nazywamy wierzchotkami koricowymi, wierzchotkami
skragnymi lub koricami $ciezki. Dugosé Sciezki jest rowna liczbie jej krawedzi. Sciezke diugosci
n — 1 oznaczamy przez bP,.

Definicja 1.21. Cyklem (ang. cycle) rzedu n > 3 nazywamy graf, o takiej wlasnosci, ze kazdy pod-
graf tego grafu powstaly poprzez usuniecie jednej krawedzi jest Sciezka P,,. Cykl rzedu n oznaczamy

przez C,.
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Definicja 1.22. Niech G bedzie grafem oraz niech k bedzie liczba naturalng taks, ze k > 2. Graf
G nazywamy grafem k—dzielnym (ang. k—partite), jezeli istnieje podzial jego zbioru wierzchotkow

na k rozlacznych, niepustych zbioréw niezaleznych.

Niech G bedzie grafem k—dzielnym dla pewnego k > 2. Niech rodzina {V1, ..., V}} bedzie rodzina
niepustych, roztacznych, niezaleznych podzbiorow zbioru V(G), taka ze V(G) = Vi U ... U V.
Dla podkreslenia struktury podziatu zbioru wierzchotkéw na zbioru niezalezne, bedziemy stosowaé
notacje G = (V1 U... UV, E(Q)).

Definicja 1.23. Niech G = (V3 U ... U Vi, E) bedzie grafem k—dzielnym dla pewnego k > 2.
Jezeli dla dowolnych 4,5 € {1,...k}, i # j, oraz dla dowolnych wierzchotkow u € V; oraz v €
Vj zachodzi uv € E, to graf nazywamy grafem pelnym k-dzielnym (ang. complete k-partite) i

oznaczamy Kp, n, . n,., gdzie n; = |V;| dlai e {1,...k}.

Graf 2—dzielny nazywamy grafem dwudzielnym (ang. bipartite), natomiast pelny graf 2-dzielny

nazywamy grafem pefnym dwudzielnym (ang. complete bipartite).
Definicja 1.24. Graf K j nazywamy gwiazdg i oznaczamy przez Sj.

Definicja 1.25. Kolem (ang. wheel) rzedu k > 3 nazywamy graf, ktory moze zosta¢ skonstru-
owany z cyklu Cy, poprzez dodanie dodatkowego wierzchotka (zwanego osig kota) i potaczenia tego

wierzchotka z kazdym wierzchotkiem cyklu C. Graf bedacy kotem rzedu k oznaczamy przez Wy.

Warto zwroci¢ uwage, ze n(Py) = k oraz n(Cy) = k, ale n(S;) = k + 1 oraz n(Wy) =k + 1.

Kolejnymi czesto rozwazanymi klasami graféw sg tak zwane grafy regularne.

Definicja 1.26. Dla liczby naturalnej r > 0 graf nazywamy grafem r-regularnym, jezeli kazdy
wierzchotek tego grafu ma stopien réwny r. Graf nazywamy grafem regularnym, jezeli jest on grafem
r—regularnym dla pewnej liczby naturalnej r > 0. Grafy 3-regularne nazywamy grafami kubicznymi

(ang. cubic).

Definicja 1.27. Graf nazywamy grafem podkubicznym (ang. subcubic), jezeli kazdy wierzchotek

tego grafu ma stopieri nie wiekszy niz 3.
Za autorem ksiazki [14] przywolamy nastepujaca definicje lasu i drzewa:

Definicja 1.28. Graf (niekoniecznie spdjny), ktory nie posiada podgraféw indukowanych bedacych
cyklami, nazywamy lasem. Jezeli dodatkowo graf ten jest spéjny, to nazywamy go drzewem. Wierz-
chotki wiszace w lesie lub w drzewie nazywamy [isémi. Zbior lisci lasu lub drzewa T oznaczamy
jako L(T). Zbior wszystkich wierzchotkow, ktore nie sa 1isémi w lesie lub drzewie T (tzn.zbior
V(T)\ L(T)) oznaczamy jako C(T).

Przyktad grafu bedacego drzewem przedstawiony zostat na rysunku 1.7. Prawdziwa jest ponizsza

charakteryzacja:
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Rys. 1.7: Przykladowy graf bedacy drzewem.

Twierdzenie 1.6. [14] Spdjny, n—wierzchotkowy graf, gdzie n > 1, jest drzewem wtedy i tylko
wtedy, gdy ma doktadnie n — 1 krawedzi. O

Lemat 1.7. Niech graf T bedzie drzewem i niech n(T') > 2. Wtedy w drzewie T istniejq co nagmniej

dwa liscie.

DowoOD. Niech graf T bedzie drzewem. Zgodnie z twierdzeniem 1.6 liczba krawedzi drzewa jest
rowna m = n—1. Zalézmy nie wprost, ze w tym drzewie istnieje nie wiecej niz jeden lis¢. Korzystajac
z lematu o usciskach dloni (1.2), mamy zatem 2m =}, oy () degq(v) = 2n—1, skad m—n > —1.

Sprzecznos¢ z m —n = —1. O

Definicja 1.29. Drzewem petnym k-arnym wysokoSci h, gdzie liczby naturalne h i k spelniaja

k>21h >11oznaczanym jako T}, nazywamy drzewo zdefiniowane nastepujaco:

Ry _ 1.0 1 1.2 2 h—1 h—1 _h h
V(Tk)—{vl,vl,...,vk,vl,...,vkg,...,vl ,...,vkh_l,vl,...,vkh},

h—1 Kt i-k

Ery=UJU U g™

1=0 i=1 j=(i—1)k+1

Przykladowe drzewo T3 zostalo przedstawione na rysunku 1.8. Intuicyjnie drzewa k—arne maja
strukture pozwalajaca wybra¢ jeden z wierzchotkow (tzw. korzeri) w taki sposob, ze ma on doktadnie
k wierzchotkéw sgsiadujacych. Pozostate wierzchotki sa albo li§émi albo ich stopieti jest réwny k+1.

Dodatkowo odlegto$é miedzy korzeniem a kazdym z lisci jest rowna doktadnie h.

0
U]
1 1 1
v, v, v,
2 2 2 2 2 2 2 2 2
U] U2 v3 v4 U5 U6' U7 U8 U.‘)

Rys. 1.8: Drzewo k—arne T3
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1.4 Zlozonos$é obliczeniowa

Pojecia zwiazane z teorig zlozonosci obliczeniowej, do ktérych bedziemy odnosié sie w niniejszej
pracy, pochodza z (22, 23, 43, 44, 52|. Centralnymi pojeciami teorii sa pojecia algorytmow de-
terministycznych oraz algorytméw niedeterministycznych, oraz zwiazane z nimi klasy problemoéw
obliczeniowych. Klase probleméw decyzyjnych, ktore mozna rozwiaza¢ w czasie wielomianowym
(wzgledem rozmiaru danych wejsciowych) przy pomocy algorytmoéw deterministycznych, oznaczamy
jako P. Klase probleméw decyzyjnych rozwiazywalnych w czasie wielomianowym przy pomocy al-
gorytmoéw niedeterministycznych oznaczamy jako NP. W obrebie klasy NP wyrézniamy podklase
probleméw najtrudniejszych, w sensie obliczeniowym, w tej klasie, ktéra nazywamy problemami
NP—zupelnymi. Instancje wejsciowsg dowolnego problemu A z klasy AP mozna w wielomianowym
czasie przeksztalci¢ (procedura nazywana a-redukcja [43]) w instancje wejsciowa dowolnego pro-
blemu N P—zupelnego B w taki sposob, ze dla kazdej instancji I problemu A odpowiedz jest twier-
dzaca wtedy i tylko wtedy, gdy przetransformowana za pomoca a-redukcji instancja I’ problemu
B jest twierdzaca.

Dowody ~NP—zupelnodci probleméw decyzyjnych dyskutowanych w niniejszej pracy beda oparte
o redukcje z przedstawionych w dalszej cze$ci probleméw. Przez 3SAT oznaczymy modyfikacje

klasycznego problemu 3SAT.

Problem 3SAT

Instancja Formutla logiczna ¢ w znormalizowanej postaci koniunkcyjnej (ang. CNF') o 2 lub
3 literalach w kazdej klauzuli. Dodatkowo w formule ¢ kazda zmienna x wystepuje
w postaci literalu x lub —x w nie wiecej niz 3 klauzulach. Ponadto zakladamy, ze
dla kazdej zmiennej x w formule ¢ wystepuje zaréwno literal x jak i —z.

Pytanie Czy istnieje takie wartoSciowanie zmiennych formuly ¢, dla ktérego po podstawie-

niu tego wartosciowania formuta jest prawdziwa?

Twierdzenie 1.8. [22] Problem 3SAT jest problemem NP—zupetnym. O

Kolejnym problemem decyzyjnym, ktéry wykorzystamy podczas rozumowari, bedzie problem

istnienia zbioru totalnie dominujacego TDOM.

Problem TDOM

Instancja Graf G i liczba naturalna k.

Pytanie Czy w grafie G istnieje zbior totalnie dominujacy o mocy co najwyzej k?

Twierdzenie 1.9. [/1] Problem TDOM jest NP—zupelny w klasie dwudzielnych planarnych graféw
podkubicznych. O

11
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Ostatnim problemem decyzyjnym, ktéry wykorzystamy w dalszej czesci, jest problem 3DM.

Problem 3DM

Instancja Podkubiczny graf dwudzielny G = (V U @, E) bez wierzchotkow wiszacych, gdzie
Vi@ sa partycjami dwudzielnosci grafu G, V = XUY UZ, | X| = |Y| = |Z] = m,
|V| = 3m. Dla kazdego wierzchotka ¢ € @, degn(q) = 3 1 ¢ jest polaczony z
doktadnie jednym wierzchotkiem w kazdym ze zbiorow X,Y i Z, a dla kazdego
wierzchotka v € V mamy degq(v) € {2,3}.

Pytanie  Czy istnieje podzbior Q' C @ mocy |Q'| = m, ktory dominuje wszystkie wierzchotki
partycji V, to znaczy: Ng(Q') = V?

Twierdzenie 1.10. [22] Problem 3DM jest NP—zupelny. O

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przytoczyliSmy podstawowe definicje, oznaczenia i wlasnosci z dziedziny

matematyki, teorii graféw oraz teorii ztozonosci obliczeniowe;j.

12
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W niniejszym rozdziale wprowadzimy pojecia zwigzane z zagadnieniami koalicji i bezpieczenistwa
w grafach, a takze zaprezentujemy ogo6lny model struktury defensywnej. Rozpoczniemy od omo-
wienia ugruntowanych w literaturze poje¢ koalicji defensywnej [25, 28| oraz zbioru bezpiecznego
[5]. Nastepnie wprowadzimy uniwersalny model struktury defensywnej oparty o jeden zbior wierz-
chotkow grafu, a na koniec model dla dwoch wspotistniejacych zbioréw tego typu, czyli koncepcje

réownowagi strategiczne;.

2.1 Koalicje defensywne w grafach

W niniejszej czesci przyjrzymy sie definicji oraz podstawowym wtasnosciom modelu koalicji de-
fensywnych w grafach. Pojecie koalicji defensywnej w teorii graféw zostalo wprowadzone w dwdch
artykutach konferencyjnych (28] i [25], w ktorych autorzy zdefiniowali i badali wlasnosci odpowied-
nio koalicji defensywnych oraz globalnych koalicji defensywnych w grafach. Zagadnienie przycia-
gneto uwage badaczy m.in. ze wzgledu na mozliwosci zastosowania w dziedzinie spotecznosci siecio-
wych (ang. web communities) [20, 36|, obliczeri odpornych na bledy (ang. fault tolerant computing)
[53, 62|, a takze w zastosowaniach zwiazanych z analiza skupien (ang. data clustering) |60].

Wiecej wynikow pojawito sie w artykule [29] a niedlugo pézniej pojawilo sie wiele pokrew-
nych pojec¢ inspirowanych ta definicja. Wspomniane pojecia to miedzy innymi: koalicja ofensywna
(ang. offensive alliance) [11, 56|, koalicja silna (ang. strong alliance) 56| oraz koalicja potezna
(ang. powerful alliance) [6]. Dodatkowo wszystkie wymienione pojecia pojawiaja sie w badaniach w
wersjach wazonych (z wagami na wierzchotkach) [37]. Oprocz tego wprowadzone zostaly kolejne po-
krewne pojecia parametryzowane pojedynczg liczba naturalng, przyktadowo k-ofensywna koalicja
(ang. k—offensive alliance) [11, 58, 59, 62, 64].

Podstawowe oraz ogolne wlasnosci koalicji defensywnych badane byly w 21, 25, 26, 57]. W ko-
lejnych pracach autorzy badali wlasnosci réznych modeli koalicji dla réznych klas grafow takich jak
grafy gwiezdziste (ang. star graphs) (35|, drzewa [2, 3, 9, 11, 12, 17, 27|, grafy szeregowo-réwnolegle
(ang. series—parallel) [16], grafy planarne [15, 55|, grafy krawedziowe (ang. line graphs) [61], pro-
dukty kartezjanskie Sciezek i cykli [9]. Zagadnienia algorytmiczne poruszano w [1, 37, 63]. W [1]
wykazano, ze problemy poszukiwania najmniej licznej globalnej koalicji defensywnej, ofensywnej
oraz poteznej sa NP-trudne. W [37| zaprezentowano algorytmy liniowe wyznaczajace rozmiar naj-
mniej licznych globalnych koalicji réznych typéw w klasie drzew i grafach szeregowo-réwnolegtych,

a takze algorytmy liniowe dla analogicznych probleméw wazonych w Sciezkach. Badane byty row-
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niez podzialy zbioru wierzchotkéw grafu na roztaczne koalicje [17, 18, 60]. Artykul [64] stanowi
obszerne podsumowanie wynikéw uzyskanych przez réznych autoréw.

W dalszej czesci pracy wprowadzone zostana odmienne warianty oraz uogdlnienia pojecia koali-
cji defensywnej. Jednak charakter zmian i uogélnien bedzie odmienny od tych, ktére wprowadzone
zostaly przy wprowadzaniu wymienionych istniejacych pojeé¢ pokrewnych. Jako, ze to pojecie ko-
alicji defensywnej bylo inspiracja dla powstania niniejszej pracy, nie wprowadzimy pozostatych
wymienionych wczesniej wariantow. Ograniczymy sie do omdwienia koalicji defensywnej wraz z jej
podstawowymi wlasnosciami.

Niech G bedzie grafem oraz niech S C V(G). Jezeli dla wierzcholtka v € S zachodzi warunek
INg[v] N S| > |Ng[v] \ S|, to méwimy, ze dla wierzchotka v spelniony jest warunek koalicyjnosci
wzgledem zbioru S lub — jesli nie prowadzi to do niejednoznacznosci — méwimy, ze spetnia warunek

koalicyjnosci.

Definicja 2.1. Niech G bedzie grafem. Niepusty zbior S C V(G) nazywamy koalicjg defensywng

(ang. defensive alliance), jezeli dla kazdego wierzchotka v € S zachodzi:
INg[v] N S| = [Ng[v] \ S].

Jezeli dodatkowo zbioér S jest zbiorem dominujacym w grafie G, to koalicje defensywna nazywamy

globalng.

Wierzchotki nalezace do koalicji defensywnej nazywamy wierzchotkams koalicyjnymi koalicji de-
fensywnej S lub po prostu wierzchotkami koalicyjnymsi, jesli pominiecie oznaczenia koalicji defen-
sywnej nie prowadzi do niejednoznacznosci. Wierzcholtki nalezace do koalicji defensywnej mozemy
interpretowaé jako wierzchotki bronigce atakow ze strony wierzchotkow lezacych poza koalicja de-
fensywna, tzn. wierzchotkow nalezacych do zbioru V(G) \ S.

Warto zwrdci¢ uwage, ze spelnienie warunku koalicyjnoéci przez wierzcholek zalezy wytacznie od
jego bezposredniego sgsiedztwa. W szczegolnosci spelnienie warunku koalicyjnosci przez wierzcho-
tek jednej sktadowej grafu jest niezalezne od struktury grafu w pozostatych sktadowych spédjnosci.
7Z racji tego zagadnienia i problemy dotyczace pojecia koalicji defensywnej w grafach niespojnych
mozna rozwazaé¢ w sposOb niezalezny dla kazdej sktadowej spéjnosci. Analogiczna obserwacja do-
tyczyé bedzie réwniez modeli rozwazanych w dalszej czeSci pracy. Z tego wzgledu skupimy sie na

wynikach dotyczacych graféw spojnych.

Rys. 2.1: Przykiad koalicji defensywnej (po lewej) oraz globalnej koalicji defensywnej (po prawej) w

grafie. Wierzchotki koalicyjne zostaly oznaczone kolorem czarnym.

Rysunek 2.1 przedstawia przyktady koalicji defensywnych. Po lewej stronie przedstawiona zostata

koalicja defensywna w grafie. Wierzcholtki koalicyjne zostaty oznaczone kolorem czarnym. Kazdy
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czarny wierzcholek ma przynajmniej tylu sasiadéw, wliczajac siebie samego, czarnych co biatych.
Po stronie prawej przedstawiliSmy globalna koalicje defensywna w grafie. Ponownie wierzchotki
koalicyjne zostaly oznaczone kolorem czarnym. Kazdy czarny wierzcholek spetnia warunek koali-
cyjnosci. Dodatkowo zbidr czarnych wierzchotkéw jest zbiorem dominujacym w przedstawionym

grafie.

Definicja 2.2. Liczbe elementéw najmniej licznej globalnej koalicji defensywnej w grafie G nazy-

wamy globalng liczbg koalicji defensywnej i oznaczamy przez v, (G).

Niech G bedzie grafem. Zauwazmy, ze jezeli S = V(G), to zbior S jest globalna koalicja defen-

sywna a zatem wartosS¢ v, (G) jest dobrze okreslona liczba naturalna dla kazdego grafu.

Twierdzenie 2.1. Niech G bedzie grafem oraz zbiory S1,S2 C V(G) bedg koalicjami defensywnymi
w grafie G. Wtedy zbior S = S1U Sy jest koalicjg defensywng w grafie G. Dodatkowo, jezeli przynaj-
mniej jedna z koalicji defensywnych S1,S2 jest globalna, to zbior S réwniez jest koalicjq defensywng

globalng.

DowoOp. WeZzmy dowolny wierzchotek v € S. Wierzchotek v nalezy do przynajmniej jednej z ko-
alicji defensywnych Si,S2. Zalozmy, ze v € Si. Jako, ze S1 C S, to [Ng[v]NS| > |[Ng[v] N S|
oraz |Ng[v] \ S1| > |Ng[v] \ S|. Poniewaz zbior S; jest koalicja defensywna, to [Ng[v]NSy| >
INg[v] \ Si|. A zatem mamy: |Ng[v] NS| > |Ng[v] N S1| > |Ng[v] \ S1| > |Ng[v] \ S|. Dla wierz-
choltkéw nalezacych do koalicji defensywnej Sy rozumowanie jest analogiczne. Zatem z dowolnosci
wyboru wierzchotka v mamy, ze S jest koalicja defensywna.

Zalozmy bez straty ogdlnosci, ze zbiér Sp jest globalng koalicja, czyli zbior S7 jest zbiorem
dominujacym. Z tego, ze S; C S mamy V(G) = Ng[S1] C Ng[S], czyli V(G) = N¢[S]. Zatem zbior

S réwniez jest zbiorem dominujacym, czyli w konsekwencji globalna koalicja defensywna. O

Proste rozumowanie indukcyjne prowadzi do nastepujacego wniosku:

Wnhniosek 2.2. Niech G bedzie grafem i niech zbiory Sy, ..., S, C V(G) bedg koalicjami defensyw-
nymi w grafie G, przy czym n > 2. Wtedy zbior S = |J!_, S; jest koalicjq defensywng. Dodatkowo,
jezeli przynajmniej jedna z koalicji defensywnych Si,S9,...,S, jest globalna, to zbior S rowniez

jest globalng koalicjq defensywng. O

W literaturze (np.[17]) rozwazano podzial zbioru wierzchotkéow grafu w taki sposob, by kazdy
zbiér podziatu byt globalna koalicja defensywna. O ile istnienie przynajmniej jednej globalnej koali-
cji defensywnej w grafie jest na podstawie powyzszych rozumowar pewne, to wspotistnienie w grafie
wielu rozlacznych globalnych koalicji defensywnych nie jest oczywiste. Dla przyktadu dla kazdej

liczby naturalnej k > 2 w gwiezdzie S nie istnieja dwie roztaczne, globalne koalicje defensywne.

Definicja 2.3. Licznos$é najliczniejszego podziatu zbioru wierzchotkéw grafu na roztgczne, niepu-
ste zbiory takie, ze kazdy zbiér tego podziatu jest globalng koalicja defensywna nazywamy liczbg

podziatu na globalne koalicje defensywne.
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Rys. 2.2: Podzial grafu na trzy globalne koalicje defensywne

Na rysunku 2.2 przedstawiony zostal graf, ktérego zbiér wierzchotkéw zostal podzielony na trzy
partycje oznaczone odpowiednio kolorami: bialtym, szarym oraz czarnym. Zauwazmy, ze graf jest
kubiczny, czyli kazdy wierzchotek ma trzech sasiadéw. Dla kazdego wierzchotka jeden z jego sasia-
dow ma taki sam kolor, co zapewnia warunek koalicyjnosci. Latwo sprawdzi¢, ze kazda z partycji
jest tez zbiorem dominujacym. Zatem kazda partycja jest globalna koalicja defensywng. Wiemy
juz, ze liczba podzialu na globalne koalicje defensywne jest nie mniejsza niz trzy. Zauwazmy, ze
zaden jednowierzchotkowy zbiér nie moze byé¢ koalicja defensywna, poniewaz kazdy wierzchotek
ma trzech sasiadéw. Zatem kazda koalicja defensywna musi mieé¢ przynajmniej dwa wierzcholki.
Rysunek wskazuje podzial zbioru wierzchotkdéw na dwuwierzchotkowe partycje, czyli jest to podziat
na najwieksza mozliwa liczbe partycji bedacych globalnymi koalicjami defensywnymi. Zatem liczba

podziatu na globalne koalicje defensywne tego grafu jest réwna trzy.

Lemat 2.3. Niech G bedzie grafem i niech zbior S C V(G). Jezeli wierzchotek v € S jest wierzchot-
kiem stopnia 1, to spetniony jest dla niego warunek koalicyjnosci, czyli |Ng[v] N S| > [Ng[v] \ S|.

DowoOD. Niech v bedzie wierzchotkiem stopnia 1. Wtedy Ngfv] = {v,u} dla pewnego wierz-
chotka u € V(G). Jezeli u € S to [Ng[v]NS| =2 > 0 = |Ng[v] \ S|. Jezeli natomiast v ¢ S
to |[Ng[v]NS| =1=|Ng[v] \ S|. O

Lemat 2.4. Niech G bedzie grafem i S C V(G) bedzie koalicjq defensywng. Wtedy dla kazdego
wierzchotka v € S zachodzi |[Ng[v] N S| > (deng@)H} oraz |Ng[v] \ S| < Ldegcf(v)ﬂj.

DowOD. Zalézmy przeciwnie, ze [Ng[v] N S| < (degcf(v)“] Poniewaz |[Ng[v] N S|+ [Ng[v] \ S| =
degg(v) + 1, zatem |[Ng[v]\ S| > degg(v) + 1 — [0y — desc WL | Cyuli |Ng[o] \ S| >
Ldegcf(v)ﬂj +1> [deg%@)ﬂ] Stad |[Ng[v] \ S| > |[Ng[v]NS|. Czyli wierzcholek v nie spelnia
warunku koalicyjnosci co stoi w sprzecznosci z tym, ze v € S, gdzie zbiér S jest koalicja defensywna.
Oczywiscie [Ng[v] \ S| = [Ng[v]| — [Ng[v] N 5| < | deBalvlt | 0

W artykule [19] jako obserwacje podano fakt dotyczacy podziatu na zbiory dominujace:

Stwierdzenie 2.5. [19] Niech G bedzie grafem. Zbior wierzchotkow grafu G mozna podzieli¢ na co

najwyzej 0(G) + 1 roztacznych zbioréw dominujgcych.

DowoODp. Wierzchotek u € V(G) stopnia 6(G) musi by¢ zdominowany przez wszystkie zbiory do-

minujace podziatu, zatem wsrdéd swoich sasiadéw musi mieé¢ wierzchotki kazdego z nich. W takim
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razie jest ich co najwyzej §(G). Wierzchotek v moze by¢ w innym zbiorze dominujacym niz kazdy

z jego sasiadow, co w efekcie daje razem ograniczenie gorne rowne §(G) + 1. O

Zauwazmy, ze ograniczenie gérne zaproponowane w stwierdzeniu 2.5 jest realizowane w klasie
grafow pelnych. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 mamy §(K,,) = n — 1. Dowolny wierzchotek
grafu pelnego dominuje caly graf, zatem kazdy z n wierzchotkéw definiuje jednoelementowy zbior

dominujacy. Dla globalnych koalicji defensywnych warunek ze stwierdzenia 2.5 mozna wzmocni¢:

Stwierdzenie 2.6. Niech G bedzie grafem. Liczba podziatu na globalne koalicje defensywne jest nie
wieksza niz L%J + 1.

DowoODp. Niech v € V(G) bedzie wierzchotkiem stopnia 6(G) i nalezy do globalnej koalicji de-

fensywnej S. Zgodnie z lematem 2.4 zachodzi |[Ng[v]N S| > [degcf(v)ﬂ], a stad [Ng[v]\ S| <

Ldegcf(v)ﬂj. Wierzcholek v musi byé zdominowany przez wierzchotki z pozostalych koalicji de-

Ldegcév)+1J — L G)+1

fensywnych, ktérych moze byé w jego sasiedztwie co najwyzej |. Wliczajac

koalicje defensywna do ktorej nalezy wierzchotek v moze byé ich co najwyzej L HJ + 1. O

Whiosek 2.7. Jezeli w grafie istnieje wierzchotek stopnia 1, to liczba podziatu na globalne koalicje

defensywne jest réwna 1 lub 2.

DowOD. Wynika to bezposrednio z zastosowania stwierdzenia 2.6 dla graféw o najnizszym stopniu

wierzchotka rownym 1. O

Whniosek 2.8. Jezeli T jest drzewem, to liczba podziatu na globalne koalicje jest rowna 1 lub 2.

DowoOD. Jezeli drzewo T jest pojedynczym wierzchotkiem, to teza jest oczywista. Jezeli stopient
drzewa n(T) > 2, to na mocy lematu 1.7 wiemy, ze istnieje w tym drzewie wierzcholek bedacy

lisciem (tzn. wierzchotek stopnia 1). Korzystajac z wniosku 2.7 uzyskujemy teze. O

Dolne ograniczenie na rozmiar globalnej koalicji defensywnej w grafie zostato zbadane w [25].

4n(@)+1-1
M. O

Twierdzenie 2.9. [25/ Dla dowolnego grafu G zachodzi v,(G) >
Kolejne oszacowania dolne oraz oszacowania gérne na rozmiar najmniejszej globalnej koalicji

defensywnej rowniez pojawity sie w [25].

Twierdzenie 2.10. [25] Niech G bedzie grafem. Wtedy v,(G) > %.

Twierdzenie 2.11. [25] Niech graf T bedzie drzewem. Wtedy v (T) > W.

Twierdzenie 2.12. [25] Niech G bedzie grafem kubicznym lub 4-regularnym. Wtedy ~va(G)

n(G)/3.

Twierdzenie 2.13. [25] Niech G bedzie grafem bez izolowanych wierzchotkow. Wtedy ~va(G)

n(G) - [6(G)/2].

Twierdzenie 2.14. [25] Niech graf T bedzie drzewem rzedu n(T) > 4. Wtedy va(T) < 3n(G)/5.

O

oin DOiv O O
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2.2 Zbiory bezpieczne w grafach

Zbiory bezpieczne w teorii graféow zostaly zapoczatkowane w artykule [5]. Dalsze badania pro-
wadzone byly w [34, 39, 40]. Koncepcja zbioru bezpiecznego jest podobna do koncepcji koalicji
defensywnej, jednak konieczny do spetnienia warunek jest bardziej restrykcyjny. W przypadku ko-
alicji defensywnych méwimy o spetnianiu warunku koalicyjnosci przez jej wierzchotki. Taki warunek
mozemy interpretowaé jako zdolnosé do obrony danego wierzchotka wystawionego na atak ze strony
jego sasiadéw spoza koalicji defensywnej. Pojecie zbioru bezpiecznego w naturalny sposéb modyfi-
kuje pojecie koalicji defensywnej rozszerzajac wymaganie obrony z pojedynczych wierzchotkéw do
dowolnych podzbioréw.

Wprowadzimy teraz definicje zbioru bezpiecznego a nastepnie przytoczymy warunki rownowazne
spotykane w literaturze, ktére ukazg pokrewienistwo pojecia zbioru bezpiecznego do koalicji defen-
sywnej. Autorzy [5] proponuja nastepujaca definicje zbioru bezpiecznego poprzez pojecia odpowied-

nio zdefiniowanych ataku i obrony.

Definicja 2.4 (Zbiér bezpieczny). Niech G bedzie grafem oraz niech zbior S C V(G) bedzie zbio-

rem k—elementowym. Przyjmiemy tez nastepujace oznaczenie wierzchotkow zbioru S jako {sy, s2, . ..

1. Atakiem na zbior S nazywamy dowolna k—elementowg rodzing zbioréw A, ktorej elementami
sa parami roztaczne zbiory Ai, A, ..., Ay, dla ktorych zachodzi A; C Ng[s;] \ S, kazdego
ie{l...k}.

2. Obrong zbioru S nazywamy k—elementows rodzine zbioréw D, ktorej elementami sa parami
roztaczne zbiory Dy, Do, ..., Dy, dla ktorych zachodzi D; C Ng[s;] NS, dla kazdego i €
{1...k}.

3. Atak A na zbioér S mozna odeprzeé (powiemy tez obronic), jezeli istnieje obrona D zbioru S
taka, ze dla kazdego i € {1,...,k} zachodzi |D;| > |A;|.

4. 7Zbiér S nazywamy zbiorem bezpiecznym, jezeli kazdy atak na zbiér S da sie odeprzeé.

5. Zbior X C S nazywamy zbiorem S—bezpiecznym, jezeli kazdy atak na zbior S, taki ze A; = ()

dla kazdego s; ¢ X, mozna obroni¢.

6. Jezeli zbior S jest jednoczesnie zbiorem bezpiecznym i dominujacym to nazywamy go global-

nym zbiorem bezpiecznym.

W artykule [5] analizowane sa podstawowe wlasnosci zbiorow bezpiecznych. Zostato tam przedsta-
wione, miedzy innymi, twierdzenie charakteryzujace pojecie zbioru bezpiecznego, ktére umozliwia
pominiecie pomocniczych pojeé ataku i obrony. Twierdzenie to dostarcza alternatywnego warunku

pozwalajacego weryfikowaé bezpieczenstwo zbioru.

Twierdzenie 2.15. [5] Niech G bedzie grafem. Zbior S C V(G) jest bezpieczny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego zbioru X C S zachodzi [INg[X] N S| > |Ng[X]\ 9] O
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Niech G bedzie grafem oraz niech zbior S C V(G). Mowimy, ze zbior X C S spelia warunek
bezpieczenstwa (wzgledem zbioru S), jezeli zachodzi warunek |[Ng[X] N S| > |Ng[X]\ S|.

Warto zwrocié uwage na podobieristwo charakteryzacji w twierdzeniu 2.15 do definicji koalicji
defensywnej. Przypomnijmy, ze w przypadku koalicji defensywnej warunek koalicyjnosci dotyczy?t
pojedynczych wierzchotkéw. W przypadku pojecia zbioru bezpiecznego warunek bezpieczeristwa

dotyczy kazdego podzbioru. Latwo zatem o nastepujacy wniosek.

Wnhniosek 2.16. Niech G bedzie grafem oraz niech zbior S C V(G) bedzie zbiorem bezpiecznym.
Wtedy zbior S jest koalicja defensywng w grafie G. Dodatkowo jezeli S jest globalnym zbiorem

bezpiecznym to jest réwniez globalng koalicjg defensywng. O

Twierdzenie 2.17. Niech G bedzie grafem i niech zbior S C V(G) bedzie globalnym zbiorem
bezpiecznym w grafie G. Wtedy |S| > n(G)/2.

DowOD. Zgodnie z twierdzeniem charakteryzujacym zbiory bezpieczne 2.15 zachodzi, miedzy in-
nymi, [Ng[S] N S| > [Ng[S] \ S|. Zbior S jest zbiorem dominujacym, zatem Ng[S] = V(G). Otrzy-
mujemy |V(G)NS| > |V(G)\ S|. Czyli |S| > n(G) — |S|. Po przeksztalceniu |S| > n(G)/2. O

2.3 Modele struktur defensywnych

Do tej pory przywotaliémy dwie pokrewne definicje, ktére swoim nazewnictwem sugeruja kontekst
bezpieczenistwa — mianowicie koalicje defensywne oraz zbiory bezpieczne. Oméwimy teraz zagadnie-
nie modelowania sytuacji konfliktowych przy uzyciu graféw. Najpierw uzasadnimy dlaczego teoria
graféw stanowi wygodne narzedzie pozwalajace reprezentowaé konflikty. Okreslimy miedzy innymi
uniwersalny predykat pozwalajacy oceni¢ zdolnos¢ podstruktury grafu do obrony. Nastepnie poka-
zemy og6lng definicje struktury defensywnej oparta o uniwersalny predykat. Pokazemy réwniez w

jaki spos6b dyskutowane wczesniej pojecia sg zgodne z nowym punktem widzenia.

Modelowanie sytuacji konfliktowych przy uzyciu graféow

W rozwazanym przez nas kontekscie wykorzystujemy graf jako model reprezentujacy $rodowisko
sktadajace sie z jednorodnych elementéw oraz zachodzacych miedzy nimi powiazan. Przyktadowo za
pomocy grafu mozemy modelowaé zaleznosci pojawiajace sie na mapie $wiata. Wierzchotkami grafu
mogg by¢ panstwa, natomiast zalezno$ci miedzy panstwami zalezg od specyfiki modelu. Potaczenia
w grafie moga wtedy reprezentowac istnienie wspolnej granicy, paktu o nieagresji, umowy handlowej
itp.

Przechodzac do ogdlnego zagadnienia konfliktu, skupimy sie na istnieniu pewnej grupy broniacej
pewnego interesu. Pozostate elementy traktujemy jako neutralne lub negatywnie nastawione do
wspomnianego interesu. Skupiajac sie na wariancie pesymistycznym, rozwazymy elementy neutralne
jako potencjalnie negatywnie nastawione. Bezpos$rednie powigzania daja mozliwo$é wzajemnego

wsparcia (w przypadku powiazania w obrebie grupy) lub stanowia ryzyko ataku (w przypadku
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powiazania pomiedzy elementem grupy a elementem spoza grupy). To znaczy, ze elementy grupy
broniacej moga zostaé zaatakowane przez elementy spoza grupy, ale jednoczesnie moga liczy¢ na
pomoc w obrebie elementéw nalezacych do grupy.

Reprezentujac omawiana sytuacje przy pomocy grafu przyjmiemy tymczasows konwencje, zgod-
nie z ktéra grupa broniaca interesu zostanie oznaczona wierzchotkami czarnymi. Pozostate wierz-
chotki zostana oznaczone kolorem biatym. Rysunek 2.3 prezentuje przykladowy uktad ataku. Kazdy
atakujacy (bialy) wierzcholek wybral swoj cel, ktory zobrazowany jest odpowiednio skierowana
strzatka. Znaki zapytania zostaly umieszczone przy zaatakowanych czarnych wierzchotkach. Dla
takich wierzchotkéw potrzebujemy sposobu obrony. Zauwazmy, ze jedyna informacja jakg mamy do
dyspozycji w przypadku grafu, jest struktura potaczen. Jezeli wierzchotek grafu miatby mieé¢ moz-
liwoéé obrony, ktéra nie bytaby samodzielna, to moze skorzystaé¢ z pomocy innych wierzchotkéw,

na przyktad sgsiadujacych, lub znajdujacych sie w pewnej zadanej odleglosci.

® broniqcy
O atakujqcy

@ <

Rys. 2.3: Przykladowa sytuacja konfliktowa modelowana przez graf, w ktorym strzalki prowadzone

wzdtuz krawedzi oznaczaja kierunek ataku.

Naturalnym jest przyjecie, ze czarny wierzchotek z rysunku 2.3, ktory jest atakowany przez dwa
biate wierzcholki, nie jest w stanie odeprzeé¢ ataku samodzielnie. Rysunek 2.4 przedstawia poten-
cjalne rozwiazanie tego problemu. Strzatki pomiedzy czarnymi wierzchotkami okreslaja kierunek
niesionej pomocy, to znaczy kazdy czarny wierzcholek pomaga w obronie wierzchotkowi znajduja-
cemu sie na koncu wychodzacej z niego strzatki. W tym przypadku petle oznaczaja, ze wierzcholek

niesie pomoc sam sobie.

Rys. 2.4: Pomoc moze pochodzié¢ z sasiedztwa.

Bazujac na poczynionej obserwacji dotyczacej potencjalnej pomocy pochodzacej z sasiedztwa
zdefiniujemy teraz uniwersalny predykat okreslajacy czy pewien podzbior grupy wierzchotkéw bro-

nigcych jest zabezpieczony.
Definicja 2.5. Niech G bedzie grafem oraz S C V(G). Definiujemy dla kazdego X C S:

SECG(S, X) <= |Ng[X]N S| > [Ne[X]\ S].
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Zobrazowaliémy powyzsza definicje na rysunku 2.5. Wierzchotki czarne stanowig zbior S. Ze
wzgledu na symetrie tego grafu rozpatrzone zostaty wszystkie podzbiory zbioru S i okreslona zostata
dla nich warto$é logiczna predykatu SEC. W istocie zachodzi réwniez nie opisane na rysunku

SEC¢(S,{b}), SECq(S,{c}), SEC¢(S,{a,c}) oraz SECx(S, {b,c}).

® :zbior S
a
SEC(S,{a}) spetniony
SEC(S,{a,b}) spetniony
b C SEC(S,{a,b,c}) niespetniony

Rys. 2.5: Przyktad dla predykatu SEC.

W dalszej czesci pracy na rysunkach dopuscimy notacje uproszczong postaci SEC(A), czyli z
pominieciem wskazania grafu G i zbioru S. W przypadku rysunku przyjmiemy, ze grafem G jest graf
na rysunku a zbiorem S jest pewien wyrézniony (np. wierzchotkami czarnymi) zbioér wierzchotkow.
Dodatkowo jezeli zbior A jest jednoelementowym zbiorem postaci {v}, to zamiast SECq(S,{v})
bedziemy korzysta¢ z notacji SECq(S,v). Bedziemy réwniez mowili, ze dla grafu G i zbioru S
zbior A C S spetnia warunek bezpieczeristwa w sensie predykatu SEC majac na mysli, ze zachodzi
SEC¢(S, A).

Zauwazmy, ze kiedy grupa broniaca stanowi wszystkie wierzchotki grafu (tzn.nie ma atakuja-

cych), to predykat jest spelniony niezaleznie od zbioru, ktérego bezpieczenstwo badamy.
Stwierdzenie 2.18. Niech G bedzie grafem. Dla kazdego X C V(G) zachodzi SEC(V(G), X).

Dowob. Wystarczy zauwazyé, ze |[Ng[X]\ V(G)| = 0. Zatem nieréwnos¢ definiujaca predykat

SEC jest zawsze spelniona. O

2.3.1 Ogoélna definicja struktury defensywnej

Korzystajac z predykatu SEC mozemy w ogdlny sposéb zdefiniowaé strukture defensywng. W ten
spos6éb modelowaé bedziemy bezpieczeristwo tej struktury. Podazymy za intuicja, zgodnie z ktora
struktura jest bezpieczna, jesli bezpieczne sg jej wybrane kluczowe podstruktury. Przyktadowo bez-
pieczenistwo militarne kraju mozna oprzeé¢ na bezpieczenistwie krytycznych jednostek wojskowych

znajdujacych sie na jego terenie.

Definicja 2.6. Niech G bedzie grafem, S C V(G) oraz A taka rodzing rodzin zbioréw, ze dla
kazdej rodziny A € A mamy A # () oraz A C 2°. Mowimy, ze zbior S jest A-bezpieczny, jezeli dla
kazdej rodziny A € A istnieje zbior X € A, ze zachodzi SEC(S, X). Dodatkowo méwimy, ze zbior

S jest globalny, jezeli jest zbiorem dominujacym.
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Intuicyjnie A-bezpieczenistwo zbioru S oznacza, ze wyrdzniamy pewne jego grupy podstruktur i
zadamy, aby w kazdej z grup istnial cho¢ jeden zabezpieczony zbior (tzn. taki, dla ktérego prawdziwy
jest predykat SEC).

Definicja 2.7. Niech G bedzie grafem. Przeksztalcenie Sg: 2V(@) \ {§} — 22" takie, ze dla
kazdego niepustego S C V(G) mamy Sg(S) # 0 oraz Sg(S) C 2%, nazywamy generatorem struktur
krytycznych. Wartosci przeksztalcenia Sg nazywamy zbiorami wymagan lub po prostu wymaga-

niamsi.

Kazdy generator struktur krytycznych definiuje pewien model struktury defensywnej w sensie

nastepujacej definicji:

Definicja 2.8. Niech G bedzie grafem oraz Sg bedzie generatorem struktur krytycznych. Model,
w ktérym badamy A-bezpieczenstwo niepustych zbiorow S C V(G), gdzie A = S;(S) nazywamy
modelem struktur defensywnych zadanych przez generator Sg lub modelem struktur defensywnych
typu Sg. Jezeli dodatkowo wymagamy, zeby zbior S byl zbiorem dominujacym (tzn. w modelu ba-
damy globalne A-bezpieczenstwo), to model struktury defensywnej nazywamy modelem globalnych
struktur defensywnych zadanych przez generator Sg lub modelem globalnych struktur defensywnych

typu Sq.

Modele struktur defensywnych generowanych przez generatory struktur krytycznych nazywamy
zbiorczo modelami (globalnych) struktur defensywnych. Niech G bedzie grafem, Sg generatorem
struktur krytycznych oraz S C V(G). Jezeli zbior S jest Sg(S)-bezpieczny, to méwimy, ze jest
strukturg defensywng typu Sg lub strukturqg defensywng. Dodatkowo jezeli zbior S jest zbiorem
dominujacym, to méwimy, ze jest globalng strukturg defensywng typu Sg lub globalng strukturg
defensywnaq.

Niech G bedzie grafem. Zdefiniujemy teraz przykladowe generatory struktur krytycznych S,
S, 8. Dla kazdego S € V(G) definiujemy:

° S(C);(S ) = 0 (nie wymagamy zabezpieczenia zadnej struktury zbioru S),

o S&(S) = {{{v}}: v e S} (wymagamy bezpieczeristwa wszystkich wierzchotkéw zbioru .5),
o S&(S) ={{X}: X C S, X # 0} (wymagamy bezpieczenistwa wszystkich podzbioréw zbioru
S).

Stwierdzenie 2.19. Niech G bedzie grafem oraz niech D C V(G) bedzie zbiorem dominujgcym.
Wtedy D jest globalng strukturg defensywng typu Sg. O

Stwierdzenie 2.20. Niech G bedzie grafem i niech Sg bedzie generatorem struktur krytycznych.
Wtedy zbior V(G) jest globalng strukturg defensywnqg typu Sg. O

Stwierdzenie 2.21. Niech G bedzie grafem oraz niech S C V(G) bedzie (globalng) koalicjq defen-
sywng. Wtedy zbior S jest (globalng) strukturg defensywng typu SE(S).
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DowoOD. Definicja generatora struktur krytycznych S¢ jest alternatywnym zapisem klasycznej
definicji koalicji defensywnej w grafie. To znaczy dla kazdego zbioru S badamy A-bezpieczenstwo
dla rodziny A, ktora wymaga zabezpieczenia (w sensie predykatu SEC) kazdego wierzchotka zbioru
S. O

Stwierdzenie 2.22. Niech G bedzie grafem oraz niech S C V(G) bedzie (globalnym) zbiorem
bezpiecznym. Wtedy zbior S jest (globalng) strukturg defensywnq typu Sg&(S).

DowoOD. Podobnie jak w przypadku koalicji defensywnych, definicja generatora struktur krytycz-
nych S jest alternatywnym zapisem warunku przedstawionego w twierdzeniu 2.15 charakteryzu-
jacym zbiory bezpieczne. To znaczy dla kazdego zbioru S badamy .A-bezpieczenstwo dla rodziny
A, ktora wymaga zabezpieczenia (w sensie predykatu SEC) kazdego niepustego podzbioru zbioru

wierzchotkow S. O

Widzimy, ze wprowadzona og6lna definicja struktury defensywnej w uniwersalny sposoéb obejmuje
rozwazane dotychczas w niniejszej pracy modele. W takim ujeciu narzuca sie spostrzezenie, ze
zbiory dominujace (stwierdzenie 2.19) sa najmniej restrykcyjnymi strukturami defensywnymi (ge-
nerator struktur krytycznych Sg dla kazdego argumentu generuje pusty zbiér wymagari). Koalicja
defensywna jest bardziej restrykcyjna (stwierdzenie 2.21). Dla kazdego argumentu generator struk-
tur krytycznych S¢ definiuje zbior wymagan wymuszajacy zabezpieczenie wszystkich wierzchotkow.
Nie jest to jednak bardzo restrykcyjne wymaganie, poniewaz nie jest wymagana zdolnosé¢ do obrony
przed atakami na wiele wierzchotkow na raz. Zbiory bezpieczne stawiaja najbardziej rygorystyczne
wymaganie (stwierdzenie 2.22). Generator struktur krytycznych S¢ generuje, dla kazdego argu-
mentu, zbiér wymagan wymuszajacy zabezpieczenie (w sensie predykatu SEC) wszystkich pod-

zbioréw.

Relacje miedzy modelami struktur defensywnych

Sformalizujemy teraz poczynione obserwacje dotyczace restrykcyjnosci modeli struktur defensyw-

nych poprzez wprowadzenie relacji miedzy modelami struktur defensywnych.

Definicja 2.9. Niech G bedzie grafem oraz Sg, Rg beda generatorami struktur krytycznych.
Powiemy, ze model struktur defensywnych typu R¢g jest nie mniej restrykcyjny od modelu struktur
defensywnych S, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru S C V(G), jezeli zbior S jest
struktura bezpieczna typu R, to jest tez struktura bezpieczna typu Sg. Tak zdefiniowana relacje

oznaczamy Sg < Rg 1 nazywamy relacjg restrykcyjnosci modeli struktur defensywnych.
Pokazemy, ze tak zdefiniowana relacja jest praporzadkiem (czyli relacja zwrotna i przechodnia).

Stwierdzenie 2.23. Niech G bedzie grafem i niech Q bedzie rodzing wszystkich generatorow struktur
krytycznych dla grafu G. Relacja restrykcyjnosci modeli struktur defensywnych < jest praporzadkiem
w rodzinie modeli V', gdzie €V jest rodzing modeli okreslonych przez generatory struktur krytycznych

rodziny €.
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DowoD. Relacja < jest oczywiscie zwrotna. Niech teraz S, Ra, Pg € € takie, ze Sg < Rg oraz
Ra =< Pg. Wezmy dowolny S C G, taki ze S jest struktura bezpieczna typu Pg. Wtedy na mocy
Ra < Pg zbidr S jest struktura bezpieczng typu R¢g. Zatem na mocy Sg < Rg zbiér S jest
struktura bezpieczna Sg. Czyli Sg < Pg, zatem relacja < jest przechodnia. O

Lemat 2.24. Niech G bedzie grafem, S C V(G) oraz rodziny zbiorow A, B bedg takie, ze dla kazdego
Ae Amamy A# 0 oraz A C 25, a takze dla kaidego B € B mamy B # 0 oraz B C 2°. Niech
dodatkowo A C B. Wtedy jezeli zbior S jest (globalnym) zbiorem B-bezpiecznym, to jest réwniez

(globalnym) zbiorem A-bezpiecznym.

DowoOD. Niech A € A. Wtedy A € B, skad wobec zalozenia, ze zbior S jest (globalnym) zbiorem
B-bezpiecznym spelniony jest predykat SECg(S, X) dla pewnego X € A. Zatem zbior S jest
(globalnym) zbiorem A-bezpiecznym. O

Whiosek 2.25. Niech G bedzie grafem i niech Sg,Rg bedqg generatorami struktur krytycznych.
Jezeli dla kazdego S C V(G) zachodzi Sg(S) C Ra(9), to S¢ < Re- O

Uogo6lnimy teraz lemat 2.24.

Twierdzenie 2.26. Niech G bedzie grafem, S C V(QG) oraz rodziny zbiorow A, B bedq takie, ze dla
kazdego A € A mamy A # 0 oraz A C 2% a takze dla kazdego B € B mamy B # () oraz B C 25.
Niech dodatkowo dla kazdego zbioru A € A istnieje taki zbior B € B, ze B C A. Wtedy jezeli zbidr

S jest (globalnym) zbiorem B-bezpiecznym, to jest rowniez (globalnym) zbiorem A-bezpiecznym.

DowoD. Dla dowolnego zbioru A € A istnieje zbior B € B, taki ze B C A. Poniewaz zbior S jest
(globalnym) zbiorem B-bezpiecznym, to istnieje zbior X € B, dla ktorego zachodzi SECq(S, X).
Jako, ze B C A, to X € A. Zatem zbior S jest (globalnym) zbiorem A-bezpiecznym. O

Whniosek 2.27. Niech G bedzie grafem i niech Sg,Rq bedg generatorami struktur krytycznych.
Jezeli dla kazdego S C V(G) i dla kazdej rodziny A € Sq(S) istnieje rodzina B € Ra(S), taka ze
BCA, toSg < Ra. O

Korzystajac z porzadku (def.2.9) miedzy modelami struktur defensywnych mozemy rozwazaé
ich hierarchie i wzajemne relacje. Wnioski 2.25 oraz 2.27 pomogg wskazaé¢ niektore zaleznosci. Dla
zobrazowania dyskutowanej hierarchii wprowadzimy dodatkowe modele.

Niech G bedzie grafem. Definiujemy generatory struktur krytycznych 8(1;, Sds, See S¢. Dla
kazdego S C V(G):

o SL(S)={{X: X CS,X +#0}} (wymagamy bezpieczeristwa dowolnego podzbioru zbioru S),

o SE(S) = {{{v}: v € S}} (wymagamy bezpieczenstwa dowolnego wierzchotka zbioru 5),
o SE(S) = {Ay:v € S}, gdzie 4, = {{v}} U {{v,u}:u € S, {v,u} € E(G)} dlav € S

(wymagamy bezpieczeristwa dla kazdego wierzchotka zbioru S lub co najmniej jednej krawedzi

w zbiorze S krawedzi do ktorej nalezy ten wierzcholek),
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€ea

o SEH(S) = {{e}: e € E(G[S])} (wymagamy bezpieczenstwa wszystkich krawedzi w zbiorze ),
o SG(S) = S&(S) USE(S) (wymagamy bezpieczenistwa wszystkich wierzchotkow oraz wszyst-

kich krawedzi w zbiorze S).

Stwierdzenie 2.28. Niech G bedzie grafem. Wtedy zachodzq nastepujgce relacje: Sg < Sé, Scl; <
S, 8(1; < Sgs, NEEER Sg;s <SG, S s S, SE s SG, SE = SG, oraz wszystkie relacje

wynikajgce z przechodniosci relacyi <.
DowOD. Relacje wynikajg bezposrednio z wnioskéw 2.25 1 2.27. O

Rysunek 2.6 przedstawia relacje zachodzace miedzy zdefiniowanymi modelami struktur defensyw-

nych. Dla czytelnosci, relacje wynikajace z przechodniosci zostaty dla rysunku pominiete.

Sv

/v >
1
/S>’Sds;/‘ )

SO

Rys. 2.6: Relacja porzadku miedzy modelami struktur defensywnych. Dla czytelnosci w oznaczeniu

pominiety zostato oznaczenie G.

Zwroémy uwage, ze dla grafu G o co najmniej dwoch wierzchotkach ograniczajac dziedzine ge-
neratorow do wszystkich podzbiorow U C V(G), takich ze G[U] nie zawiera wierzcholkow izolowa-
nych zachodza réowniez relacje oznaczone strzatkami przerywanymi (rys. 2.6), czyli Sé < 8§t oraz
Sk < S

Stwierdzenie 2.29. Niech G bedzie grafem oraz niech Sg bedzie generatorem struktur krytycznych.
Wtedy Sg < 8g oraz Sg < 8§

DowoD. Relacja Sg < 8¢ wynika z lematu 2.25 a relacja Sg < S& wynika z lematu 2.27. 0

Ze stwierdzenia 2.29 widzimy, ze modele struktur defensywnych typow Sg i 8, sa odpowiednio
elementami minimalnym i maksymalnym dla porzadku < w grafie G. Ze stwierdzenia 2.22 wiemy,
ze model struktur defensywnych typu S¢ jest alternatywnym sformutowaniem modelu zbioréw bez-
piecznych. Przy takiej interpretacji widzimy zatem, ze model zbioréw bezpiecznych jest modelem
najbardziej restrykcyjnym. Rozwazajac modele struktur defensywnych w wersji globalnej widac,
ze najmniej restrykcyjny jest model globalnych struktur defensywnych typu Sg (czyli ze stwier-
dzenia 2.19 model zbioréw dominujacych) cechujacy sie brakiem restrykcji. Modelem posrednim
jest wtedy model globalnych koalicji defensywnych (czyli ze stwierdzenia 2.21 model globalnych
struktur defensywnych typu S&).
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Ogolna definicja struktury defensywnej pozwala w naturalny sposob definiowaé¢ pokrewne mo-
dele. Kazdy taki model bedzie cechowal sie pewnym poziomem restrykcyjnosci znajdujacym sie
gdzie§ pomiedzy dwiema skrajnosciami: catkowitym brakiem restrykcji oraz maksymalna restryk-
cyjnoscia zbioru bezpiecznego (czyli wymaganiem obronnosci wszystkich podstruktur). W kolejnych
rozdziatach zdefiniujemy i zbadamy wtasnosci modeli, ktore autor niniejszej rozprawy wraz z wspol-
autorami wprowadzil do literatury pracami [47] oraz [48]. Sa to odpowiednio model struktur defen-
sywnych typu S&, ktore w dalszej czesci zdefiniujemy jako zbiory defensywne oraz model struktur
defensywnych typu Sg&* z pewnymi dodatkowymi zalozeniami, ktére w dalszej czedci zdefiniujemy

jako koalicje krawedziowe.

2.4 Modele ré6wnowagi strategicznej

Do tej pory wprowadziliémy struktury defensywne w postaci pojedynczych zbioréw, dla ktorych
stawiane sa wymogi zwiazane z bezpieczenstwem (w sensie predykatu SEC) pewnych ich podzbio-
row. W poprzedniej czesci wprowadziliSmy ogélng definicje struktury bezpiecznej, ktérg w niniej-
szej czesci wykorzystamy do zdefiniowania pojecia rownowagi strategicznej (ang. strategic balance).
Koncepcja réwnowagi strategicznej koncentruje sie na wspoélistnieniu dwéch roztacznych globalnych

struktur defensywnych w grafie.

Definicja 2.10. Niech DS bedzie pewnym modelem struktury defensywnej. Niech G bedzie grafem.
Rozwazmy dwa roztaczne podzbiory zbioru V(G) i oznaczmy je odpowiednio jako N oraz S. Jezeli
zbiory N oraz S sa globalnymi strukturami defensywnymi typu DS, to pare nieuporzadkowana
{N, S} nazywamy réwnowagq strategiczng zbioréow typu DS (ang. strategic balance of DS—type sets).
Dodatkowo jezeli rodzina {N, S} jest podziatlem zbioru V(G), to réwnowage strategiczng zbiordw

typu DS nazywamy doskonatq (ang. perfect).

Teraz, dla okreslonych rodzajow struktur defensywnych, zdefiniujemy odpowiadajace im pojecia

réwnowagi strategiczne;j.

Definicja 2.11. Niech G bedzie grafem. Rozwazmy dwa roztaczne podzbiory zbioru V(G), ktore
oznaczymy odpowiednio jako N oraz S. Jezeli zbiory N oraz S sg zbiorami dominujacymi, to pare
nieuporzadkowana {N, S} nazywamy réwnowagq strategiczng zbioréow dominujgych (ang. strategic
balance of dominating sets). Dodatkowo jezeli rodzina {N, S} jest podziatem zbioru V(G), to réw-

nowage strategiczng zbioréw dominujgcych nazywamy doskonatq (ang. perfect).
Warto zwrdci¢ uwage, ze pojecie rownowagi strategicznej zbioréw dominujacych jest powiazane z
pojeciem podziatow domatycznych (ang. domatic partition) oraz liczby domatycznej (ang. domatic

number). Istnienie réownowagi strategicznej zbioréw dominujacych w grafie jest rownowazne jego

liczbie domatycznej rownej co najmniej 2. Wyraza to ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.30. Niech G bedzie grafem. W grafie G istnieje réwnowaga strategiczna zbioréw

dominugjgcych wtedy i tylko wtedy, gdy liczba domatyczna grafu G jest wicksza lub réwna 2.
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DowoOp. Jesli w grafie G istnieje rownowaga strategiczna zbioréw dominujacych {N, S}, to zbiory
V(G)\ S oraz S sa dominujace i roztaczne w grafie G, zatem liczba domatyczne jest rowna co naj-
mniej 2. Jezeli liczba domatyczna jest réwna co najmniej k, gdzie k > 2, to jezeli zbiory D1, ..., Dy
sa rozlacznymi zbiorami dominujacymi w grafie G, to {Dy U ---U Dy_1, Dy} jest rownowaga stra-

tegiczng zbioréw dominujacych. O

Kolejna obserwacja pokazuje réwnowaznos¢ pomiedzy pytaniami o istnienie réwnowagi strate-

gicznej zbioréw dominujacych oraz doskonalej rownowagi strategicznej zbioréw dominujacych.

Stwierdzenie 2.31. Niech G bedzie grafem. W grafie G istnieje doskonata réwnowaga strategiczna
zbiorow dominujgcych wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G istnieje rownowaga strategiczna zbioréw

dominujgcych.

DowoDp. Kazda doskonata réwnowaga strategiczna jest z definicji rownowaga strategiczna,.

W druga strone, zalézmy ze { N, S} jest rownowaga strategiczna zbioréw dominujacych. To znaczy
zbiory N C V(G) oraz S C V(G) sa roztacznymi zbiorami dominujacymi w grafie G. Niech [ =
V(G)\ (N US). Para {N UI,S} jest doskonala rownowaga strategiczna zbioréw dominujacych w
grafie G. O

Ze stwierdzen 2.30 oraz 2.31 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.32. Niech G bedzie grafem. W grafie G istnieje doskonata réwnowaga strategiczna
zbiorow dominujgcych wtedy i tylko wtedy, gdy liczba domatyczna grafu G jest wieksza lub réwna
2. O

Powyzszy wniosek pokazuje silny zwiazek miedzy pojeciami liczby domatycznej oraz rownowagi
strategicznej zbior6w dominujacych. Tematyka liczby domatycznej zostala wprowadzona w [8] i
byla pozniej badana wielokrotnie (np.[54]). Z tego wzgledu nie bedziemy kontynuowali analizy
tego pojecia w dalszej czesci pracy.

Kwestia istnienia doskonalej rownowagi strategicznej w przypadku kiedy istnieje rownowaga stra-
tegiczna nie jest, jak zobaczymy w kolejnych rozdzialach, uniwersalng wtasnoscia wszystkich modeli

rownowagi strategicznej. Prawdziwa jest natomiast zalezno$é odwrotna.

Stwierdzenie 2.33. Niech DS bedzie pewnym modelem struktury defensywnej. Niech G bedzie
grafem. Jezeli w grafie G istnieje doskonata réwnowaga strategiczna struktur typu DS, to w grafie

G istnieje réwnowaga strategiczna struktur typu DS.

DowOD. 7 definicji kazda doskonalta réwnowaga strategiczna struktur typu DS w grafie G jest

rowniez réwnowagg, strategiczna struktur typu DS w grafie G. O

W rozdziale 5 zdefiniujemy i zbadamy wtasnosci modelu réwnowagi strategicznej opartej o model
koalicji defensywnych (czyli strukture defensywna typu S&), ktory autor niniejszej pracy wprowa-

dzit do literatury polskojezycznej w ramach pracy dyplomowej magisterskiej [45], a poZniej wraz z
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wspotautorami w ramach artykutu [48]. Natomiast w rozdziale 6 zdefiniujemy i zbadamy wtasnosci
kolejnych dwoch modeli réwnowagi strategicznej, mianowicie réwnowagi strategicznej zbioréw typu
ng (ktora zostania nazwana réwnowagq strategiczng zbioréw defensywnych) oraz rownowagi strate-
gicznej zbiorow typu S&* (ktora zostania nazwana réwnowagq strategiczng koalicji krawedziowych).

Oba modele zostana poddane analizie po raz pierwszy w ramach niniejszej pracy.

2.5 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale wprowadziliSmy pojecia koalicji defensywnej oraz zbioru bezpiecznego w
grafach. Analiza tych modeli doprowadzita do opracowania ogélnej definicji modelu struktury de-
fensywnej, ktora umozliwia tworzenie nowych modeli i poréwnywania ich z istniejacymi w ramach
hierarchii zadanej porzadkiem miedzy modelami. W ostatniej czesci zdefiniowali$émy réwniez ogdlne
pojecie rownowagi strategicznej. Jest to pokrewny model, w ktérym koncentrujemy sie na wspol-

istnieniu dwoch globalnych struktur defensywnych okreslonego typu.
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W niniejszym rozdziale przyjrzymy sie definicji, wlasnosciom, algorytmom i zagadnieniom zto-
zonosci obliczeniowej w obrebie pierwszego z modeli struktur defensywnych, ktéry wprowadzitem i

rozwazam w [47], mianowicie modelowi zbioréw defensywnych (ang. defensive sets).

Definicja 3.1. Niech G bedzie grafem. Niepusty zbior S C V(G) nazywamy zbiorem defensywnym
(ang. defensive set) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v € S zachodzi SECq(S, {v})
lub istnieje sasiad u € S wierzcholka v, taki ze SECq(S, {v, u}). Jezeli S jest jednoczesnie zbiorem

dominujacym graf G, to méwimy, ze S jest globalnym zbiorem defensywnym.

Definicja 3.2. Niech G bedzie grafem. Liczbe elementéw najmniej licznego zbioru defensywnego w
grafie G nazywamy liczbg zbioru defensywnego i oznaczamy przez ds(G). Liczbe elementéw najmniej
licznego globalnego zbioru defensywnego w grafie G nazywamy globalng liczbg zbioru defensywnego

w grafie G i oznaczamy przez v45(G).

Definicja 3.3. Licznosé najliczniejszego podziatu zbioru wierzchotkéw grafu na roztaczne, niepuste
zbiory takie, ze kazdy zbiér tego podziatu jest globalnym zbiorem defensywnym, nazywamy liczbg

podziatu na globalne zbiory defensywne.

3.1 Zbiory defensywne jako struktury defensywne

Przyjrzyjmy si¢ najpierw wprowadzonej definicji w ujeciu uogélnionej struktury defensywnej (tzn.
zgodnie z definicja 2.8). Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie (globalnym) zbiorem de-
fensywnym. Zbior S jest (globalna) struktura defensywna typu ng . W ten sposéb model zbioréw
defensywnych wpisuje sie w ogdlng koncepcje zaproponowana w rozdziale 2.

Przypomnijmy, ze zbior S jest koalicja defensywna w grafie G wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego wierzchotka v € S mamy SECg(S,v). Jezeli S jest jednoczesnie zbiorem dominujacym
mowimy, ze koalicja jest globalna. Poprzez v,(G) oznaczamy rozmiar najmniejszej globalnej koalicji
w grafie G.

Koncepcja zbioru defensywnego pochodzi od koncepcji koalicji defensywnej i jest relaksacja tego

modelu. Wprost z definicji wynika nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.1. Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie (globalng) koalicja defensywng.
Wtedy S jest (globalnym) zbiorem defensywnym. O
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a b c d a b c d
Rys. 3.1: Zbiér dominujacy {a,b,c,d,x} jest Rys. 3.2: Zbior dominujacy {a,b,c,d} jest
globalng koalicja defensywna. globalnym zbiorem defensywnym (najmniej

licznym), ale nie jest koalicja defensywna.
Warto zauwazy¢, ze —SEC(b), 2 SEC(c), ale
SEC({b, c}).

Przeciwne stwierdzenie nie jest prawdziwe co pokazuja rysunki 3.1 i 3.2.

W modelu koalicji defensywnych co najwyzej jednej wierzchotek moze zostaé zaatakowany w tym
samym momencie. W modelu zbioréw defensywnych atakowany wierzchotek (nazwijmy go =) moze
by¢ broniony przez siebie i swoich sasiadéw lub jeden z jego sasiadéow (nazwijmy go a) dotacza do
‘potyczki’, tzn. po dotaczeniu do potyczki atak jest prowadzony jednoczesnie na dwa wierzchotki
(x oraz a) i w ten sposob atak zostaje odparty. Ta sytuacja jest zobrazowana na rysunkach 3.3

oraz 3.4, gdzie biate wierzcholki rozwazane sa jako atakujacy a czarne wierzchotki tworza zbior

defensywny.
b
X X
a
Rys. 3.3: Istnieje atak na wierzchotek x, ktory Rys. 3.4: Dotlaczenie wierzchotka a do ‘po-
nie moze zostaé¢ odparty przez z i jego czarnych tyczki’ umozliwia odparcie ataku, poniewaz
sasiadow, czyli - SEC({z}) SEC({z,a}).

Ze stwierdzenia 3.1 otrzymujemy réwniez wniosek na relacje miedzy rozmiarami najmniejszej

globalnej koalicji defensywnej oraz najmniejszego globalnego zbioru defensywnego.

Whiosek 3.2. Niech G bedzie grafem. Zachodzi v45(G) < 7a(G). O

Stwierdzenie 3.3. Dla drzewa T' na rysunku 3.5 zachodzi vgqs(T) < va(T). O

DowOD. Zacznijmy od zauwazenia, ze v45(T) = 5. Korzystajac z ograniczenia dolnego dla drzew

sformulowanego w twierdzeniu 2.11 mamy v,(7") > W = 2T > 6. Zatem 745(T) < va(T). O

Stwierdzenie 3.4. Dla grafu G na rysunku 3.6 zachodzi v4s(T) = 74 (T). O
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Rys. 3.5: 74(T) =5,n=25 Rys. 3.6: v4s =7, =4, n =20

Twierdzenie 3.5. Niech G bedzie grafem oraz zbiory Si, Sy C V(G) bedg zbiorami defensywnymi
w grafie G. Wtedy zbior S = S1 U Sy jest zbiorem defensywnym w grafie G. Dodatkowo, jezeli
przynajmnie] jeden ze zbiorow defensywnych S1, Sy jest globalny, to zbidr S réwniez jest globalnym

zbiorem defensywnym.

DowOD. Wezmy dowolny wierzchotek v € S i niech v € S1. Wtedy albo SEC¢(S1,v) albo istnieje
wierzchotek u € Si, taki ze {u,v} € E(G) oraz SECs(S1, {u,v}). Wtedy na mocy lematu 1.4
zachodzi albo SEC(S, v), albo SEC¢(S, {u,v}). Zatem zbior S jest zbiorem defensywnym w grafie
G. Zalozmy, ze zbior S; jest zbiorem dominujacym. Wtedy poniewaz V(G) = Ng[S1] C Ng[S], to

zbiér S jest globalnym zbiorem defensywnym. O
Na podstawie prostego rozumowania indukcyjnego otrzymujemy:

Whniosek 3.6. Niech G bedzie grafem i niech zbiory S, ..., S, C V(G) bedq zbiorami defensywnymi
w grafie G. Wtedy zbior S = |J;_, S; jest zbiorem defensywnym. Ponadto, jezeli przynajmniej jeden
ze zbiorow defensywnych S1,S2,...,S5, jest globalny, to zbior S rowniez jest globalnym zbiorem

defensywnym. O

3.2 Ograniczenia na rozmiar najmniejszego globalnego zbioru
defensywnego

Dla zwiekszenia czytelnosci w niniejszej czesci wprowadzimy dodatkowe oznaczenia. Niech G bedzie

grafem. Dla dowolnego zbioru S C V(G) oraz U C S zdefiniujmy Nt s[U] = Ng[U] N S oraz

N s[U] = Ng[U] N (V' \ S). Dla zbioru defensywnego S w grafie G definiujemy podziat zbioru S
na dwa zbiory: S° = {v € §: =SEC5(S,v)} i S = {v € §: SECq(S,v)}.

Stwierdzenie 3.7. Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie (globalnym) zbiorem defensywnym.
Zbior S jest (globalng) koalicjq defensywng wtedy i tylko wtedy, gdy zbior S° jest pusty.

DowoD. Jezeli zbiér SY jest pusty, to S = St czyli zbiér S jest koalicja defensywna. Zalozmy
zatem, ze zbior S jest koalicjg defensywna. Wtedy S* = S, skad SY = (). O
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Stwierdzenie 3.8. Niech G bedzie grafem. Niech S bedzie zbiorem defensywnym w grafie G i
X1,Xo C 5. Wtedy ’N_G,S[Xlﬂ + |N_G75[X2” > |N'G75[X1 U X2]|

DowoOD. Zachodzi nastepujacy ciag nieréwnosci: | N g s[X1]|+| N"g,s[X2]| > | N G 5[ X1]UN g 5[ X2]|
= |(Ne[X1] UNg[Xo]) N (V\ 5)] = [Ng,s[X1 U X2]|. O

Stwierdzenie 3.9. Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie zbiorem defensywnym w grafie G.
Wtedy dla kazdego v € S mamy | N ¢ s[v]| < |S].

DowoD. Jezeli v € S1, to [N'gs[v]] < [Nt g[v]] < |S|. Natomiast jezeli v € S°, to istnieje
sasiad u € Ng[v] N S, taki ze [N'gs[{w,u}]| < [NTgs{w,u}]| < [S]. Zatem, [N'gs[w]| <
|Nas{w, u}]] < [S]. O

3.2.1 Ograniczenie dolne w przypadku ogélnym

W tej czesci wskazemy dolne ograniczenie na rozmiar najmniejszego globalnego zbioru defen-
sywnego w grafie. Niech G bedzie grafem. Dla poprawienia czytelno$ci rozumowann w niniejszej
czesci wprowadzimy pomocnicze oznaczenie. Dla zbioru defensywnego S w grafie G zdefiniujmy
EL = {{v,u} € E(G): v € S Au € S ASECq(S,{v,u})}. Dodatkowo niech r(S) bedzie maksy-

malna licznoscia podzbioru Eé krawedzi niezaleznych.

Lemat 3.10. Niech G bedzie grafem. Dla dowolnego globalnego zbioru defensywnego S w grafie G

zachodzi:
5] > VAD(G) + (r(S) = 1)2+7(9) — 1
—_— 2 .
DowoOD. Niech S bedzie dowolnym zbiorem defensywnym grafu G i niech n = n(G), s = |S| oraz

r=r(S5). Jezeli r = 0, to S jest koalicja i na mocy twierdzenia 2.9 mamy |S| > 7“1"2“_1.

Zalozmy teraz, ze r > 0. Teza jest rownowazna s? — (r—1)s—n > 0. Zalézmy, ze s> — (r—1)s < n.
Zatem |N'gg[S]| = |[V(G)\ S| = n—s > s2 —rs. Niech M' = {{vy,u1},...,{vr,ur}} be-
dzie najliczniejszym zbiorem krawedzi niezaleznych, takim ze M! C E'(S). Dla dowolnej kra-
wedzi {vi,u;} € M (gdzie i € {1,...,r}) zachodzi SECq(S, {vi,u;}). Zatem |N-g s[{vi,u;}]| <
INTasl{vi, wil]] < s.

Ze stwierdzenia 3.8 mamy | N g[S\ U]|+|N ¢ s[U]| > | N ¢ s[S]|, gdzie U = |J;_; {vi, u;}. Stad
otrzymujemy | N"g g[S \ U]| > s(s — 2r). Ze stwierdzenia 3.9 dla kazdego wierzchotka w € S\ U
mamy |N°gg[w]| < s. Zatem |[N'¢,s[S\ U < 3, eqnv | Ng,s[w]| < s(s — 2r), sprzecznosc. O

Whniosek 3.11. Niech G bedzie grafem. Wtedy
vas(G) > max{L(S): S jest zbiorem defensywnym i vq4s(G) = |S|},

gdzie

_ V4An(G) + (r(S) — 1)2 +r(S) — 1'

L(S) S

To ograniczenie jest osiggane dla kazdego r(S) > 1.
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DowoOD. Ograniczenie to jest osiagane w grafach uzyskanych przez dodanie (I + r) wierzchotkow
wiszacych do pelnego grafu dwudzielnego K., | > r. Precyzyjniej, dodajemy [ + r nowych wierz-
chotkow wiszacych do kazdego wierzchotka [ wierzchotkowej partycji (w przypadku [ = r dodajemy
do jednej z partycji). Zatem n(K})) =1+ 7+ 1+ 7)1 7as(Ky)) = 1+, gdzie § = V(K1) jest
globalnym zbiorem defensywnym o [+ wierzcholtkach i mozna pokazac, ze jest to najmniejszy taki
zbibr. Oczywiscie r(S) = r. Zauwazmy réwniez (bez dowodu), ze va(K7;) = I+r+i[L] > Yas (K77)),
dlar=11il2>21ub 2 <r <[ Przykltad drzewa K3, wraz z najmniejszym globalnym zbiorem

defensywnym prezentujemy na rysunku 3.7. O

Rys. 3.7: Graf G = Kj,. Mamy n(G) = 35, 745(G) = 7 oraz r(S) = 3, gdzie S jest zbiorem

wierzchotkéw oznaczonych kolorem czarnym.

Twierdzenie 3.12. Niech G bedzie grafem rzedu n = k? + i, gdzie k > 1 oraz 1 < i < 2k + 1.

Wtedy nastepujgce oszacowania zachodzg i sq¢ osiggane:

) to '7ds( ) > \/>

2. jezeli v4s(G) = 7a(G) orazi € {k+1,...,2k + 1}, to v45(G) > /n,

3. jezeli v4s(G) = 7o (G) orazi € {1,...,k}, to v4s(G) > v/n —i=|/n].

DowoD. (1). Jezeli v45(G) < 7a(G), to r(S) > 1 dla kazdego zbioru defensywnego S takiego, ze

1. jezeli v45(G) < va(G

v4s(G) = |S]. Na mocy wniosku 3.11 mamy v45(G) > /n. Ograniczenie jest osiagane dla drzew
Ty (k > 2) takich, ze Ty = K7, dla ktorych v45(Tk) = \/n(T)) = k + 1. Przykladowy graf Ty
prezentujemy na rysunku 3.8, mamy tam n(T4) =25, v4s(Ty) = 51 74(Ty) = 13. Z twierdzenia 2.11
([25]) mamy ~,(Ty) > “EH2 = B2 70 tom va(Tk) > vas(Th) dla kazdego k > 2.

(2). Poniewaz i € {k+1,...,2k + 1}, to mamy [7““"24“24”1} =k+1=[yn ] Zatem, z

twierdzenia 2.9 otrzymujemy ~45(G) > y/n. To ograniczenie jest osiagane dla grafow otrzymanych

z grafow peinych k + 1 wierzchotkowych z dotaczonymi k(k + 1) wierzchotkami wiszacymi Gj.
Precyzyjniej dotaczamy k wierzchotkow wiszacych do kazdego wierzchotka grafu pelnego. Wtedy
n(Gy) = (k+1)% 1 7(Gf) = 1as(G) =k +1 = Vn.
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(3). Poniewaz ¢ € {1,...,k} mamy [7v4k2+24i+1—11 =k =+/n—i=|\/n]. Zatem z twierdzenia
2.9 otrzymujemy 74s(G) > v/n — i. To ograniczenie jest osiagane dla graféw otrzymanych z grafow
petnych rozmiaru k z dotaczonymi k? wierzchotkami wiszacymi Gy. Precyzyjniej k wierzcholkow
wiszacych dotaczamy do kazdego wierzchotka grafu pelmego. Zatem n(Gy) = k? + k i 7,(Gr) =
vas(Gr) = k. Przyktad takiego grafu dla k = 4 prezentujemy na rysunku 3.9. O

Rys. 3.8: H(T4) = 25, ’Yds(Tél) =9, ’Ya(T4) =13 Rys. 3.9: H(G4) = 20, 'Vds(G4) =4, 'Ya(G4) =4

3.2.2 Ograniczenia dolne w drzewach

Na mocy twierdzenia 3.12 wiemy, ze rozmiar najmniejszego globalnego zbioru defensywnego w grafie
G jest rowny przynajmniej [/n(G)] lub |/n(G)], w zaleznosci od topologii grafu. Dla globalnych

n(G)+2
4

koalicji defensywnych w drzewach ograniczenie dolne, przyjmujace wartosé (twierdzenie 2.11

z |25]), moze zosta¢ obnizone w przypadku globalnych zbioréw defensywnych (patrz rys. 3.5).

Wnhiosek 3.13. Niech T bedzie drzewem i niech n(T) > 11. Wtedy vq4s(T) > /n(T') i to ograni-

czente jest osiggane.

DowoOD. Namocy twierdzenia 3.12 wiemy, ze yqs(T) > [1/n(T)]. Zatézmy nie wprost, ze y4s(T) =
|v/n(T)| < /n(T). Na mocy twierdzenia 2.11 mamy ~,(7") > %. Zauwazmy tez, ze dla
kazdego r > 11 zachodzi “£2 > |/r|. Stad mamy v,(T) > W > [/n(T)| = 7as(T) Ale
z twierdzenia 3.12 (punkt 1) wynika wtedy, ze v45(7) > \/m . Jest to sprzeczne z przyjetym
zalozeniem.

Ograniczenie jest osiagane w klasie grafow Ty, (k > 2) przedstawionych w dowodzie punktu 1

twierdzenia 3.12. Przykladowe drzewo Ty z tej rodziny przedstawione jest na rysunku 3.8. O

Przypomnijmy, ze dla dowolnego drzewa T w czesci 1.3 przyjeliSmy oznaczenia L(T') oraz C(T)
oznaczajace odpowiednio zbiér wszystkich lisci drzewa oraz zbior wszystkich wierzchotkéw nie be-

dacych lisémi.

Stwierdzenie 3.14. Niech T bedzie drzewem i niech zbior S bedzie globalnym zbiorem defensywnym
w drzewie T. Wtedy podgraf indukowany T[S jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy C(T) C S lub
rownowaznie V(T)\ S C L(T).
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DowoOD. (=) Niech x € C(T)\ Si Ty = T\ {z}. Graf T} jest niespdojny. Jako, ze zbior S jest
zbiorem dominujacym i T'[S] jest podgrafem grafu T, to rowniez T'[S] jest niespojny.
(«<)Niech teraz C(T) C S. Zatem V(T)\ S C V(T)\C(T) = L(T). Zatem graf T[S] jest spojny. [

Dokonamy teraz charakteryzacji wszystkich drzew T, dla ktorych zachodzi nieréwnosé: v45(7") =
|vn(T)] < +/n(T), gdzie n(T) < 10.

Lemat 3.15. Niech T bedzie drzewem oraz niech n(T) < 10. Jezeli vq45(T) = |/n(T)]| < +/n(T),
to drzewo T jest izomorficzne z jednym z drzew przedstawionym na rysunkach 3.10, 3.11, 3.12 oraz
3.15.

DowOD. Na mocy twierdzenia 3.12 (punkt 3) wiemy, ze kazde takie drzewo musi mie¢ 2, 5, 6 lub
10 wierzchotkow. Jezeli v45(T) > 4 i n(T) < 10, to oczywiscie v45(T) > v/n. Zauwazmy, ze jezeli
vas(T) = 1, to n(T) < 2, 1 jezeli v45(T) < 2, to n(T) < 6. Latwo zauwazy¢, ze jedynie drzewa z
rysunku 3.10, 3.11, 3.12 spetniaja v45(T) < 21 745(T) = [/n(T)] < /n(T).

Niech v45(T) = 3. Wtedy z v45(T) = [v/n(T)] < +/n(T) mamy, ze n = 10. Jezeli S jest
globalnym zbiorem defensywnym w drzewie T rzedu 101 |S| = 3, to T'[S] jest spojne, w przeciwnym

razie n(7T) < 8. Zatem ze stwierdzenia 3.14 mamy V(7') \ S C L(T). Stad przynajmniej jeden

wierzchotek z S musi mie¢ trzy liScie jako sasiadow w zbiorze V(T') \ S (poniewaz w przeciwnym

przypadku bytoby n(7") < 10). To prowadzi wprost do grafu zobrazowanego na rysunku 3.13. [

o e oo

Rys. 3.10: 45 = | V2]

- NV

Rys. 3.12: vy = | V6] =2 Rys. 3.13: v4s = |[V10] =3

|
—

Rys. 3.11: v4, = [V/5] =2

7 wniosku 3.13 i lematu 3.15 mamy:

Twierdzenie 3.16. Dla kazdego drzewa T, ktore nie jest izomorficzne z jednym z drzew z rysunkdw

3.10, 3.11, 3.12, 3.13 mamy v4s(T) > \/n(T) i to ograniczenie jest osiggalne. Dla dowolnego drzewa
T z rysunkow 3.10, 3.11, 8.12, 3.13 zachodzi v45(T) = |/n(T)] < /n(T). O
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3.3 Globalne zbiory defensywne w réznych klasach grafow

W tej czedci pokazemy formuly na doktadny rozmiar najmniejszego, w sensie liczby wierzchot-
kow, globalnego zbioru defensywnego w grafach nastepujacych klas: Sciezek, cykli, graféw petnych,
gwiazd oraz grafow pelnych dwudzielnych.

Trzy kolejne stwierdzenia pokazuja zwiazki modelu zbioréw defensywnych z innymi modelami

dla klasy graféw podkubicznych.

Stwierdzenie 3.17. Niech G bedzie grafem podkubicznym. Jesli zbior S jest zbiorem totalnie do-

minujgcym w grafie G, to zbidr S jest rowniez globalng koalicjg defensywng w grafie G.

DowOD. Niech S bedzie zbiorem totalnie dominujacym w grafie G. Wezmy dowolny wierzchotek
v € S. Z wlasnosci totalnego dominowania mamy |[Ng[v] N S| > 2. Graf G jest grafem podkubicz-
nym, zatem degq(v) < 3. Stad mamy |[Ng[v] NS| > |[Ng[v] \ S|, czyli zachodzi SECg(S,v). Zatem
zbior S jest globalna koalicja defensywna,. O

Stwierdzenie 3.18. Niech G bedzie grafem podkubicznym. Zbior S jest koalicjg defensywng w
grafie G wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbior S jest zbiorem defensywnym w grafie G.

DowOD. Ze stwierdzenia 3.1 wiemy, ze jesli S jest koalicja defensywna, to jest rowniez zbiorem
defensywnym. Zal6zmy teraz, ze zbidr S jest zbiorem defensywnym. Wezmy dowolny wierzchotek
v € S. Jesli degp(v) = 1, to oczywiscie zachodzi SECq(S,v). Natomiast jesli degs(v) > 2, to
INg[v] NS| > 2, zatem rowniez zachodzi SECq(S,v). Zatem zbior S jest koalicja defensywna. [

Stad otrzymujemy natychmiast:
Wnhniosek 3.19. Niech G bedzie grafem podkubicznym. Wiedy v,(G) = v4s(G). O

Zauwazmy, ze zaro6wno Sciezki jak i cykle sg grafami podkubicznymi. Dla takich graféw mozemy
skorzystaé z wynikow uzyskanych w ramach badan nad tematem globalnych koalicji defensywnych.
Doktadne wartosci w przypadku Sciezek oraz cykli zostaly zbadane w [26] a pdzniej przywolane

ponownie w obszernym podsumowaniu [64]. Mamy stad zatem:
Stwierdzenie 3.20. Niech P, bedzie Sciezkq, gdzie n > 2. Wtedy vas(Prn) = Ya(Pp) = L%“J O
Stwierdzenie 3.21. Niech C,, bedzie cyklem, gdzie n > 3. Wtedy

n=l 41 jezeli 4| m,

Yds(Cn) = Ya(Kn) = 0

2[%1 w przeciwnym przypadku.

Stwierdzenie 3.22. Niech K, bedzie grafem petnym, gdzien > 1. Wtedy v4s(Kn) = va(Kn) = [5].
DowOD. Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka v € V(G) i dla kazdej krawedzi e € E(G) zachodzi
N¢(v) = V(G) oraz Ng(e) = V(G). Zatem dla dowolnego zbioru S C V(G), jezeli S jest koalicja
defensywng lub zbiorem defensywnym, to |S| > [5]. Dowolny zbior S, dla ktoérego |S| = [5] jest

globalng koalicja defensywna oraz globalnym zbiorem defensywnym. O
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Stwierdzenie 3.23. Niech S,, bedzie gwiazdg, gdzie n > 1. Witedy vas(Sn) = 7a(Sn) = [25L].

DoOwOD. Przez o oznaczmy wierzcholek centralny gwiazdy (tzn.jedyny wierzchotek stopnia wiek-
szego niz 1, gdy n > 1 lub dowolny wierzchotek, gdy n = 1). Niech zbior S C V(G) bedzie globalna
koalicja lub globalnym zbiorem defensywnym. Wtedy jezeli wierzchotek o ¢ S, to |S| = n, ponie-
waz zbior S jest zbiorem dominujacym. Jezeli natomiast wierzchotek o € S, to |[Ng, (o) N S| = |5
i [Ng,(0)\ S| = n+ 1 —|S|. Podobnie dla kazdej krawedzi e C S mamy |Ng,(e)NS| = |S] i
INg, (e) \ S| = n+1—|S|. Zatem |S| > [%EL]. Dowolny zbiér S, dla ktérego o € S oraz |S| > [242

jest globalng koalicjg i globalnym zbiorem defensywnym. O

Stwierdzenie 3.24. Niech K, ., bedzie grafem petnym dwudzielnym, gdzie n,m > 1. Wtedy
Vs (Kn,m) = Ya(Knm) = L%J + L%J

DowoOD. Jesli n lub m jest réwne 1, to graf K, ,, jest gwiazda i teza zachodzi na mocy stwierdzenia
3.23. Przyjmijmy zatem, ze n > 21m > 2. Niech V(K,, ) = V1 U Vs, gdzie V; i V5 sa para niezalez-
nych rozlacznych podzbioréw zbioru wierzchotkow grafu K, ,,. Oznaczmy r; = |Vi| oraz r; = V3.
Niech Sg4s bedzie globalnym zbiorem defensywnym w grafie K, ,,. Wtedy jezeli istnieje krawedz
{u, v} € B(Kym), gdzie u,v € Sgs, taka ze SECk,, ,,, (Sas, {1, v}) to |Sqs| = |NKn’m({u,v}) N Sds‘ >
N ({1, 0}) \ Sas| = [V(Knm) \ Sas|. Zatem dla kazdego globalnego zbioru defensywnego w gra-
fie K, 1, ktory nie jest globalng koalicja defensywna wymagana jest co najmniej potowa wierzchol-
kow tego grafu. Zatézmy teraz, ze S, jest globalng koalicja defensywna w grafie K, ,,. Wtedy dla
kazdego wierzcholka v € S,NVi mamy |V N Se|+1 = [Nk, . [v] N Sa| = [Nk, [0] \ Sa| = [V2\ Sal.
Analogicznie dla kazdego wierzchotka v € S, N Vo otrzymujemy |V1 NS,| +1 > |Vi\ S,|. Za-
tem dostajemy Vi NS, > [Vi\ Sa| = n— [ViNS,| =1, czyli V1 NS,| > |§] oraz analogicznie
Vo N Sa| > [%]. Dowolny zbior S zawierajacy | 5] wierzchotkéw zawartych w zbiorze Vi oraz | % |
wierzchotkow zawartych w zbiorze Vs jest globalng koalicja defensywng oraz globalnym zbiorem

defensywnym. O

3.4 Wielomianowy algorytm konstruujacy najmniejszy globalny

zbiér defensywny w drzewach

W [9] autorzy przedstawili konstrukcje algorytmu wielomianowego znajdujacego najmniejsza — w
sensie liczby wierzchotkow — globalng koalicje defensywna w drzewach. Zaprezentowany algorytm
cechowal sie (czasowa) ztozonoscia obliczeniowa O(nlog A), gdzie n to liczba wierzchotkow drzewa,
a A to najwiekszy stopien wierzchotka w tym drzewie. W niniejszej sekcji zaprezentujemy wielomia-
nowy algorytm dla problemu poszukiwania najmniejszego (w sensie liczby wierzchotkow) globalnego

zbioru defensywnego o ztozonoéci czasowej O(nA2log A).
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Ogolny szkic zastosowanej techniki algorytmicznej

Zastosujemy dynamiczna technike wstepujaca (ang. bottom-up) wzgledem ustalonego ukorzenienia
drzewa. Za korzen drzewa przyjmujemy dowolny wierzcholek bedacy liSciem, tzn. wierzchotek stop-
nia 1. Nastepnie zorientujemy wszystkie krawedzie drzewa w kierunku korzenia. W ten sposéb
doprowadzimy do sytuacji, w ktorej dla kazdego wierzchotka w drzewie nie bedacego korzeniem
istnieje doktadnie jedna krawedz wychodzgca w kierunku korzenia.

Przyjmijmy oznaczenie T dla drzewa oraz r dla arbitralnie wybranego korzenia (z zachowaniem
degr(r) = 1). Dla kazdego wierzchotka v € V(T') \ {r} przez e, oznaczymy (jedyna) krawedz
wychodzaca z wierzchotka v w kierunku korzenia 7. Drugi koniec krawedzi e, oznaczymy jako
Ty (to znaczy e, = {v,r,}). Dodatkowo przez T, oznaczymy poddrzewo drzewa T ukorzenione
w wierzchotku v, zawierajace dodatkowo wszystkie wierzchotki, ktérych $ciezki prowadzace do
korzenia r w drzewie T' prowadza przez wierzcholtek v. Przez T} oznaczmy drzewo T, rozszerzone
dodatkowo o krawedz e, i ukorzenione w wierzchotku r,,. Niech p, = degy(v) —1 a takze niech Nb =
{v1,...vp, } bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkow w drzewie T sasiadujacych z wierzchotkiem
v, roznych od 7.

Kluczowa idea jest rekurencyjny schemat, w ktérym dla wierzchotka v budujemy pewna struk-
ture A, na podstawie uzyskanych wczesniej struktur A, ..., A,, powiazanych z wierzchotkami
potomnymi wierzchotka v. Uzyjemy posrednich struktur (B,) dla klarownego przedstawienia pro-
cesu uzyskiwania struktury A,. Wspomniana technika wstepujaca (ang. bottom-up) przedstawia sie

nastepujaco:
1. Rozpoczynamy od lisci, dla ktérych bezposrednio zdefiniujemy struktury A,,.
2. Podazamy w kierunku korzenia r.
3. Przemierzajac drzewo T dla kazdego wierzchotka v € V(T') réznego od 7:
(i) konstruujemy pomocnicza struktur¢ B, na podstawie struktur A,, ..., A, ,
(ii) konstruujemy strukture A, na podstawie struktury B,.
4. Wykorzystujemy strukture Ay, gdzie s jest jedynym sasiadem korzenia r, do znalezienia opty-

malnego rozwiazania.

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu jest zdeterminowana przez ztozonosé obliczeniowa procedur kon-

struujacych struktury A, oraz pomocnicze struktury B,.

Algorytm wyznaczajacy rozmiar najmniejszego globalnego zbioru

defensywnego w drzewie o ztozonosci O(nA?logA)

Przedstawimy algorytm dynamiczny, ktorego dzialanie ogranicza sie do okreslenia licznosci opty-
malnego (tzn.najmniejszego w sensie liczby wierzchotkow) globalnego zbioru defensywnego. Od-

powiednie rozwiniecie struktur pomocniczych pozwala, bez wplywu na zlozonosé obliczeniowa, na
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rozszerzenie zakresu dzialania algorytmu tak, zeby wyznaczaé réwniez poszukiwany optymalny
zbiér wierzchotkow.

Bedziemy postepowaé zgodnie z przedstawionym szkicem. To znaczy zdefiniujemy struktury A,
oraz B, a takze przedstawimy ich konstrukcje. Pomocniczo wykorzystamy symbol co w celu ozna-
czenia pewnych przypadkéw. Przyjmijmy uproszczong arytmetyke, w ktoérej zachodza nastepujace
wlasnosci: 0o > a, 0o + a = 0o 1 min{oo,a} = a, gdzie a jest liczba, lub a = occ.

Niech v € V(T) \ {r}, p = p, = degp(v) — 1 oraz ¢ = degy(r,) — 1. Niech T} bedzie drzewem
uzyskanym z drzewa T, przez dotaczenie ¢ lisci Ly = {u1, ..., uq} do wierzchotka r,,.

W dalszej czesci, dla uproszczenia, bedziemy pisaé GZD zamiast globalny zbidr defensywny.

Zdefiniujemy teraz struktury A, oraz B, = (BY, B!l) nastepujaco:

(A,) Niech A, bedzie zdefiniowane jako (a’,a%',al? all, ALY), gdzie all jest liczba catkowita lub

U”U”U”U?

symbolem oo, dla j,h € {0,1} a Al ciagiem dtugosci (¢ + 1), dla ktorych:

a0

a® = min{|S| : S jest GZD w T, Av ¢ S},

aOl

adl = min{|S\ {r,}| : S jest GZD w T} Av ¢ SAr, €S},

CLH

(
(
(
(

)
)
a'®) al® = min{|S|: S jest GZD w T ANveE SAr, ¢S},
) all =min{|S\ {r,}|: S jest GZD w T* A\v € SAr, €S}
)

(AMY) ALK = min{|S\ (LyU{r,})| : S jest GZD w T Av € SAT, € SA|LyNS| = k}, gdzie

k=0,...,q

Zauwazmy, ze dla a{;h mamy j = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy v € S oraz h = 1 wtedy i tylko
wtedy gdy r, € S.
Jezeli operacja min{-} nie moze by¢ poprawnie okreslona, za wartos¢ przyjmujemy symbol

00

. Dla wierzchotka v # r bedacego lisciem tatwo wyznaczamy wartosci: a2’ = oo, a9t = 0,

all =1, all =1 oraz AL'[k] =1 dla 2k +2 > qi Al [k] = 0o dla 2k +2 < q.

(BY%) Niech BY dezie macierza wymiaru px 3, Dlai = 1, ..., p definiujemy: B[i,0] = i1 BY[i,1] =

v

1, jesli al? > a2, w przeciwnym razie BY[i,1] = 0 i ostatecznie:

o jezeli BY[i, 1] =1, to By[i, 2] = a,) — a?,
o jezeli BY[i,1] =0, to By[i, 2] = a)) — ay.
Zauwazmy, ze jesli a;? = oo lub a)) = oo, to By[i, 2] = co. Definiujemy af = >0, (1 — B[, 1])

oraz b = P, mln{av ) gy, 001 Zauwazmy, ze jesli dla pewnego i mamy alo = aoo = 00, to
b = 0. Nlech % bedzie najmniejsza wartoscia BY[i, 2], dla ktorej BY[i, 1] = 1. Macierz B

moze by¢ skonstruowana w czasie O(p).
(Bl) Niech B! bedzie macierza wymiaru (p+ 1) X p x 6, gdzie dla k = 0,...,poraz i =1,...,p
definiujemy Bl[k,i,0] = i, oraz
(a) jesli ALl[k] < a1 ALMK] < a3}, to Bilk,i,1] = 0 i Bjlk,i,2] = Ajl[k], co wigce]
Bllk,i,3] = Bllk,i,4] = Bl[k,i,5] = 0,
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(b) jesli al < adl iabl < AJM[K], to Bilk,i,1] = 01 Bl[k,i,2] = a3}, i Bi[k,i,3] = 1,
Bllk,i, 4] = AJl[k] — all, Bi[k,i,5] =0,

(c) jesli adb < AjM[K] i ALMK] < all, to Bllk,i,1] = 11 Bl[k,i,2] = adl, i Bj[k,4,3] =0,
Bylk,i,4] = A}l [k] — ad), By[k,i,5] = 0,

(d) if adl < ay! < A M[K], to Bilk,i,1] = 11 Bl[k,i,2] = a}, i Bj[k,i,3] = 1, Bylk,i,4] =

gy — a’gila Bg[k,l, 5] = Azl)zl[k] - a’Ll)Zl

CH

Macierz B moze by¢ skonstruowana w czasie O(p?).

Teraz przedstawimy metode konstrukeji struktury A, na podstawie B,.

(a®)

W tej sytuacji musimy zapewnié, ze wierzcholek v jest zdominowany przez co najmniej jeden

0 0

z wierzchotkow v;, gdzie i = 1,...,p. Jedli a2 > 0, to a® = b2, w przeciwnym wypadku,

00 _ 30 0
a, =by, +cp.

Jako, ze wierzchotek v jest zdominowany przez wierzchotek r,, wystarczy wziaé¢ najlepsze z

dostepnych rozwiazan, to znaczy: a9l = b2,
Musimy sie upewnié, ze wierzchotek v jest zabezpieczony (w sensie predykatu SEC) samo-

dzielnie lub jako koniec krawedzi. Dla kazdego k = 1,. .., p definiujemy:

sp =min{|S \ {r,}| : S jest GZD w T Ave SAr, ¢ SA|NNS| =k},

10

lub s = 00, jesli nie ma takiego zbioru S. Oczywiscie ¢ = min{sy,...,s,}. Dlak=1,...,p

obliczamy warto$¢ s lub uzasadniamy, ze istnieje I > k, dla ktérego s; < si. Niech a =

b (1- Bllk—1,i,1]) i b = b Bllk —1,i,2]. Musimy zagwarantowa¢, ze dokladnie
k sposrod wierzchotkow {vi,...,v,} jest zabezpieczonych (w sensie predykatu SEC) albo
samodzielnie albo jako krawedz. Pozostate wierzcholki zbioru {v1, ..., v,}znajduja sie poza

zbiorem defensywnym. Jezeli a > k, to tatwo zauwazy¢, ze dla pewnego I > a mamy s; < sp.
Zatem, bez straty ogblnosci, mozemy przyjaé, ze a < k.

Jezeli a = k, to mamy dwa przypadki: (1) istnieje i dla ktorego Bl[k—1,i,1] = Bl[k—1,i,3] =
0 (przypadek (a) definicji struktury B}), zatem s, = b+ 1, (2) dla wszystkich wartosci
i =1,...,p mamy Bllk —1,i,1] = 1 lub Bllk — 1,4,3] = 1 (przypadek (b), (¢) lub (d)
definicji struktury B}). Niech U = {1,...,p}, c = min{B}[k —1,i,4] + BL[k —1,i,5] : i € U}
iU, = {i € U: Bl[k—1,i,4 + Bl[k — 1,i,5] = c}. Jezeli dla kazdego i € U. mamy
Bllk —1,i,1] = 1 (przypadki (c) lub (d) definicji struktury B}), to si;1 < s. Zatem, bez
straty ogolnosci, mozemy zalozyé, ze dla pewnego i € U. mamy Bl[k — 1,i,1] = 0 oraz
Bk —1,i,3] = 1 (przypadek (b)). Zatem s = b+ c + 1.

Jezeli a < k, to ponownie mamy dwa przypadki: (1') istnieje i takie, ze B[k — 1,i,1] =
Bllk—1,i,3] = 0 (przypadek (a)), lub (2') dla wszystkich i = 1,...,p mamy Bl[k—1,i,1] =1
lub Bl[k —1,i,3] = 1 (przypadki (b), (¢) lub (d)). Dla przypadku (1') niech B, bedzie

macierza wymiaru p x 6 uzyskana z B}[k — 1] przez posortowanie wierszy Bl[k — 1,i] (dla
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i=1,...,p) w kolejnoéci niemalejacej wzgledem wartosci BL[k — 1,14, 4]. Otrzymujemy zatem
B[1,4] < B[2,4] < ... < B[p,4]. Ta operacja moze zosta¢ wykonana w czasie O(plog p). Niech
ko bedzie najmniejsza liczba taka, ze k —a = Zfil B,[i, 1], i niech ¢ = Zfil By[i,4] - B,[i,1].
Zatem s = b+c+1. Dla przypadku (2'), jezeli 2k > p (tzn. zachodzi SECr= (S, v)), to mozemy
postepowaé analogicznie jak dla (1), a wtedy s = b+c+1. Niech teraz k < 2p. Wtedy musimy
zapewni¢, ze zachodzi SECrs (S, {v,v;,}) dla pewnego v, € NY. Rozwazymy dwa kolejne
podprzypadki. (2;) BL[k — 1,ip,1] = 0 oraz Bl[k — 1,i0,3] = 1 (przypadek (b)), w ktérym
minimalny koszt zapewnienia, ze zachodzi SECyx (S, {v, vy, }) jest réwny ¢; = By[k—1, 49, 4]+
), (25), B[k —1,i9,1] = 1 (przypadek (c) lub (d)), w ktérym minimalny koszt zapewnienia,
ze zachodzi SECr: (S, {v,vi,}) jest réwny co = Bi[k — 1,i0,4] + Bi[k — 1,i0,5] 4+ ¢5. W obu
przypadkach przez ¢} (for I = 1,2) oznaczmy dodatkowy koszt wymagany do zapewnienia, ze
doktadnie k wierzchotkow z N? nalezy do zbioru defensywnego. Zatem mamy s; = min{b +
c1 + 1,b 4 c2 + 1}. W podprzypadku (2}) wezmy dowolne i takie, ze Bllk — 1,ig,4] =
min{ B:k — 1,i,4] : i € {1,...,p} A BY[k — 1,4,1] = 0}. Niech ¢, = S B,[i,4] - B,]i, 1]
bedzie wyznaczone analogicznie jak w przypadku (1’). Niech Uy = {i € {1,...,p} : Bl[k —
1,4,1] = 1}. W podprzypadku (2}) poszukujemy zbioru U C Uy, |U| = k — a oraz wierzchotka
io € U takiego, ze suma Y, ., Bi[k — 1,4,4] + B[k — 1,40, 5] jest mozliwie najmniejsza. Dla
kazdego t € Uy obliczamy cb = B[k —1,t,4]+ B[k —1,t,5] —I—Zfiu# Byli,4] - Byli, 1], gdzie
ko jest najmniejsza liczbg taka, ze k —a — 1 = Zfiu 4 Byli, 1], oraz B, jest konstruowane
analogicznie jak w przypadku (1'). Ostatecznie, co = min{c} : j = 1,...,p}. Zatem udalo

10
v

nam sie ustali¢ wartosé al’ w czasie O(p?logp).

Obliczenie wartosci all jest analogiczne jak w przypadku (10) i wykonywane w takim samym

czasie O(p? log p).

Teraz dla kazdego [ = 0, ..., q wyznaczamy wartosé ALL[l] w czasie O(p®logp).

Musimy si¢ upewni¢, ze wierzcholek 7, jest zabezpieczony (tzn.zachodzi SECye(S,7,) lub
SEC7a(S, {v,7v})) i wierzchotek v speia jeden z warunkow: SECa (S, v), SECa (S, {v,74})
lub SEC74 (S, {v,v;}) dla pewnego i € {1,...,p}. Dowod przebiega tu analogicznie do przy-
padku (10): dla kazdego k = 1,. .., p, definiujemy s = min{|S\{r,}| : S jest GZD w T} Av €
SAry € SANINSNS| =k —1A|LyN S| =1}, lub s = oo, jezeli taki zbiér S nie istnieje.
Analogicznie jak w przypadku (10), musimy zapewnié, ze doktadnie & — 1 wierzchotkow ze
zbioru {v1,...,vp} speinia warunek zbioru defensywnego, a pozostale znajduja sie poza zbio-
rem defensywnym. Zauwazmy, ze SECyq(S,1y) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 21 +2 > ¢
oraz SECza (S, {v,7,}) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 2k + 21 > ¢q + p. Zatem mamy
dwa przypadki: (1) zachodzi SECe(S, {v,r,}) i (2) zachodzi SEC¢(S,r,) i nie zachodzi
SEC74 (S, {v,7v}). W przypadku (1) wierzchotek v spetnia warunek zbioru defensywnego,
wiec wystarczy zapewni¢ warunek zbioru defensywnego dla & — 1 wierzchotkéw ze zbioru

{v1,...,vp}, analogicznie jak w przypadku (10). W przypadku (2) musimy zapewni¢, ze za-
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chodzi SECr4 (S, v) lub SECa (S, {v,v;}) dla pewnego i € {1,...,p}, oraz oczywiscie warunek
zbioru defensywnego dla k — 1 wierzchotkow ze zbioru {v1,...,vp}, co ponownie moze zostac
wykonane analogicznie jak w przypadku (10). Konstrukcja catej macierzy Al moze zatem

zosta¢ wykonana w czasie O(gp®log p).

10

s

01
s

W koticu y4s(T) = min{al®, a®* + 1,al! + 1}, gdzie wierzcholek s jest (jedynym) sasiadem korze-

nia r. Jako, ze konstrukcja struktury A, moze byé¢ wykonana w czasie O(gp®logp), to ztozonosé

obliczeniowa algorytmu to O(nA?log A).

3.5 ~vpP—zupelnosé problemu istnienia globalnego zbioru
defensywnego dla podkubicznych, planarnych graféw
dwudzielnych

W niniejszej sekcji rozwazymy decyzyjna wersje problemu minimalizacyjnego polegajacego na zna-

lezieniu najmniejszego, w sensie liczby wierzchotkéw, globalnego zbioru defensywnego w grafie.

Problem MINGDS

Instancja Graf G i liczba naturalna k > 0.

Pytanie Czy w grafie G istnieje globalny zbiér defensywny o mocy co najwyzej k?

Wykazemy, ze problem MINGDS jest NP—zupelny w klasie dwudzielnych planarnych graféw pod-
kubicznych. Przeprowadzimy redukcje wychodzac od NP—zupelnego problemu dominacji totalnej
TDOM (twierdzenie 1.9). Ze stwierdzenia 3.18 wynika, ze w klasie graféw podkubicznych problemy
dotyczace koalicji defensywnych oraz zbioréw defensywnych sa réwnowazne. Dla koalicji defensyw-

nych okreslimy problem analogiczny do problemu MINGDS.

Problem MINGDA

Instancja Graf G i liczba naturalna k > 0.

Pytanie Czy w grafie G istnieje globalna koalicja defensywna o mocy co najwyzej k7

Twierdzenie 3.25. Problem MINGDA jest NP—zupetny w klasie dwudzielnych planarnych grafow
podkubicznych.

DowoOD. Problem MINGDA nalezy do klasy ~P. Przedstawimy redukcje, przeksztalcajaca instan-
cje problemu TDOM w instancje problemu MINGDA w czasie wielomianowym. Rozwazmy dwu-
dzielny, planarny graf podkubiczny G, dla ktérego n(G) > 3. Oznaczmy przez p liczbe lisci w
tym grafie (tzn.wierzchotkow stopnia 1). Konstruujemy graf G w nastepujacy sposob: dla kaz-
dego liscia v € V(G) dolaczamy gadzet H, o strukturze przedstawionej na rysunku 3.14. Niech
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L(G) = {v € V(G): degs(v) = 1}. Jako, ze n(G) > 3, to dla dowolnych wierzchotkow v, w, taki
ze v € L(G) 1 w € Ng(v) mamy [Ng(w)| > 2. Wykazemy, ze w grafie G istnieje totalnie dominu-

Rys. 3.14: H, dotaczony Rys. 3.15: v nie nalezy do Rys. 3.16: v i w nalezg do
do wierzchotka v koalicji defensywnej, w,x koalicji defensywnej
naleza

jacy zbiér U o co najwyzej k wierzchotkach wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G istnieje globalna
koalicja defensywna A, taka, ze |A| < k + 3p, gdzie p = |L(G)].

(=) Niech U C V(G) bedzie zbiorem totalnie dominujacym w grafie G takim, ze |U| < k.
Ze stwierdzenia 3.17 wiemy, ze zbior U jest globalng koalicja defensywng w grafie G. Niech A =
U UUperc){visv2, v} (zgodnie z rysunkiem 3.14). Zatem dla kazdego wierzcholka v € L(G)
mozliwe sa dwa przypadki przedstawione na rysunkach 3.15 i 3.16, gdzie wierzcholtki zaznaczone
na czarno naleza do zbioru U. Zachodzi SECq/(A,v;) dla i = 1,2,3 oraz wierzchotki {vy, vy, v3}
dominuja wierzchotki nalezace do zbioru H,. Zatem zbiér A jest globalng koalicja defensywng, oraz
|A| <k + 3p.

(«<=) Niech zbiér A bedzie globalng koalicja defensywna w grafie G, taka ze |A| < k+3p. Poniewaz
zbiér A jest zbiorem dominujacym w grafie G, zatem |ANV(H,)| > 3 dla kazdego wierzchotka
v € L(G). Co wiecej, jezeli dla pewnego wierzchotka v € L(G), wierzcholek u € ANV(H,) sasiaduje
z wierzcholkiem v w grafie G, to |[ANV(H,)| > 4.

Dla kazdego wierzchotka v € L(G) i jego sasiada u, takiego ze u € AN V(H,) mozemy wykonaé
lokalna podmiang A" = AN (V(G')\ V(H,)) U {w} U {vi,vs,v3}, gdzie wierzchotek w jest sasiadem
wierzchotka v w grafie G. Jezeli v ¢ A, to x € A dla pewnego wierzchotka x € Ng(w), gdzie
w € Ng(v). Rysunek 3.15 przedstawia wycinek zbioru A’ po wykonaniu operacji podmiany. Jezeli
natomiast v € A, to odpowiedni wycinek zbioru A" jest zobrazowany na rysunku 3.16. Zwroémy
uwage, ze zbior A" jest globalna koalicja defensywna w grafie G/, a poniewaz |A N V(H,)| > 4, to
|4 < 14] <k +3p.

Zauwazmy, ze po skoniczonej liczbie iteracji przedstawionej powyzej procedury, dla kazdego wierz-
chotka v € L(Q) jego sasiad u € V(H,) nie nalezy do zbioru A'. Zdefiniujmy teraz A" = A'NV(G)U
< ‘A/‘ < k+ 3p.

UUEL(G){Ul’ va,v3}. Zbior A" jest globalng koalicja defensywna w grafie G/ i ‘A”
Niech teraz U = A" N V(G). Jako, ze zbior A" dominuje graf G, to zbiér U dominuje graf G.

Dla dowolnego wierzchotka v € L(G), jesli v € U, to w € U, gdzie w € Ng(v) (jak na rysunku
3.16). Niech teraz v € U i niech degg(v) > 2. Mamy SECq(U,v), wiec [Ng[v]NU| > [Ng(v) \ U].
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Zatem istnieje wierzchotek x € U sasiadujacy z wierzchotkiem v. Czyli zbiér U jest zbiorem totalnie

dominujacym w grafie G a takze |U| < k. O
Ze stwierdzenia 3.18 mamy natychmiast:

Twierdzenie 3.26. Problem MINGDS jest NP—zupetny w klasie dwudzielnych planarnych graféw
podkubicznych. O

3.6 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zaprezentowaliémy definicje zbioru defensywnego. Analizowali$émy jego pod-
stawowe wlasnosci oraz oszacowaliSmy (czes¢ 3.2) rozmiar najmniejszego globalnego zbioru defen-
sywnego w grafach ogélnych oraz w drzewach.

W kolejnej czesci (3.4) zaprezentowaliSmy wielomianowy algorytm poszukujacy najmniejszego
globalnego zbioru defensywnego w drzewie. Zatem w przypadku zagadnien praktycznych, w ktorych
mozliwe jest skorzystanie z modelu zbioréw defensywnych w drzewach, poszukiwanie doktadnych
rozwigzan mozna zrealizowaé¢ w sposob wydajny.

Zauwazylismy tez (wniosek 3.2), ze w modelu zbiorow defensywnych mozemy liczy¢ na roz-
wiazania korzystniejsze (w sensie minimalizowania liczby wierzchotkoéw) niz w przypadku modelu
koalicji defensywnych. Zatem w zagadnieniach praktycznych dyskutowany w niniejszym rozdziale
model moze okazaé sie korzystniejszym wyborem.

W ostatniej czesei (3.5) pokazalismy, ze problem poszukiwania najmniejszego globalnego zbioru
defensywnego jest NP—zupelny w przypadku klasy dwudzielnych planarnych graféw podkubicz-
nych.
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Koalicje krawedziowe w grafach

W niniejszym rozdziale przyjrzymy sie definicji, wlasnosciom, algorytmom i zagadnieniom zto-
zonosci obliczeniowej w obrebie drugiego z modeli struktur defensywnych, ktory wraz z wspotau-
torami wprowadzilismy do literatury artykutem [48], mianowicie modelowi koalicji krawedziowych

(ang. edge alliance).

Definicja 4.1. Niech G bedzie grafem. Niepusty zbior S C V(G) nazywamy koalicjg krawedziowq
(ang. edge alliance) wtedy i tylko wtedy, gdy podgraf indukowany G[S] nie posiada wierzchotkow
izolowanych oraz dla kazdej krawedzi {v,u} € E(G[S]) zachodzi SECq(S, {v,u}). Jezeli zbior S

jest jednoczesnie zbiorem dominujacym graf G, to méwimy, ze S jest globalng koalicjq krawedziowq.

Zauwazmy, ze istnieje zwigzek pomiedzy pojeciem globalnej koalicji krawedziowej a totalnym

dominowaniem.

Stwierdzenie 4.1. Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie globalng koalicjg krawedziowg.
Wtedy S jest zbiorem totalnie dominujgcym w grafie G.

DowoOD. Zbior S jako globalna koalicja krawedziowa jest zbiorem dominujacym, czyli Ng[S] =
V(G). Jako, ze podgraf indukowany G/[S] nie posiada wierzchotkéw izolowanych, to Ngg)(S) =
V(G[S]) = S. A zatem Ng(S) = V(G). O

Twierdzenie w druga strone oczywiscie w ogolnosci nie zachodzi (zobacz rys. 4.1).

Rys. 4.1: Zbiér totalnie dominujacy (wierzchotki czarne), ktory nie jest globalng koalicja krawedziowa

Definicja koalicji krawedziowej wymaga, zeby kazdy wierzchotek koalicji krawedziowej mial w niej
sasiada. Wynika z tego, miedzy innymi, ze w niektorych grafach nie istnieje koalicja krawedziowa.

Mianowicie:

Stwierdzenie 4.2. Niech G bedzie grafem (niekoniecznie spdjnym). Jesli §(G) > 1, to w grafie G
istnieje globalna koalicja krawedziowa. Jezeli §(G) = 0, to w grafie G nie istnieje globalna koalicja

krawedziowa.
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DowoOb. Jezeli 6(G) > 1, to graf zbior V(G) jest globalna koalicja krawedziowa w grafie G. Fak-
tycznie, w zbiorze V(G) kazdy wierzcholek ma co najmniej jednego sasiada. Oczywiscie ze stwier-
dzenia 2.18 mamy, ze dla kazdej krawedzi {v,u} € E(G[V(G)]) zachodzi SECq(V(G),{v,u}). Jezeli
J(G) = 0, to istnieje wierzcholek v € V(G), ktory nie ma sasiadow. Gdyby istniata globalna koalicja
krawedziowa S w grafie G, to albo v € S, albo istnieje sasiad wierzchotka v nalezacy do zbioru S.

Oba przypadki prowadza do sprzecznosci. ]

Istnieja grafy, w ktorych nie istnieje zadna koalicja krawedziowa. Przyktadowo dla dowolnej liczby

naturalnej n > 1 w grafie pustym N, nie istnieje zadna koalicja krawedziowa.

Definicja 4.2. Niech G bedzie grafem, dla ktorego 6(G) > 1. Liczbe elementéw najmniej liczne;j
koalicji krawedziowej w grafie G nazywamy liczbg koalicji krawedziowej i oznaczamy przez ea(G).
Liczbe elementéw najmniej licznej globalnej koalicji krawedziowej w grafie G nazywamy globalng

liczq koalicji krawedziowej w grafie G i oznaczamy jako 7Yeq(G).

Definicja 4.3. Licznos$é najliczniejszego podziatu zbioru wierzchotkéw grafu na roztgczne, niepuste
zbiory takie, ze kazdy zbidér tego podziatu jest globalna koalicja krawedziows nazywamy liczbg

podziatu na globalne koalicji krawedziowe.

Stwierdzenie 4.3. Niech G bedzie grafem, dla ktorego §(G) > 1. Jezeli w grafie G istnieje koalicja
krawedziowa, to ea(G) > 2 oraz Yeq (G) > 2. O

Whniosek 4.4. Niech G bedzie grafem (niekoniecznie spojnym), dla ktorego 6(G) > 1. Wtedy
ea(G) > 2¢ oraz Yea(G) > 2¢, gdzie c jest liczba sktadowych spojnosci grafu G. O

Stwierdzenie 4.5. Niech G bedzie grafem, dla ktorego n(G) > 5 oraz §(G) > 1. Wtedy Yeoa(G) > 3.

DowOD. Na mocy lematu 4.3, v.,(G) > 2. Zalézmy, ze rzeczywiscie istnieje taka globalna koali-
cja krawedziowa S, ze |S| = 2. Zatem zbior S = {u,v} dla pewnych wierzchotkow u,v € V(G).
Wierzchotki te musi taczy¢ krawedz, a zatem zachodzi SECq(S, {u,v}). Jednak zbior S jest zbio-
rem dominujacym, zatem Ng[S] = Ngl[{u,v}] = V(G). Zatem |[Ng[S]NS| =|S| =2 <3 <
IV(G)\ S| = [Ng[S] \ S|. Czyli krawedz {u, v} nie jest zabezpieczona w sensie predykatu SEC, co

jest sprzecznoscig. O

4.1 Koalicje krawedziowe jako struktury defensywne

Podobnie jak w przypadku zbioréw bezpiecznych dyskutowanych w poprzednim rozdziale, przyj-
rzyjmy sie najpierw wprowadzonej definicji w ujeciu uogoélnionej struktury defensywnej (tzn. zgodnie
z definicja 2.8). Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie (globalna) koalicja krawedziowa. Zbior
S jest (globalna) struktura defensywna typu Sg'. W ten sposoéb model zbioréw defensywnych wpi-

suje sie w ogbélnag koncepcje zaproponowana w rozdziale 2. Zwréémy jednak uwage, ze zaleznosé
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odwrotna nie zawsze jest prawdziwa. Warunek braku wierzchotkéw izolowanych w podgrafie in-
dukowanym G[S], wystepujacy w definicji koalicji krawedziowej, sprawia, ze nie kazda struktura
defensywna typu Sg' jest koalicja defensywna.

Zauwazmy, ze koncepcja koalicji krawedziowej jest restrykcja wzgledem modelu zbioru defensyw-

nego. Mianowicie zachodzi nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 4.6. Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie (globalng) koalicjg krawedziowq.
Wtedy S jest (globalnym) zbiorem defensywnym. O

Whniosek 4.7. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 1. Zachodzi v4s(G) < Yea(G). O

Twierdzenie odwrotne do 4.6 nie zachodzi. W grafie na rysunku 4.2 wierzchotki oznaczone ko-
lorem czarnym tworzg globalny zbiér defensywny. Ten zbior nie jest jednak koalicja krawedziowa.

W przypadku modelu koalicji defensywnych nie zachodzi podobna relacja w zadna strone. Rysu-

>

Rys. 4.2: Zbiér defensywny (wierzchotki czarne), ktory jest rowniez koalicja defensywna ale nie jest

koalicja krawedziowa.

nek 4.3 prezentuje dwie odmienne sytuacje. W przypadku (a) dwuwierzchotkowa globalna koalicja
defensywna (wierzcholki czarne) nie jest koalicja krawedziowa. Natomiast w przypadku (b), trzy-

wierzchotkowa globalna koalicja krawedziowa (wierzchotki czarne), nie jest koalicja defensywna.

(@) (b)

> S

Rys. 4.3: Na rysunku (a) zaprezentowano koalicje defensywna (wierzcholki czarne) oraz koalicje
krawedziowa (wierzcholki czarne razem z szarymi) i zachodzi 7, = 2 < 7, = 3. Na rysunku (b)
mamy koalicje defensywna (wierzcholki czarne razem z szarymi) oraz koalicje krawedziowa (wierzchotki

czarne) i zachodzi ., = 3 < v, = 5.

Mozemy podsumowaé wnioski 3.2 oraz 4.7 jedng wtasnoscig 4.8. Ponadto rysunek 4.4 prezentuje,
ze nier6wnosé z tego wniosku moze by¢ ostra.
Whiosek 4.8. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 1. Zachodzi v4s(G) < min{v,(G),Vea(G)}. O

W [|26] autorzy pokazali, ze dla graféw podkubicznych o minimalnym stopniu wierzchotka row-
nym co najmniej dwa, licznosci najmniejszej globalnej koalicji defensywnej i najmniejszego zbioru

totalnie dominujacego sa réwne.
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Rys. 4.4: Przyklad grafu dla ktorego 74:(G) < min{y.(G),7ea(G)}, 7 (G) = 15, v.a(G) = 8,
~as(G) = 7. Wierzchotki czarne tworza zbior defensywny.

Stwierdzenie 4.9 ([26]). Niech G bedzie grafem oraz §(G) > 2 oraz A(G) < 3. Wtedy v(G) =
a(G). -

Zatem, ze stwierdzen 4.9 oraz 4.1 otrzymujemy nieréwnos¢ miedzy licznoSciami najmniejszej

globalnej koalicji krawedziowej, oraz najmniejszej globalnej koalicji defensywne;j.
Whiosek 4.10. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 2 oraz A(G) < 3. Wtedy Yea(G) > 7,(G). O

Zar6éwno w przypadku koalicji defensywnych, jak i zbioréw defensywnych suma mnogosciowa
struktur tego typu rowniez jest taka struktura. To znaczy suma dwoch (stwierdzenie 2.1) lub wiecej
(wniosek 2.2) koalicji defensywnych réwniez jest koalicja defensywna. Suma dwoch (stwierdzenie
3.5) lub wiecej (wniosek 3.6) zbioréow defensywnych rowniez jest zbiorem defensywnym. Podobna
wlasnodé nie zawsze jest spelniona w modelu koalicji krawedziowych — nawet w przypadku dwoéch

roztacznych globalnych koalicji krawedziowych.

Stwierdzenie 4.11. Istnieje nieskoriczona rodzina graféw, taka zZe w kaidym grafie z tej rodziny
istniejg dwie roztgezne globalne koalicji krawedziowe, ktorych suma mnogosciowa nie jest koalicjg

krawedziowg.

DowOD. Rysunek 4.5 prezentuje przyktadowy graf o tej wtasnosci. Krawedz e (otoczona przery-
wana linia) w grafie ze zbiorem oznaczonym jako AU B, nie jest zabezpieczona (w sensie predykatu
SEC). W analogiczny sposob, zwiekszajac liczbe wierzchotkéow grafu, mozna konstruowaé¢ dowolnie

duze grafy o tej wtasnosci. O
4.2 Ograniczenia na rozmiar najmniejszej globalnej koalicji

krawedziowej
Zacznijmy od obserwacji, ktora pomoze nam pokazaé, ze przy pewnych specyficznych topologiach
graféw model koalicji krawedziowych moze wymagaé wtaczenia duzej liczby wierzchotkéw. Przypo-

mnijmy, ze w czesci 1.2 wprowadziliémy definicje wierzchotka wspierajacego (ang. support vertex)

jako takiego, ktory wérdd sasiadéw ma wierzchotek wiszacy.
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A B

Rys. 4.5: Dwie rozlaczne globalne koalicje krawedziowe (A 1 B) oraz ich suma (AU B), ktora nie jest
koalicja krawedziowa. Dla krawedzi e nie jest spelniony warunek bezpieczenstwa w sensie predykatu

SEC.

Stwierdzenie 4.12. Niech G bedzie grafem oraz S C V(G) bedzie globalng koalicja krawedziowg.
Dla kazdego wierzchotka wspierajgcego s € V(G) zachodzi s € S.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze istnieje wierzcholek wspierajacy s € V(G), taki ze s ¢ S. Ist-
nieje wierzchotek wiszacy | € V(G) bedacy sasiadem wierzchotka s. Jako, ze zbior S jest zbiorem
dominujacym, to [ € S. Zatem w podgrafie indukowanym G[S] wierzcholek [ jest wierzchotkiem

izolowanym. Stanowi to sprzeczno$¢ z definicja koalicji krawedziowe;j. O

Zauwazmy, ze konkluzja stwierdzenia 4.12 wskazuje na uniwersalny sposéb generowania gra-
fow, w ktorych liczno$é najmniejszej globalnej koalicji krawedziowej jest znaczaca wzgledem liczby
wszystkich wierzchotkéw. Wyrazimy ta obserwacje formalnie, ale najpierw wprowadzimy pomocni-

cza definicje, ktora uprosci sformutowanie.

Definicja 4.4. Niech G bedzie grafem. P,-rozszerzeniem grafu G nazywamy graf H powstaly z
grafu G oraz n(G) kopii Sciezki P,. Kazda ze $ciezek jest potaczona z doktadnie jednym wierzchol-

kiem v € V(G) krawedzia dotaczona do jednego z koricow Sciezki.

Rysunek 4.6 prezentuje graf oraz jego P3—rozszerzenie.

=Sl soow ss:

Rys. 4.6: Po lewej stronie znajduje sie graf wyjsciowy. Po prawe]j jego Ps3—rozszerzenie.

Stwierdzenie 4.13. Niech G bedzie grafem oraz niech H bedzie Po—rozszerzeniem grafu G. Wiedy

Yea(H) = %n(H) =2n(G).

DowoOD. Zauwazmy, ze §(H) = 1. Rozwazmy osobno przypadek, w ktorym graf G jest grafem jed-

nowierzchotkowym. Wtedy graf H jest izomorficzny ze $ciezka Ps. Latwo sprawdzié, ze Yeq(P3) = 2
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co jest zgodne z teza. W dalszej czesci dowodu zaktadamy, ze graf G ma co najmniej dwa wierzcholki.
Niech zbior S bedzie globalna koalicja krawedziowa w grafie H, dla ktorej |S| = Yeo(H ). Zauwazmy,
ze zbiér wierzchotkow wiszacych w grafie H sktada sie z tych konicow dotaczanych Sciezek Po, ktore
nie zostaly wykorzystane do dolaczania do grafu GG. Natomiast zbiér wierzchotkéw wspierajacych
w grafie H sktada sie z tych koricow dotaczanych Sciezek Ps, ktore zostaty bezposrednie potaczone
z wierzchotkami grafu G. Oznaczmy zbioér wszystkich wierzchotkéw wiszacych grafu H jako L oraz

zbiér wszystkich wierzchotkow wspierajacych w grafie H jako C. Rysunek 4.7 prezentuje wpro-

wadzone oznaczenia. Zwro¢my tez uwage, ze z konstrukeji grafu H mamy |C| = |L| = n(G). Na
H
G cC L
o o o
O oo
o o o

Rys. 4.7: Przedstawienie oznaczen uzytych w dowodzie stwierdzenia 4.13.

mocy stwierdzenia 4.12 zachodzi C C S. Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek ¢ € C' ma doktadnie
dwoch sasiadéw, jednego w zbiorze L i jednego wséréd wierzchotkéw pochodzacych z wyjsciowego
grafu G. Dodatkowo dla dowolnego ¢ € C jezeli ¢ # ¢/, to Ng(c) NNy (<) = 0. Czyli wierzchotek
¢ ma dwoch unikalnych sasiadow. Z definicji koalicji krawedziowej podgraf indukowany H[S] nie
posiada wierzchotkéw izolowanych, zatem jeden z sasiadéw wierzchotka ¢ réwniez nalezy do koalicji
krawedziowej S. Stad |S| > 2|C| = 2n(G). Na koniec zauwazmy, ze zbior S = C U L jest glo-
balna koalicja krawedziowa oraz |S’| = 2n(G). Z minimalnosci (w sensie liczby elementéow) zbioru
S mamy |S| < |§'] = 2n(G). Zatem |S| = 2n(G), czyli vea(H) = 20(G) = 2n(H). O

Przejdziemy teraz do wskazania dolnego oszacowania na warto$é parametru 7., w przypadku
dowolnych graféw.

Najpierw wprowadzimy oznaczenie, ktére bedzie potrzebne do sformutowania odpowiedniego
twierdzenia. Niech G bedzie grafem. Przypomnijmy (def. 1.17), ze przez v(G) oznaczamy rozmiar
najwickszego, w sensie liczby elementow, skojarzenia w grafie G. Dla dowolnego zbioru S C V(G)

wprowadzimy skrotowe oznaczenie vs(G) = v(G[S]) i definiujemy parametr:

Vea(G) = max{rg(G): S jest globalna koalicja krawedziowa A 7..(G) = |S|}.
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4.2.1 Ograniczenie dolne w przypadku ogélnym

Twierdzenie 4.14. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 1. Wtedy,

VAR(G) + (Vea(G) —1)% + vea(G) — 1
Yea(G) = 5 :

Dowob. Niech S bedzie dowolna globalna koalicja krawedziowa, taka ze |S| = Yeq (G) oraz ve,(G) =
vs(@G). Dla zwiezlosci przyjmijmy V = V(G), n = n(G), s = |S| 1 v = ve(G). Oczywiscie v > 0.
Zauwazmy, ze teza jest réwnowazna nastepujacej nieréwnosci: s? — (v —1)s — n > 0. Zalozmy
nie wprost, ze s — (v — 1)s —n < 0. Ze stwierdzenia 4.1 wiemy, ze zbiér S jest zbiorem totalnie
dominujacym w grafie G. Zatem mamy [Ng[S]N(V\ S)|= |V \ S| =n —s > s? — vs.

Z drugiej strony niech M = {{v;,u;}: i € {1,...,v}} bedzie najwiekszym skojarzeniem w pod-
grafie indukowanym G[S] oraz U = |J;_; {vi, u;}. Jako, ze SEC¢(S, {vi, u;}), to | Ng[{vi, u } N (V'\
S)| < [Ng[{vi, us }]NS| < s. Jako, ze [ Ng[S\UIN(V\S)[+ 32721 [Na[{vi, ui}] N (V\ S)| = |(Na[S\
UluUi—; Ne[{vi, ui )N (V\S)| = [V \ S| > s? —vs, otrzymujemy | Ng[S\U]N(V'\S)| > s(s—2v).

Dla kazdego wierzchotka w € S istnieje wierzchotek u € S taki, ze {w,u} € E(G[S]) oraz
SECq(S, {w,u}), zatem |Ng[w] N (V\ 9)| < |[Ng[{w,u}] N (V\S)| <|Ng[{w,u}]NS| < s. Czyli
ostatecznie [ Ng[S\UIN(V\ )| <3 eqvv [ Ne[{w}] N (V\ S)] < s(s — 2v), co doprowadza nas

do sprzecznodci z zatozeniem nie wprost. O

Zauwazmy, ze dla dowolnych wartosci catkowitych » > 11 1 > r istnieje graf G o n(G) =
[ +r+1(l+r) wierzcholtkach oraz v.,(G) = r, taki ze oszacowanie dolne 4.14 jest $ciste. Pokazemy
teraz przykladowa nieskoniczong rodzine takich graféw. Niech G = K;:l bedzie grafem uzyskanym
z pelnego grafu dwudzielnego K,; z dolaczonymi [ 4 r wierzchotkami do kazdego z wierzchotkow
partycji o [ wierzchotkach (w przypadku [ = r wierzchotki dodajemy do jednej partycji). Wtedy
Yea(G) = 1471 72,(G) — Yea(G) (Vea(G) — 1) = n(G). Jeden z takich graféw zostal zaprezentowany

na rysunku 4.8.

Rys. 4.8: Graf G = K3 ;. Mamy n(G) = 35, 7eq(G) = 71 vea(G) =3
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W przypadku, w ktorym nie jesteSmy w stanie oszacowaé wartosci ve,(G) oszacowanie przyjmuje

uproszczong, cho¢ mniej precyzyjna, postac.
Whiosek 4.15. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 1. Wtedy veqo(G) > /1n(G).

DowoOD. Poniewaz dowolna koalicja krawedziowa ma przynajmniej dwa wierzchotki oraz kazdy

wierzchotek posiada co najmniej jednego sasiada w obrebie koalicji krawedziowej, to ve,(G) > 1.
A+(z—1)2+(z—1) .
5 jest

funkcja rosnaca. Zatem dla wartosci ve,(G) = 1 oszacowanie dolne w twierdzeniu 4.14 przyjmuje

Dla dowolnej wartosci A > 0 funkcja f4: R — [0, 00) zadana wzorem f4(z) =

najmniejsza warto$¢ rowna /n(G) i jest poprawne niezaleznie od wartosci veq(G). O
W kolejnym kroku przedstawimy dokladniejsze oszacowanie wartosci veq(G).

Stwierdzenie 4.16. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 1. Wtedy:

Vea(G) > {diam(;}) + 1_‘ .
DoOwOD. Przyjmijmy oznaczenie d = diam(G) i niech v, u € V(G) beda wierzchotkami dla ktérych
dg(v,u) = d. Niech A; = {w € V(G): dg(v,w) =i}, dla i € {0,...,d}. Oczywiscie Ay = {v} oraz
u € Ay. Zauwazmy, ze dla kazdej krawedzi {z,y} € E(G) jezeliz € A;iy € Aj, to |i —j| < 1.

Niech S C V(G) bedzie globalna koalicja krawedziowa w grafie G taka, ze veq(G) = |S|. Na
mocy stwierdzenia 4.1 zbior S jest zbiorem totalnie dominujacym w grafie G, zatem S N Ay # ().
Dodatkowo istnieje krawedz {vg, up} € E(G), taka ze {vg,up} € SN (AgU A1 U Ag). Zauwazmy, ze
jezeli d < 4, to teza stwierdzenia jest prawdziwa.

Przyjmijmy teraz, ze d = 5k + i, gdzie k > 110 < i < 4. Dla kazdego [ € {0,...,d — 2}, mamy
SN(AUA L1 UALo) # 0. Zatem dla kazdego j € {1,...,k — 1} istnieje krawedz {v;, u;} € E(G),
taka ze {vj,u;} C SN (Asj_2 U Asj_1 U As; U Asj41 U Asjyo). Jezeli j = k, to istnieje krawedz
{vk,ur} € E(G), taka ze {vg,up} C SN (Asr—2U Asp—1 U A5 U ... U Asptq).

Zbior krawedzi {{vo,uo},...,{vk, ur}} jest skojarzeniem w grafie G[S], zatem mamy ve,(G)

>
vs(G) > k + 1 = [Jam@Hly 0

Stad natychmiast otrzymujemy wniosek.

Whniosek 4.17. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 1. Wtedy,

\/4 n(G) + (I'diam(5G)+1‘| - 1)2 + I'diam(sG)—‘rl" . 1
> .
’Yea(G) = 9

4.2.2 Ograniczenie gérne w drzewach

Przejdziemy teraz do wykazania gérnego oszacowania na rozmiar najmniejszej globalnej koalicji

krawedziowej w drzewach.
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Twierdzenie 4.18. Niech T bedzie drzewem i niech n(T) > 3. Wtedy veo(T) < 31(T). Co wiecej,
istnieje globalna koalicja krawedziowa S w drzewie T, ktora jest rowniez globalng koalicjg w drzewie
T oraz |S| < 2n(T).

Dowd6d zostanie poprzedzony wprowadzeniem wlasno$ci pomocniczych i obserwacjami dotycza-

cymi drzew T, dla ktorych n(T) < 2.

Lemat 4.19. Niech T bedzie drzewem i niech e, = {v1,ve} € E(T') bedzie dowolng krawedzig. Niech
Vi,Va C V(T) bedg zbiorami wierzchotkow sktadowych spojnosci grafu H = (V(T'),E(T) \ {es})
(tzn. drzewa T z usunietq krawedzig ep) takimi, ze vi € Vi oraz vo € Va. Jezeli zbiory Si,S2
sq globalnymi koalicjami krawedziowymi oraz globalnymi koalicjami defensywnymi odpowiednio w

poddrzewach indukowanych H[Vi]| oraz H[Va] oraz zachodzi jeden z warunkow:

1. v1 € 1 oraz vy € S,

2. v1 € S1, v2 € Sa, [Nppaj[v] N S1] = [Ngpyyy[vi] \ Si + 1 oraz [Ngpylei] N S1| = [Ngpvalei] \
Si|+ 1 dla kazdej krawedzi e; = {v;,v1}, gdzie v; € V1,

3. v1 € 81, v2 € 52, [Ny [va] N S| = [Nppy)[v2] \ S2| + 1 oraz [Ny [ei] N S2| = [Nppy)lei] \
So| 4+ 1 dla kazdej krawedzi e; = {v;, v}, gdzie v; € Vs,

4. v1 €51 oraz vs € So,

to zbior S = S1U Sy jest globalng koalicjq krawedziowq oraz globalng koalicjg defensywng w drzewie
T.

DowoOD. Oczywiscie zbiodr S jest zbiorem dominujacym w drzewie T'. Pozostaje nam zweryfikowad,
ze wierzcholtki vy oraz ve sa zabezpieczone (w sensie predykatu SEC), o ile naleza do zbioru S.
Musimy tez zweryfikowaé, ze krawedzie o koricach w wierzchotkach v; lub w vy sg zabezpieczone
(w sensie predykatu SEC), dla wszystkich krawedzi, ktorych oba konce naleza do zbioru S.

Przypadek (1). Sytuacja jest symetryczna, wiec skoncentrujemy sie na analizie wierzchotka vy:
° SECT(S, 1}1), poniewaz ]NT[vl] N S‘ = ‘NH[Vl] [Ul] N Sl‘ + 1 oraz ‘NT['Ul] \ S‘ = ‘NH[Vl] [Ul] \51’,
° SECT(S, eb), poniewaz \NT[eb} N S’ = ‘NH[Vl}[vl] N 51’ + ‘NH[VQ][UQ] N SQ’ oraz \NT[eb] \ S‘ =
INgp[vi] \ S1l + [Ngps)[v2] \ Sal,

e SECp(S,¢;) dla wszystkich krawedzi e; = {v;,v1}, dla ktorych v; € Vi, poniewaz |Nple;|NS| =
INEvq)les] N S|+ 1 oraz [Ny[e;] \ S| = [Ngpylei] \ Si

Analiza dla wierzchotka vs jest analogiczna.
Przypadki (2) i (3). Oba przypadki sa symetryczne, zatem skupimy sie na analizie przypadku
(2).

e SEC7(S,v1), poniewaz |[N7[v1]NS| = [Ny, [v1] N S1] oraz [Np[vi]\ S| = [Ny [v1] \ S1]+1,

e SECp(S,¢;) dla wszystkich krawedzi e; = {v;,v1}, dla ktorych v; € Vi, poniewaz |Nple;|NS| =
INvylei] 0 .S1| oraz [Nrlei] \ S| = [Ny le] \ S| + 1.
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Analiza dla przypadku (3) jest analogiczna.
Przypadek (4). W tej sytuacji nie ma potrzeby weryfikacji, poniewaz dla zadnego z wierzchotkow
zbioréw St 1 S5 nie zmienia sie ich liczba sasiadow. Nie pojawia sie réwniez ani jedna nowa krawedz

o koricach w zbiorze S. O

W kolejnych lematach osobno rozpatrzymy wtasnosci analogiczne do przedstawionej w lemacie
4.19. W tych przypadkach skupiamy sie na sytuacji, w ktorej po rozcieciu drzewa rozmiar jednej

ze sktadowych spojnosci powstalych po rozcieciu okazuje sie maty.

Lemat 4.20. Niech T bedzie drzewem, | € V(T') lisciem a s € V(T') jego sqsiadem. Zbiory Vi = {l}
oraz Vo = V(G) \ {l} sq sktadowymi spéjnosci grafu H = (V(T),E(T) \ {l,s}) (tzn.drzewa T z
usunietq krawedzig {l,s}). Jezeli zbior S C Va jest globalng koalicjg krawedziowq oraz globalng

koalicjq defensywnag w poddrzewie indukowanym H[V3|, oraz zachodzq warunki:

e scf,
® [Ny ls] N S| > [Ny [s] \ S|+ 1,
o [Ny lei] N S| > [Ny lei] \ S|+ 1 dla kazdej krawedzi e; = {v;, s}, gdzie v; € Va,

to zbidr S jest globalng koalicjg krawedziowq oraz globalng koalicjq defensywng w drzewie T .

DowoOD. Oczywiscie zbidr S jest zbiorem dominujgcym w drzewie T'. Pozostaje nam zweryfikowaé,
ze wierzchotek s jest zabezpieczony (w sensie predykatu SEC), oraz ze zabezpieczone (w sensie
predykatu SEC) sa tez wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka s w kierunku wierzchotkow

zbioru S.

e SEC7(S, s), poniewaz |[N7[s] N S| = [Ngz[s] N S| oraz [Np[s] \ S| = [Ny [ve] \ S|+ 1,

e SEC7(S,e;) dla wszystkich krawedzi e; = {v;, s}, dla ktorych v; € S, poniewaz [Np[e;] NS| =
INmvs)[ei] N S| oraz [Nplei] \ S| = [Ngyle] \ S| + 1. O

Lemat 4.21. Niech T bedzie drzewem, | € V(T) lisciem, s € V(T) jego sgsiadem, degrp(s) = 2
oraz ¢ € V(T) drugim sgsiadem wierzchotka s (tzn.s # 1). Zbiory Vi = {l,s} oraz Vo = V(G) \
{l, s} sa sktadowymi spdjnosci grafu H = (V(T),E(T)\ {s,c}) (tzn. drzewa T z usunietq krawedzig
{s,c}). Jezeli zbior S C Va jest globalng koalicjg krawedziowq oraz globalng koalicjg defensywng w
poddrzewie indukowanym H[V3] oraz ¢ € S, to zbior S" = SU{s} jest globalng koalicjq krawedziowq

oraz globalng koalicjg defensywng w drzewie T .

DowoOD. Oczywiscie zbior S’ jest zbiorem dominujacym w drzewie T'. Pozostaje nam zweryfikowac,
ze wierzcholki ¢ oraz s sa zabezpieczone (w sensie predykatu SEC), oraz ze zabezpieczone (w
sensie predykatu SEC) sa rowniez wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka ¢ w kierunku

wierzchotkéw zbioru S.

e SECp(S5’,s), poniewaz |Np[s] N S’| = 2 oraz |Np[s] \ S| =1,
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e SECr(S',¢), poniewaz |[N7[c] N.S'| = [Ny [c] N S|+ 1 oraz [N7[c] \ S| = [Ngpgc] \ S,
e SEC7(S',{s,c}), poniewaz [N7[{s,c}] N S'| = |[Nypylc] N S|+ 1 oraz [Nz[{s,c}] \ §'| =
N el \ S| +1,
e SECy (95, e;) dla wszystkich krawedzi e; = {v;, ¢}, dla ktorych v; € S, poniewaz |[Np[e;]NS'| =
Ny les] N S|+ 1 oraz [Nr[e;] \ S'| = [Ngpylei \ S| O
Lemat 4.22. Niech 0 < n < N oraz 0 < m < M bedg liczbami catkowitymi, gdzie N, M > 0,

~ <0 oraz 77 <6 dla pewnej liczby § > 0. Wtedy ﬁiﬁ} <.

DowOD. Zauwazmy, ze n < N§ oraz m < MJ. Dodajac obie nieréwnosci stronami otrzymujemy

n+m<No+ Ms=(N+ M)d. O

Powyzsze lematy pozwolag nam rozcinaé¢ drzewa, szukaé rozwigzan spelniajacych oszacowanie
w sktadowych spdjnosci a nastepnie taczyé rozwiazanie zachowujac oszacowanie dla wyjsciowego
drzewa. Jednak najpierw podsumujemy kwestie istnienia i rozmiaru globalnej koalicji krawedziowe;j

w najmniejszych drzewach.
Lemat 4.23. Zachodzq nastepujgce wlasnosci:

1. w drzewie jednowierzchotkowym N1 nie istnieje globalna koalicja krawedziowa,
2. dla dwuwierzchotkowego drzewa Py mamy Yeq(P2) = 2 = n(Py).
DowoOD. Punkt (1) wynika z lematu 4.3. W przypadku punktu (2) z lematu 4.3 wiemy, ze potrze-

bujemy co najmniej dwoch wierzchotkow. Latwo zauwazy¢, ze zbior V(P) jest globalna koalicja

krawedziows w grafie Ps. O

Po zidentyfikowaniu dwoch skrajnych przypadkow (lemat 4.23), mozemy przejs¢ do dowodu twier-
dzenia 4.18.

DowOD TWIERDZENIA 4.18. Jako, ze n(T) > 3, to diam(7) > 2. Przyjmijmy oznaczenia V =
V(G) oraz n = |V(G)|. W dalszej czesci przeprowadzimy rozumowanie polegajace na wskazywaniu
i zliczaniu wierzchotkéw nalezacych do globalnej koalicji krawedziowej, oraz wierzchotki lezace poza
nig. Niech S bedzie globalng koalicjg krawedziows w drzewie 1. Dla dowolnego zbioru A C V
przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

o BT,S(A) = NT[A] N S,

* br,s(A) = [Br,s(4)],

o Wrs(A) = Np[A]\ Brs(A),

o wr,5(A) = wr,s(4)].
W przypadku zbioru A bedacego pojedynczym wierzchotkiem v € V zastosujemy uproszczona
notacje: By s(v), Wr g(v),br s(v), wr,s(v). W dowodzie bedziemy analizowaé liczne przypadki wy-

kazujac bezpieczenstwo (w sensie predykatu SEC) wierzchotkéow i krawedzi drzewa. Zauwazmy, ze
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SECt(S, A) wtedy i tylko wtedy, gdy brs(A) > wr g(A). Podczas analiz bedziemy wyznaczaé
wartosci by g(A) oraz wr g(A) i przedstawimy je w postaci tatwej do poréwnania.

Schemat dowodu jest nastepujacy:
1. Najpierw konstrukcyjnie dowodzimy tezy dla drzew o srednicy réwnej 2 i 3.
2. Nastepnie dla drzew o Srednicy nie mniejszej niz 4 przeprowadzamy indukcje ze wzgledu na

liczbe wierzchotkow drzewa.

Przypadek diam(T") = 2.
Ogolna posta¢ drzewa T wraz z proponowana globalna koalicja krawedziowa zostalta zaprezento-

wana na rysunku 4.9. Niech S = {r,o0,v1,...,v|3/2)} wedlug oznaczen zgodnych z rysunkiem 4.9.

Rys. 4.9: Ogolna posta¢ drzewa o $rednicy réwnej 2 wraz z proponowang globalng koalicja krawe-

dziows (wierzchotki czarne).

Dla parzystych wartosci k = 21, gdzie | > 0, mamy by g(V) = 2 + [ oraz wr (V) = 1+ 1 a takze
n = 3 + 2l. Oszacowanie jest wtedy spelnione poniewaz:

brs(V)  2+1 <g
n 3423

Zachodzi:

e SECr(S,e,), poniewaz by s(e,) =2+ 1 oraz wrg(e,) =141,
e SECp(S,e;) dlai € {1,...,|k/2]}, poniewaz by s(e;) = 2+ oraz wr s(e;) =1+1,

e SECr

(
(
e SECy(S,r), poniewaz by g(r) = 2 oraz wr,s(r) =0,
(S,0), poniewaz by g(0) =2+ 1 oraz wr (o) =1+1,
(

o SECy(S,v;) dlaie{1,...,|k/2]}, poniewaz by g(v;) = 2 oraz wr,s(v;) = 0.

Dla nieparzystych wartosci k = 21 4 1, gdzie | > 0, mamy by g(V) =2+ 1 oraz wrg(V) =2+1, a

takze n = 4 4 2[. Oszacowanie jest wtedy spelnione poniewaz:

brs(V) 241 _2
: = <- <= [>-2
n 4+21 — 3 -

Zachodzi:
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e SECr(S,e;), poniewaz by g(e,) =2+ 1 oraz wrg(e,) =2 +1,
e SECy(S,e;) dlai e {1,...,|k/2]}, poniewaz by s(e;) = 2+ oraz wr s(e;) =2 +1,

(

(
e SECy(S,r), poniewaz by g(r) = 2 oraz wr g(r) =0,
e SEC7(S,0), poniewaz by g(0) = 2 + [ oraz wr,g(0) =2 +1,
(

e SECp(S,v;) dlai e {1,...,[k/2]}, poniewaz by g(v;) = 2 oraz wr,g(v;) = 0.

Zatem zbior S spelnia teze twierdzenia.
Przypadek diam(7) = 3.
Ogolna posta¢ drzewa T wraz z proponowana (za wyjatkiem sytuacji & = m = 0) globalna

koalicja krawedziowa zostalta przedstawiona na rysunku 4.10.

Rys. 4.10: Ogodlna posta¢ drzewa o Srednicy roéwnej 3 wraz z proponowana koalicja krawedziowa

(wierzcholki czarne).

Na poczatek rozwazmy sytuacje w ktorej k = m = 0. Zbior S = {o,p} jest globalna koalicja
krawedziowa. W dalszej czedci bedziemy zaktadaé¢, ze k +m > 1.

Niech S = {r,0,p,v1,... s Ulk/2)> ULy -+ U2 }. Rozwazmy przypadek, w ktorym wartosci k, m
sa parzyste, czyli k = 2a oraz m = 2b dla pewnych catkowitych wartosci a i b. Wtedy by g(V) =
3+a+b, wrs(V)=1+a+borazn =4+ 2a+ 2b. Oszacowanie jest spelnione poniewaz:

brs(V)  3+a+b <g
n 442420~ 3

<< a+b>1 << k+m>0.
Zachodzi:

e SECr

er), poniewaz by g(e,) = 3 + b oraz wr s(e,) =,
e SECp(S,e,)

€o), poniewaz by s(e,) =3 +a+ b oraz wrs(e,) =1+ a+0b,
e;),dlai e {1,...,|k/2]}, poniewaz by s(e;) = 2+ a oraz wrs(e;) =1+ a,
fi), dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz br s(f;) = 3 + b oraz wr s(f;) = b,

SECr

(S,
(S,

o SEC(S, ¢;
(8,
(S,

SECT ), poniewaz bT7S(T) = 2 oraz wT,S("") — 07
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,0), poniewaz by g(0) = 3+ b oraz wr,s(o) = b,

°
w2
e
Q

~

(S

e SEC7(S,p), poniewaz by s(p) = 2+ a oraz wr s(p) = 1+ a,
(S,v;) dlai e {1,...,|k/2]}, poniewaz by g(v;) = 2 oraz wr g(v;) =0,
(S

e SEC7(S,u;) dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz br s(u;) = 2 oraz wr g(u;) = 0.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym warto$é¢ k jest nieparzysta (k = 2a + 1) a wartos¢ m jest
parzysta (m = 2b). Wtedy brs(V) =3 +a+b, wrs(V) =2+ a+boraz n = 5+ 2a + 2b.
Oszacowanie jest spelnione poniewaz:

brs(V)  3+a+b < 2

= N b> —1.
n 5120 +2 — 3 atb=

Zachodzi:

e SECr

e SECr(S,e,), poniewaz by g(e,) =3 +a+ b oraz wrs(e,) =2+ a+1b,

e SECr(S,e;),dlaie {1,...,|k/2]|}, poniewaz br s(e;) = 2 + a oraz wr s(e;) =2+ a,

e SECr

2 oraz wr g(r) =0,

L
fi), dlad e {1,...,[m/2]}, poniewaz by s(f;) = 3 + b oraz wr s(f;) = b,
,7), poniewaz by g(r) =

) =

e SECr 3+ b oraz wrg(o) =0,

e SEC7(S,p), poniewaz by s(p) = 2+ a oraz wr s(p) = 2 + a,

o SECr(S,v;) dlaie{l,...,|k/2]|}, poniewaz br g(v;) = 2 oraz wr g(v;) =0,

(s

(S,

(S,

(S
o SEC7(S,7)

(S, 0), poniewaz br.s(o

(S,p)

(S

(S

)
e SEC7(S,u;) dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz br s(u;) = 2 oraz wr g(u;) = 0.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym wartosé k jest parzysta (k = 2a) a warto$¢ m jest nieparzysta
(m=20+1). Wtedy by 5(V) =3+a+b, wrs(V)=2+a+boraz n =5+ 2a + 2b. Oszacowanie
jest spelnione poniewaz:

brs(V) _ 3+atb _2

— — = b> —1.
n 5120 +2 — 3 ato2

Zachodzi:

e SECr(S,e;), poniewaz br s(e,) = 3 + b oraz wr g(e,) =140,
e SECT

o SECr(S,¢;),dlaie {1,...,]k/2]}, poniewaz br s(e;) =2+ a oraz wr g(e;) =1+ a,

)
€o), poniewaz by s(e,) =3 +a+ b oraz wrs(e,) =2+ a+b,
€)
Jfi), dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz by s(fi) =3+ b oraz wrs(fi) =1+,
e SECr(S,r), poniewaz by g(r) = 2 oraz wr,s(r) =0,

(

(S,

(S,

e SECp(S

(S,7)

e SECr(S,0), poniewaz by s(o) = 3 + b oraz wrg(o) =1+,
(S,p)

e SECr(S,p), poniewaz by s(p) = 2+ a oraz wr s(p) =1+ a,
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e SECy(S,v;) dlai e {1,...,[k/2]}, poniewaz by g(v;) = 2 oraz wr g(v;) =0,
e SEC7(S,u;) dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz br s(u;) = 2 oraz wr g(u;) = 0.
Rozwazmy przypadek, w ktérym wartosci k, m sa nieparzyste, czyli £ = 2a+ 1 oraz m = 2b+1 dla

catkowitych wartosci a i b. Wtedy brg(V) =3 +a+0b, wrs(V) =3+ a+boraz n =6+ 2a + 2b.

Oszacowanie jest spetnione poniewaz:

b 2
T’S(V) = Stath < - <= a+b>-3.

n  6+2a+2b" 3 -
Zachodzi:
e SECr(S,e;), poniewaz by s(e,) = 3 + b oraz wr g(e,) =1+,
e SECr(S,e,), poniewaz by s(e,) =3+ a+ b oraz wrs(e,) =3 +a+0b,
e SECr(S,e;),dlai e {1,...,]k/2]}, poniewaz by s(e;) =2+ a oraz wr s(e;) =2+ a,
e SECr(S, fi), dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz by s(f;) = 3+ b oraz wr g(f;) =140,
e SECr(S,r), poniewaz by g(r) = 2 oraz wr,s(r) =0,
e SECr(S,0), poniewaz by g(o) =3 + b oraz wrg(o) =1+,
e SECr(S,p), poniewaz by s(p) = 2+ a oraz wr,s(p) =2 + a,
e SECr(S,v;) dlaie{1,...,|k/2]}, poniewaz by g(v;) = 2 oraz wr g(v;) =0,
e SEC7(S,u;) dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz by g(u;) = 2 oraz wr g(u;) = 0.

Zatem zbior S spelnia teze twierdzenia.
Przypadek diam(7T) > 4.

Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na liczbe wierzchotkow drzewa. Najmniejszym (oraz jed-
nym) w sensie liczby wierzchotkéw drzewem o Srednicy nie mniejszej niz 4 jest pieciowierzchotkowy
graf P5 (rys.4.11).

Rys. 4.11: Graf P5 z najmniejsza globalna koalicja krawedziowa (wierzcholki czarne).

Zbior S = {ve,vs3,v4} (oznaczenia zgodne z rysunkiem 4.11) spelnia teze twierdzenia. Zaloézmy
teraz, ze teza jest spelniona dla wszystkich drzew o srednicy nie mniejszej niz 4, ktérych rozmiar
jest mniejszy niz n, gdzie n > 5. Pokazemy, ze teza jest spelniona dla dowolnego drzewa o Srednicy
nie mniejszej niz 4 rozmiaru n.

Schemat dowodu jest nastepujacy:

o W pierwszej czesci bedziemy odcinaé¢ z drzewa T’ poddrzewo o ustalonej strukturze (rys. 4.12).
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e Poprzez analize przypadkéw wskazemy konstrukcje globalnej koalicji krawedziowej w odcie-
tym poddrzewie, chyba ze struktura jest taka jak na rysunku 4.18. W tym przypadku odci-
namy wieksze poddrzewo i poprzez analize przypadkéw wskazujemy globalng koalicje krawe-

dziowa.

e Skorzystamy z zalozenia indukcyjnego oraz lematéw 4.20, 4.21, 4.19 oraz 4.22, zeby wskazaé

jak uzyskaé globalng koalicje krawedziowa w calym drzewie T

Wybierzmy dowolna najdtuzsza Sciezke w drzewie T i oznaczmy ja przez P. Niech («,...,7,0,p,q)
bedzie uszeregowaniem wierzchotkéow $ciezki P w kolejnosci w jakiej sa ze soba potaczone w $ciezce
P. Rozwazmy drzewo T' w reprezentacji ukorzenionej w wierzchotku «, czyli w jednym z koncow
Sciezki P.

W pierwszej czedci rozumowania bedziemy starali si¢ rozciaé¢ drzewo T' poprzez usuniecie krawedzi
{r,0}. Uzyskamy w ten sposob dwa mniejsze drzewa, ktore oznaczymy jako T, oraz Tj. Przyjmijmy,
ze wierzchotek o € V(Tp) i rozwazmy drzewo T, w wersji ukorzenionej w wierzchotku o. Zostalo to

przedstawione na rysunku 4.12.

|Poddrzewo II oo |Poddrzewo t|

ciecie

Rys. 4.12: Rozcigcie krawedzi {r, 0o} drzewa T'.

W drzewie T, wskazemy zbior S zgodny z teza twierdzenia (tzn. bedacy globalna koalicja krawe-
dziowa oraz globalna koalicja defensywna), ktory spelia dodatkowe warunki:
e 0€ES,

e by, s({o,v}) —wr, s({o,v}) > 1, dla wszystkich wierzchotkow v € V(T}), dla ktorych {o,v} €
E(T}),

L4 bTb,S(O) - wa,S(O) > 17

o [S] < V(D).

Drzewo T, moze mie¢ jedna z nastepujacych postaci, od ktorej zalezy sposob w jaki bedziemy

konstruowaé zbior S’ spelniajacy teze twierdzenia.
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1. Graf jednowierzcholkowy N;: W tym przypadku skorzystamy z lematéw 4.20 oraz 4.22
zeby uzasadnic¢, ze zbior S’ = S spelnia teze twierdzenia.

2. Sciezka P>: W tym przypadku skorzystamy z lematow 4.21 oraz 4.22 zeby uzasadnié, ze
zbior S” = S U {r} spelnia teze twierdzenia.

3. Drzewo o $rednicy 2 lub 3: W pierwszej czesci dowodu przedstawiliémy konstrukcje zbioru
Sy, ktory spetnia teze twierdzenia dla drzewa T,. Skorzystamy z lematow 4.19 oraz 4.22 zeby

uzasadni¢, ze zbior S’ = S, U S spelnia teze¢ twierdzenia.

4. Drzewo o $rednicy nie mniejszej niz 4: W tym przypadku na mocy zalozenia indukcyj-
nego istnieje zbior Sy, ktory speklnia teze twierdzenia dla drzewa T;. Ponownie skorzystamy

z lematow 4.19 oraz 4.22, zeby uzasadnié¢, ze zbior S’ = S, U S spelnia teze twierdzenia.

Przejdziemy teraz do analizy przypadkéw drzewa Tj. Niech:

S = {O,p}U{ul,...,’U,Lm/QJ}U{’Ul,...,’l}“@/g]}u
{wi, ..., ws} U{w%,...,wﬁc(wl)m} U Ufwl, e W) 2t

Pokazemy, ze tak zdefiniowany zbiér S spelnia przedstawione kryteria, chyba ze struktura grafu
jest taka jak na rysunkach 4.13, 4.15, lub 4.18.

Przypadek 2 | ki 2|m.
Rozwazmy przypadek, w ktorym wartosci k,m sa parzyste, czyli & = 2a oraz m = 2b dla
catkowitych wartosci a > 01 b > 0. Wtedy:

bry,s(V) = 2+a+b+s+[c(w)/2] + -+ |c(ws)/2],
wr,s(V) = 14+a+b+[e(w)/2] 4+ [e(ws)/2],
n = 3+2a+2b+s+c(wr)+ -+ c(ws).

Nieré6wnosé:
br,,s(V)  2+a+b+s+ [clw)/2] +- -+ [c(ws)/2]
n 3+ 2a+2b+s+c(w)+ -+ c(ws)

jest rbwnowazna nieréwnosci:

<

[SCRN )

a+b>s+ (3le(w)/2] —2c(wr)) + -+ (Ble(ws) /2] — 2¢(ws)).
Ta nieré6wnos¢ jest spelniona poniewaz a + b > 0 oraz:
0> s+ (3le(wy)/2] —2¢(wy)) + -+ + (3| e(ws) /2] — 2¢(ws)).
Zachodzi:

e SECT, (S, e,), poniewaz by, s(e,) =2+ a+ b+ s oraz wr, s(e,) =1+ a+ b,
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e SECq;,(S,eu;), dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz by, s(ew;) = 2+ b+ s oraz wr, g(eu;) = b,

e SECq, (S, ew;),dlat € {1,...,s}, poniewaz by, s(ew;) = 2+b+s+|c(w;)/2] oraz wr, s(ew;) =
b+ [e(ws)/2],

e SECq,(S,ev;), dlai e {1,...,[k/2]}, poniewaz by, s(ev;) = 2+ a oraz wr, s(ev;) =1+ a,

e SECy, (S, ew’ ) dlaie{1,...,s},5 €{1,..., [c(w;)/2]}, poniewaz bTbys(ewé) =2+ |c(wj)/2]
oraz wr,,s(ew}) = [c (%)/217

e SECr,(S,0), poniewaz by s(0) = 2+ b+ s oraz wr, s(0) = b,

e SECq,(S,p), poniewaz by, s(p) = 2+ a oraz wr, s(p) =1+ a,

o SECr, (S,u;) dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz br, 5(u;) = 2 oraz wr, s(u;) = 0,

o SECr, (S,v;) dlai € {1,...,[k/2]}, poniewaz br, 5(v;) = 2 oraz wr, s(v;) =0,

e SECq7,(S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2+ |c(w;)/2] oraz wr, s(w;) =

[e(wi)/2],
o SECr, (S, w})dlai e {1,...,s},j € {1,..., [e(w;)/2]}, poniewaz by, 5(w') = 2 oraz wr, s(wh) =
0.

Zauwazmy réwniez, ze spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunki (2) lub (3)

lematu 4.19:

® by, s(e0) —wr,s(€0) =1+ >1,

o by, s(ews) —wrs(eu) =2+ s> 1, dlad € {1,..., |m/2]},

® by, s(ew;) — wr, s(ew;) =2+ s+ |c(w;)/2] — [c(w;)/2] > 1, dlai € {1,...,s},
o by, 5(0) — wrs(0) = 2+5 > 1.

Przypadek 21k i 21m.
Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym wartosci k, m sa nieparzyste, czyli k = 2a + 1 oraz m =

2b + 1 dla catkowitych wartosci a > 01 b > 0. Wtedy:

b1, s(V) = 34+a+b+s+ [c(w)/2] + -+ |c(ws)/2],
wr,s(V) = 24 a+b+[e(w)/2] + -+ [e(ws) /2],
n = 54+2a+2b+s+c(wy)+ -+ c(ws).
Nier6wnosé:
br,,s(V)  3+a+b+s+ [clwr)/2] +--+ [c(ws)/2] g
n 5+ 2a+2b+s+clwy)+ -+ c(ws) 3

jest rownowazna nieré6wnosci:

a+b>—-14+s4+ (3lc(w1)/2] —2¢(w1)) + -+ (3le(ws) /2] — 2¢(wy)).
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Ta nieréwnosé jest spetniona poniewaz a + b > 0 oraz:
0>—-14s+ 3lc(w1)/2] —2¢c(wyr)) + -+ + (Ble(ws) /2] — 2¢(ws))
Zachodzi:

e SECT, (S, e,), poniewaz by, s(e,) =3 +a+ b+ s oraz wr, s(e,) =2+ a+ b,

o SECrt, (S,eu;),dlai e {1,...,|m/2]|}, poniewaz by, s(eu;) = 2+b+s oraz wr, s(eu;) = 1+0,

e SECq, (S, ew;),dlat € {1,..., s}, poniewaz by, g(ew;) = 2+b+s+|c(w;)/2] oraz wr, g(ew;) =
1+b+ [e(w;)/2],

o SECr, (S,ev;), dlai e {1,...,[k/2]}, poniewaz by, s(ev;) = 3 + a oraz wr, s(ev;) =1+ a,

o SECq, (S, ew’ ) dlaie{1,...,s},5 €{1,...,c(w;)/2]}, poniewaz bTb,S(ewj-) =2+ |c(wy)/2]
oraz wa’S(ewj) =[c (w])/ﬂ,

e SECq,(S,0), poniewaz by, s(0) = 2 + b+ s oraz wr, s(0) = 1+ b,

e SECy,(S,p), poniewaz by, s(p) = 3+ a oraz wr, s(p) =1+ a,

e SECq7,(S,u;) dlai e {1,...,|m/2|}, poniewaz by, s(u;) = 2 oraz wr, s(u;) = 0,

e SECq,(S,v;) dlai e {1,...,[k/2]}, poniewaz by, 5(v;) = 2 oraz wr, s(v;) = 0,

e SECq7,(S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2+ |c(w;)/2] oraz wr, s(w;) =

[e(wi)/2],
e SECr, (S, w’ ) dlai e {1,...,s},7€{1,...,|c(w;)/2]}, poniewaz bTb,S(w;') = 2 oraz wa,S(w;-) =
0.

Zauwazmy réwniez, ze spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunki (2) lub (3)
lematu 4.19:
® by, s(e0) —wry s(ep) =1+ >1,
e by, s(ew;) —wp, s(ew;) =1+s>1,dlaie {1,...,|m/2]},
o (krawedzie tego typu istniejg dla s > 1) by, s(ew;) — wpy, s(ew;) = 1 + s + |c(w;)/2] —
[c(w;)/2] > 1,dlai e {1,...,s},

e by, 5(0) —wr, 5(0) =1+s5>1.

Przypadek 21k i 2|m.
Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym warto$é k jest nieparzysta (k = 2a + 1 dla catkowitego

a > 0) a wartos¢ m jest parzysta (m = 2b dla catkowitego b > 0). Wtedy:

br,s(V) = 3+a+bts+[c(w)/2]+-+ [e(ws)/2],
wr,s(V) = 14a+b+[e(w)/2] + -+ [e(ws)/2],
n = 44+2a+2b+ s+ c(wy) + -+ c(ws).
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Nieréwnoscé:
br, s(V) :3+a—|—b—|—s—|—Lc(w1)/2J—l—- + |e(w )/2J
n 442a+2b+ s+ c(wy) + -+ c(ws)

jest rownowazna nieré6wnosci:

CO\[\')

a+b> 14 s+ (3le(wi)/2] — 2e(wr)) +- - + (3elws) /2] — 2e(wy)):
Ta nieré6wnosé jest spelniona jezeli a + b > 1, poniewaz:
12145+ @3[e(w)/2] = 2¢(wr)) + -+ + Ble(ws) /2] — 2¢(ws)).
Zatozmy zatem, ze a + b > 1. Zachodzi wtedy:

e SECr, (S, e,), poniewaz by, s(e,) =3 +a+ b+ s oraz wr, s(e,) =1+ a+ b,

o SECr, (S,eu;), dlai e {1,...,[m/2]|}, poniewaz by, s(eu;) =2+ b+ s oraz wr, s(eu;) = b,

o SECr, (S, ew;),dlai € {1,...,s}, poniewaz b, s(ew;) = 24+b+s+|c(w;)/2] oraz wr, s(ew;) =
b+ [e(wi)/2],

e SECq,(S,ev;), dlai e {1,...,[k/2]}, poniewaz by, s(ev;) = 3+ a oraz wr, s(ev;) =1+ a,

o SECr, (S, ew’ ) dlai e {1,...,s},7€{1,..., |c(w;)/2]}, poniewaz bTb,S(ewj) = 24| c(wy)/2]
oraz wr, s(ew;) = [c (w])/%

e SECr, (S, 0), poniewaz by s(0) =2+ b+ s oraz wr, s(0) = b,

e SECr, (S,p), poniewaz by, 5(p) = 3 + a oraz wr, s(p) =1+ a,

o SECr, (S,u;) dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz br, 5(u;) = 2 oraz wr, s(u;) = 0,

e SECq,(S,v;) dlai e {1,...,[k/2]}, poniewaz by, g(v;) = 2 oraz wr, s(v;) = 0,

o SECr, (S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2 + |c(w;)/2| oraz wr, s(w;) =

[e(wi) /2],
e SECq, (S, w ) dlai e {1,...,s},7 € {1,..., |c(w;)/2]}, poniewaz bTmS(w;'») = 2 oraz wa’S(w;-) =
0.

Zauwazmy réowniez, ze spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunek (2) lub (3)
lematu 4.19:

* br,s(e0) —wrys(¢0) =2+5>1,

o by, s(ew;) —wr, s(ew;) =2+s>1,dlaie {1,...,|m/2]},

o by, s(ew;) —wr, s(ew;) =2+ s+ |c(w;)/2] — [e(w;)/2] > 1,dlai e {1,...,s},
e by, s(0) —wr, 5(0) =2+s>1.

Zatozmy teraz, ze a+b =0, czylia =01 b =0, czyli k = 1im = 0. Odcinana cze$¢ ma postac jak

na rysunku 4.13.
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ciecie

1 s
c(ws)

v 1 s
1 q w! wh,, w; w

Rys. 4.13: Odcinana struktura dlaa=0ib=0, czyli k=1, m = 0.

Niech:

S = {O,p} @) {’U)l, .. .,’UJS} U {w%, . ’wﬁc(wl)/QJ} J--- U {w{, c. ’wfc(ws)/ﬂ}’
przy oznaczeniach jak na rysunku 4.13. Zachodzi wtedy:
br,,s(V) = 24 s+ [c(w1)/2] +-- -+ [e(ws)/2],

wr,,s(V) 2+ fe(wr) /2] + -+ - + [e(ws) /2],
n = 4+ s+c(w))+ -+ c(ws).

Nieré6wnos¢:
br,,s(V) 24 s+ [e(w1)/2] + -+ [c(ws)/2]
no 4+ s+ c(wy)+ -+ c(ws)

jest rbwnowazna nieréwnosci:

2
< Z
-3

2+ (2¢(wr) = 3lc(wr)/2] = 1) + -+ 4 (2¢(ws) — 3| c(ws)/2] = 1) > 0.
Ta nieré6wnosé jest spelniona, poniewaz dla kazdego x > 1 mamy 2z — 3|x/2| — 1 > 0.. Zachodzi:

e SECr, (S, e,), poniewaz by, s(eo) = 2 + s oraz wr, s(eo,) = 2,

e SECq, (S, ew;), dlai € {1,...,s}, poniewaz by, s(ew;) =2+ s+ |c(w;)/2] oraz wr, g(ew;) =
[e(wi)/2],

e SECr, (S, ewj-), dlaie{1,...,s},5 €{1,..., c(w;)/2]}, poniewaz bTb,S(ewg) =2+ |c(w;)/2]
oraz wa’S(ew;-) = [c(wy)/2],

e SECq, (S, 0), poniewaz by, s(0) = 2 + s oraz wr, s(0) = 0,

e SECq,(S,p), poniewaz by, s(p) = 2 oraz wr, s(p) = 2,

e SECq7,(S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2+ |c(w;)/2] oraz wr, s(w;) =

[e(wi)/2],
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e SECq, (S, w;'»), dlai e {1,...,s},7 €{1,...,c(w;)/2]}, poniewaz bTb,g(w;'») = 2 oraz wa’S(w;-) =
0.

Zauwazmy rowniez, ze dla s > 1 spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunek (2)
lub (3) lematu 4.19:

* by, s(e0) —wry s(e0) =5 > 1,
o by, s(ew;) —wr, s(ew;) =24+ s+ |c(w;) /2] — [e(w;)/2] > 1,dlai e {1,...,s},
e by, s(0) —wr, 5(0) =2+s>1.

Pozostaje nam zatem jedna sytuacja (k =1, m = 0, s = 0), ktora prezentujemy na rysunku 4.14.

Zostanie ona uwzgledniona w dalszej czesci.

1
1 ..
"""" t-=="""" clecie

Rys. 4.14: Odcinana struktura dla k =1, m = 0 oraz s = 0.

Przypadek 2 | ki 21m.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym wartosé k jest parzysta (k = 2a dla catkowitego a > 0) a
warto$¢ m jest nieparzysta (m = 2b+ 1 dla catkowitego b > 0). Niech:

S={0,p,qy U{ur, ..., upmsa} U{ve, .., vppp2 U{wr, .. wspU

{w},... ’wic(wl)/QJ} U---U{wi,... ,w‘[’c(ws)/%}

przy oznaczeniach jak na rysunku 4.14. Zachodzi wtedy:
br,,s(V) = 34+a+b+s+[c(w)/2] 4+ [c(ws)/2],
wr,s(V) = 1+a+b+[e(w)/2] 4+ [e(ws)/2],
n = 44+2a+2b+s+c(wi)+ -+ c(ws).
Nier6wnosé:
br,s(V) _3+a+bts+c(w)/2] +---+ [e(ws)/2] _

2
n 442a+2b+s+cw)+--+c(ws) — 3
jest rbwnowazna nieréwnosci:

a+b>1+s+ (3[c(w)/2] —2c(wr)) + - + (Ble(ws) /2] — 2c(ws)).
Ta nieréwnos¢ jest spelniona jezeli a + b > 1, poniewaz:
1>14 s+ (3le(w)/2] = 2c(w1)) + - + (3le(ws) /2] — 2¢(ws))

Zalozmy zatem, ze a + b > 1. Zachodzi wtedy:
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e SECq, (S, e,), poniewaz by, s(eo) =3 +a+ b+ s oraz wr, s(e,) =1+ a+ b,

e SECq, (S, ep), poniewaz by, s(ep) = 3+ a oraz wr, s(ep) = a,

e SECq,(S,eu;),dlai € {1,...,|m/2|}, poniewaz by, s(eu;) = 2+b+s oraz wr, g(eu;) = 1+D,

e SECq, (S, ew;),dlat € {1,...,s}, poniewaz by, g(ew;) = 2+b+s+|c(w;)/2] oraz wr, s(ew;) =
L+b+ [e(w;)/2],

o SECr, (S, ev;), dlai € {1,...,[k/2]}, poniewaz by, s(ev;) = 3 + a oraz wr, s(ev;) = a,

o SECr, (S, ew’ ) dlaie{1,...,s},5 €{1,..., [c(w;)/2]}, poniewaz bTbys(ewé) =2+ |c(wj)/2]
oraz wr,,s(ew}) = [c (%)/217

e SECr,(S,0), poniewaz by, g(0) = 2 + b+ s oraz wr, s(0) =1+ b,

e SECq,(S,p), poniewaz by, s(p) = 3 + a oraz wr, s(p) = a,

o SECr, (S,u;) dlai e {1,...,|m/2]}, poniewaz br, s(u;) = 2 oraz wr, s(u;) =0,

o SECr, (S,v;) dlai € {1,...,[k/2]}, poniewaz br, 5(v;) = 2 oraz wr, s(v;) =0,

o SECr, (S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2 + |c(w;)/2| oraz wr, s(w;) =

[e(wi)/2],
[ ] SECTb(S w; ) dla’l S {1 3}7j S {17 eey Lc(wl)/QJ}a poniewaZ bTb,S<w§‘) = 2 oraz wa,S('w;;‘) —
0.
Zauwazmy réwniez, ze spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunek (2) lub (3)
lematu 4.19:
o by, 5(€0) —wr, s(e0) =2+5>1,
o by, s(ew;) —wr, s(ew;)) =1+s>1,dlai e {1,...,|m/2]},

o (krawedzie tego typu istnieja dla s > 1) by, s(ew;) — wpy, s(ew;) = 1 + s + |c(w;)/2] —
[c(w;)/2] > 1,dlai e {1,...,s},

® br,s(0) —wr,5(0) =145 > 1.

Zatozmy teraz, ze a +b =0, czylia =01 b =0, czyli £k = 01 m = 1. Odcinana cze$¢ ma wtedy
postaé¢ jak na rysunku 4.15.
Niech:

S = {O,p} @] {wl,.. .,ws} @] {w%,...,wﬁc(wl)/%}u oY {wiq, ’wfc(ws)/QJ}7

przy oznaczeniach jak na rysunku 4.15. Mamy wtedy:

br,s(V) = 24 s+ [c(wi)/2] + -+ [e(ws) /2],
wr,s(V) = 24 [e(wn)/2] + -+ [e(ws) /2],
n = 4+s+c(wy)+ -+ clws).
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ciecie

(e]
q

1 1 s S
w, c(wl) c(ws)

Rys. 4.15: Odcinana struktura dlaa=0ib=0, czylik=0im = 1.

Nieréwnosé:
br,,s(V) _ 2+ s+ [c(w1)/2] + -+ [c(ws)/2]
no 44 s+ clwr) + -+ c(ws)

jest rbwnowazna nieréwnosci:

2
< Z
-3

24 (2¢(wy) = 3|e(w1)/2] = 1) + -+ + (2¢(ws) — 3| c(ws)/2] — 1) > 0.
Ta nieréwnos¢ jest spetniona, poniewaz dla kazdego x > 1 mamy 2z — 3|z/2] — 1 > 0. Zachodzi:

e SECr, (S, e,), poniewaz by, s(eo) = 2 + s oraz wr, s(eo) = 2,

e SECq, (S, ew;), dlai € {1,...,s}, poniewaz by, s(ew;) =2+ s+ |c(w;)/2] oraz wr, s(ew;) =
1+ [e(wi) /2],

e SECr, (S, ewé), dlai e {1,...,s},7€{1,..., c(w;)/2]}, poniewaz bTb,S(ewj) =2+ |c(wj)/2]
oraz wr, s(ew;) = [c(wy)/2],

e SECy,(S,0), poniewaz by, s(0) = 2 + s oraz wr, s(0) = 1,

e SECt, (S,p), poniewaz by, 5(p) = 2 oraz wr, s(p) = 1,

o SECr, (S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2 + |c(w;)/2| oraz wr, s(w;) =
[e(wi) /2],

e SECr, (S, w;'»), dlai e {1,...,s},7 €{1,..., c(w;)/2]}, poniewaz bTb,S(w;'») = 2oraz meS(w;-) =
0.

Zauwazmy rowniez, ze dla s > 1 spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunek (2)
lub (3) lematu 4.19:
® bTbvs(eo) - wa,S(eo) =52 1’

o (krawedzie tego typu istnieja dla s > 1) by, s(ew;) — wr, s(ew;) = 1+ s+ |c(w;)/2] —
[c(w;)/2] > 1,dlai e {1,...,s},

e by, s(0) —wp, s(0) =1+s>1.
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Pozostaje nam zatem jedna sytuacja (k =0, m = 1, s = 0), ktora prezentujemy na rysunku 4.16.

Zostanie ona uwzgledniona w dalszej czesci.

—_t—

------- ciecie

Rys. 4.16: Odcinana struktura dla k =0, m =1 oraz s = 0.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, strategia odcinania poddrzewa wysokosci 3 pozwala
skutecznie radzi¢ sobie z niemal wszystkimi sytuacjami. Wyjatkiem sg dwa poddrzewa przedsta-

wione na ponizszym rysunku 4.17 i oznaczone odpowiednio jako Typ A oraz Typ B.

Typ A Typ B

| I
1 . . 1 . .
_______ t------- clecle  ~TTTTTv-----=- clecle

Rys. 4.17: Poddrzewa nie uwzglednione podczas odcinania poddrzew wysokosci 3.

Do tej pory rozwazaliSmy arbitralnie wybrana najdtuzsza $ciezke P w drzewie T. Rozwazmy
kazda Sciezke z rodziny najdtuzszych $ciezek w drzewie T. Latwo widaé¢, ze jezeli dla zadnej z
nich nie mozemy odcia¢ drzewa Tj, wysokosci 3, ktore zostata sklasyfikowana w przeanalizowanych
wczesniej przypadkach, to struktura drzewa T jest taka jak na rysunku 4.18.

Pokazemy, ze mozemy odcia¢ poddrzewo T}, ukorzenione w wierzchotku r (wysokosci 4) i przepro-
wadzimy rozumowanie analogiczne do tego, ktore zastosowalismy dokonujac ciecia krawedzi {r, o}
(czyli odcinania poddrzewa wysokosci 3).

Zauwazmy najpierw, ze k +m > 1, poniewaz wysokos¢ poddrzewa ukorzenionego w wierzchotku

7 jest rowna 4. Oprocz tego t > 0 oraz s > 0 a takze c(w;) > 1 dla kazdego i € {1,...,s}. Niech:

S: {T}U{'U17,'ULt/zJ}U{U}l,,'LUS}U{w%,7wic(wl)/2J}UU{wf,?w‘fc(ws)/zj}

Przypadek 2 | ¢.

Rozwazmy przypadek, w ktorym wartosci ¢ jest parzysta, tzn.t = 2a dla catkowitego a > 0.
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Rys. 4.18: Odcinanie poddrzewa wysokosci 4, w przypadku, w ktérym odcinanie poddrzew wysokosci

3 wymuszaltoby odcinanie poddrzew Typu A lub Typu B.

Wtedy:
br,s(V) = 14+a+s+2k+2m+ [c(w)/2] + -+ [c(ws)/2],
wr,s(V) = a+2k+2m+ [c(w1)/2] + -+ [c(ws)/2],
n = 142a+s+4k+4m+clwr) + ... c(ws).
Nieréwnosc:
br,,s(V)  1+a+s+2k+2m+ [c(wr)/2] 4+ [c(ws)/2] <2
no 1+2a+ s+ 4k +4m + c(wr) + ... c(ws) —3

jest rownowazna nieréwnosci:
2(k+m)>1—a+ (1+3|c(wy)/2] —2c(wy)) + -+ (1 + 3|c(ws) /2] — 2c(ws))
Ta nier6wnos¢ jest spelniona, poniewaz 2(k + m) > 2 oraz:
1>1—a+ (1+3lc(w1)/2] —2¢c(wr)) + -+ (14 3|c(ws) /2] — 2¢(ws)),
poniewaz dla dowolnego = > 1 mamy 1+ 3|z/2] — 2z < 0. Zachodzi:

e SECq,(S,€i), dlai € {1,...,k}, poniewaz by, s(e;) = 2+k+m+s+a oraz wr, 5(e;) = 1+a,

e SECr,(S,ei), dlai € {k+1,...,k + m}, poniewaz br, s(e;) = 2+ k + m + s + a oraz
wr,s(e;) = a,

o SECr, (S, fi), dlai € {1,...,k 4+ m}, poniewaz br, 5(f;) = 3 oraz wr, s(fi) =2,

o SECr, (S,ev;), dlai € {1,...,t/2]}, poniewaz by, s(ev;) = 1+k+m+s+a oraz wr, s(ev;) =

a,
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e SECq, (S, ew;), dlai € {1,...,s}, poniewaz by, s(ew;) =1+ k+m+s+a+ [c(w;)/2] oraz
wr,s(ewi) = a+ [e(wi)/2],

o SECT,(S,ew}), dlai € {1,...,s},5 € {1,..., [e(wi)/2]}, poniewaz by, s(ew)) = 2+ c(w;)/2]
oraz wa,S(ew;-) = [c(wy)/2],

e SECr, (S,r), poniewaz by, s(r) =1+ k+m+ s+ a oraz wr, 5(r) = a,

o SECr, (S,0:), dlai e {1,...,k}, poniewaz br, 5(0;) = 3 oraz wr, s(0;) = 1,
o SECr,(S,0i), dlai e {k+1,...,k+m}, poniewaz by, s(0;) = 3 oraz wr, s(0;) =0,
e SECq,(S,pi), dlai € {1,...,k}, poniewaz by, s(p;) = 2 oraz wr, s(p;) = 1,
o SECr, (S,pi), dlat € {k+1,...,k + m}, poniewaz by, s(p;) = 2 oraz wr, 5(pi) = 2,
o SECr, (S,v;), dlai e {1,...,|t/2]}, poniewaz by, 5(v;) = 2 oraz wr, g(v;) =0,

(

e SECq7,(S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2+ |c(w;)/2] oraz wr, s(w;) =
[e(wi) /2],
e SECr, (S, wé), dlai e {1,...,s},7€{1,..., |c(w;)/2]}, poniewaz bTb,g(wé) = 2 oraz wa’S(w;-) =
0.
Zauwazmy rowniez, ze spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunek (2) lub (3)

lematu 4.19:

br, s(ei) —wr, s(ei)) =1+k+m+s>1,dlaie{1,...,k},

br, s(ei) —wr, s(ei)) =2+k+m+s>1,dlaie{k+1,...,k+m},

br, s(evi) —wr, s(evi) =14+ k+m+s>1,dlaie{l,...,[|t/2]},

(krawedzie tego typu istnieja dla s > 1) by, s(ew;) —wr, s(ew;) = 1+k+m+s+ [c(w;)/2] —
[c(w;)/2] > 1,dlai e {1,...,s},

b, s(r) —wr, s(r) =1+k+m+s>1.

Przypadek 21 t.
Rozwazmy przypadek, w ktéorym wartosci ¢ jest nieparzysta, tzn.t = 2a + 1 dla calkowitego
a > 0. Wtedy:

br,s(V) = 14+a+s+2k+2m+ [c(w)/2] + -+ [c(ws)/2],
wr,s(V) = 1+a+2k+2m+ [c(w)/2] + -+ [e(ws)/2],
n = 242a+s+4k+4m+clwr) + ... c(ws).

Nieré6wnosc:
br,,s(V)  1+a+s+2k+2m+ [c(wr)/2]+ -+ [c(ws)/2] < 2
n o 24 2a+ s+ 4k +4m+ c(wy) + . .. c(ws) -3
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jest rownowazna nieréwnosci:

2k+m)>—-1—a+ (14 3|c(wy)/2] —2¢c(w1)) + -+ 4+ (1 + 3| e(ws) /2] — 2¢(ws))

ta nierownos¢ jest speliona, poniewaz 2(k +m) > 2 oraz:

—1> -1 —a+ (1+3[c(w1)/2] = 2¢(w1)) + -+ (L + 3[e(ws) /2] = 2¢(wy)),

poniewaz dla kazdego x > 1 zachodzi 1 + 3|x/2| — 2z < 0. Zachodzi:

SECq,(S,€ei), dlai € {1,...,k}, poniewaz by, s(e;) = 2+ k+m+s+a oraz wr, 5(e;) = 2+a,
SECq,(S,ei), dla i € {k+1,...,k + m}, poniewaz by, s(e;) = 2+ k+ m + s + a oraz
wr,s(e) =1+ a,

SECTt, (S, fi), dlai € {1,...,k 4+ m}, poniewaz br, 5(f;) = 3 oraz wr, s(fi) =2,

SECt, (S, ev;),dlai € {1,...,|t/2]}, poniewaz by, s(ev;) = 1+k+m+s+a oraz wr, s(ev;) =
1+ a,

SECq, (S, ew;), dlai € {1,...,s}, poniewaz by, s(ew;) =1+ k+m+s+a+ |c(w;)/2] oraz
wr, s(ew;) =14 a+ [c(w;)/2],

SECt, (S, ew}), dlaie{1,...,s},5 €{1,..., [c(w;)/2]}, poniewaz bTbys(ewé) =2+ |c(wj)/2]
oraz wa,S(ew;-) = [c(wy)/2],

SECr, (S, ), poniewaz bp, s(r) =1+ k+m+ s+ a oraz wr, 5(r) =1+ a,

SECr, (S,0i), dlai € {1,...,k}, poniewaz br, 5(0;) = 3 oraz wr, s(0;) = 1,

SECr, (S,0i), dlai e {k+1,...,k+m}, poniewaz by, s(0;) = 3 oraz wr, s(0;) =0,

SECr, (S,pi), dlai € {1,...,k}, poniewaz by, s(p;) = 2 oraz wr, s(p;) = 1,

SECr, (S,pi), dlai € {k+1,...,k +m}, poniewaz by, s(p;) = 2 oraz wr, 5(pi) = 2,

SECr, (S,v;), dlai € {1,...,|t/2]}, poniewaz by, 5(v;) = 2 oraz wr, g(v;) = 0,

SECr, (S,w;) dla i € {1,...,s}, poniewaz by, s(w;) = 2 + |c(w;)/2| oraz wr, s(w;) =

[e(wi) /21,
SECt, (S, wé), dlai e {1,...,s},7 €{1,...,c(w;)/2]}, poniewaz bTb,g(wé) = 2 oraz wa’S(w;-) =
0.

Zauwazmy réwniez, ze spelnione sa dodatkowe wymagania stawiane przez warunek (2) lub (3)

lematu 4.19:

br, s(ei) —wr, s(e;)) =k+m+s>1,dlaie {1,...,k}, poniewaz k +m > 1,
br, s(ei) —wr, s(ei)) =1+k+m+s>1,dlaie{k+1,...,k+m},
br, s(evi) —wr, s(evi) =k+m+s>1,dlaie {1,...,[t/2]}, poniewaz k +m > 1,

(krawedzie tego typu istnieja dla s > 1 oraz k +m > 1) by, s(ew;) — wr, s(ew;) = k+m +
s+ |le(w)/2] = [e(w;)/2] > 1, dlai € {1,...,s},
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e by, s(r) —wr, 5(r) =k+m+s>1, poniewaz k+m > 1.

Zatem jezeli nie jestedmy w stanie odcia¢ poddrzewa wysokosci 3 z korica zadnej najdtuzszej
Sciezki w drzewie T, to potrafimy odcia¢ poddrzewo wysokosci 4 o specyficznej strukturze (ktora
musi wtedy wystapi¢) przedstawionej na rysunku 4.18.

Laczenia odcietego drzewa Tp, z pozostala czeScia drzewa T (oznaczona jako T),) dokonujemy
analogicznie jak w przypadku odcinania drzewa wysokosci 3. To znaczy jesli drzewo Ty, jest grafem
Nj lub P, to korzystamy odpowiednio z lematéw 4.20 lub 4.21 w polaczeniu z lematem 4.22. W
pozostalych przypadkach wskazujemy zgodny z teza zbiér S, w drzewie T, i korzystamy z lematow
4.19 oraz 4.22. ]

4.3 Globalne koalicje krawedziowe w ré6znych klasach graféw

W tej czesci pokazemy formuly na doktadny rozmiar najmniejszych, w sensie liczby wierzchotkow,
globalnych koalicji krawedziowych w grafach nastepujacych klas: $ciezek, cykli, kot, grafow petnych
k—dzielnych oraz drzew pelnych k—arnych.

Lemat 4.24. Niech G bedzie grafem, n(G) > 2 oraz A(G) < 2. Wtedy zbior S € V(G) jest globalng
koalicjg krawedziowq wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zbiorem totalnie dominujgcym.

DowOD. = Jezeli zbior S jest globalng koalicja krawedziowa, to na mocy stwierdzenia 4.6 jest
rowniez zbiorem totalnie dominujacym.

< Zalézmy teraz, ze zbior S jest zbiorem totalnie dominujacym. Oczywiscie jest zatem zbiorem
dominujacym oraz podgraf indukowany G[S] nie posiada wierzchotkow izolowanych. Zauwazmy, ze
przy zalozeniu A(G) < 2 dla dowolnej krawedzi {u,v} € E(G) mamy |[Ng[{u,v}]\ {u,v}| < 2.
Zatem jesli u,v € S, to SECq(S, {u,v}). O

Whiosek 4.25. Niech G bedzie grafem n(G) > 2 oraz A(G) < 2. Wtedy vea(G) = 1(G). O

Skorzystamy z powyzszej wlasnosci do wykazania poszukiwanej licznosci dla graféw o stopniu

nie przekraczajacym wartosci 2. Zaczniemy od spojnych graféw 2-regularnych, czyli cykli.
Twierdzenie 4.26. Niech C, bedzie cyklem rzedu n > 3. Witedy

3 jezeli 4 | n,
Yea(Cn) = ?
|21 +1  w przeciwnym przypadku.

DowoOD. Zacznijmy od zauwazenia, ze teza zachodzi dla cykli rzedu n > 6. To znaczy veq(C3) = 2,
Yea(C1) = 2, Yea(Cs) = 3 oraz veq(Cs) = 4. Zaldzmy wiec, ze n > 7. Na mocy lematu 4.24 i wniosku
4.25 wystarczy wykazaé¢ ograniczenie na najmniej liczny zbiér totalnie dominujacy.

Niech n = 4k + [ dla pewnych liczb naturalnych &, il < 4. Ponumerujmy wierzchotki cyklu jako

V1, U2y« oy Ugl—1,y - - - s U4kl W Sp0sOb zgodny ze struktura ich potaczen. To znaczy dla dowolnego
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i € {2,...,n — 1} wierzcholek v; sasiaduje z wierzchotkami v;_; oraz v;11. Wtedy potaczone sa
rowniez wierzchotki vy 1 vgp4y.

Zauwazmy, ze:

(1) Na kazde cztery sasiadujace wierzcholtki cyklu, co najmniej dwa musza naleze¢ do globalnej

koalicji krawedziowej, zatem 7eq(Carti) > 2k.

(2) Na kazde trzy sasiadujace wierzcholki cyklu, co najmniej jeden musi naleze¢ do globalnej

koalicji krawedziowej.

Jezeli [ = 0, to zbior Sy = {va, v3, V6, VU7, ..., V4k—2,V4k—1} jest globalna koalicja krawedziowa w
cyklu Cyy, oraz |Sp| = 2k = 5. Z obserwacji (1) jest zatem najmniej liczna.

Jezeli | = 1, to zbior S1 = {va, v3,v6, V7, ..., Vag—2, Vak—1, 4k } jest globalna koalicja krawedziowa
w cyklu Cypq1, oraz |S1| = 2k + 1 = | 5| + 1. Zalézmy nie wprost, Ze istnieje mniejsza globalna
koalicja krawedziowa S, taka ze ’S;‘ = 2k. Wtedy z whasnoci (1) mamy S; C {v1, ..., v} a takze
S, C {va,..., vap41}. Zatem S| C {vo,...,v4} a wtedy z warunku totalnego dominowania mamy
V9, U3, Ugk—1, Vsl € Si. Zatem dla sekwencji wierzchotkow cyklu vy, ..., v4_9 do zbioru Si moze
nalezec tylko 2k—4 = 2(k—2) z nich. Jednak sekwencja vy, . . ., vq—2 sktada si¢ z 4k—5 = 4(k—2)+3
wierzchotkow. Czyli z k — 2 sasiadujacych czworek wierzchotkéw oraz jednej trojki wierzchotkow. Z
wlasnosci (1) oraz (2) wynika zatem, ze 2(k —2) + 1 wierzchotkow sekwencji musi naleze¢ do zbioru
5. Jest to sprzecznosé, zatem Yoo (Capy1) = |S1] =2k + 1 = 5]+ 1.

Jezeli | = 2, to zbior Sy = {va,vs3,v6,v7,. .., Vak—2, Vak—1, Vak+1, Vak+2} jest globalna koalicja
krawedziowa w cyklu Cyp o, oraz |So| = 2k 42 = | §] + 1. Zal6zmy nie wprost, ze istnieje mniejsza
globalna koalicja krawedziowa S;, taka ze ‘Sé’ = 2k 4+ 1. Wtedy korzystajac z wykazanego wyniku
dla I = 1, mamy Sé C {v1,..., 4641} a takze S; C {va, ..., Vgp12}. Zatem S; C {vay ..., 0441}
a wtedy z warunku totalnego dominowania mamy v, vs, U4k, Vak+1 € Sé. Zatem dla sekwencji
wierzchotkow cyklu vy, ..., v4;,—1 do zbioru S; moze naleze¢ tylko 2k +1 —4 = 2(k—2) + 1 z
nich. Jednak sekwencja vy, ..., v4,—1 sktada sie z 4k — 4 = 4(k — 1) wierzchotkow. Czyli z k — 1

sasiadujacych czworek wierzchotkow. Z wlasnosci (1) wynika zatem, ze 2(k — 1) wierzchotkow

sekwencji musi naleze¢ do zbioru Sé. Jest to sprzecznos$é, zatem Yeq(Cyri2) = [So| = 2k +2 =
5]+ 1.
Jezeli | = 3, to zbior S3 = {va,vs3,v6,v7,. .., Vak—2, Vak—1, Vak+1, Vak+2} jest globalna koalicja

krawedziowa w cyklu Cyri3, oraz [S3| = 2k + 2 = |§] + 1. Zauwazmy, ze gdyby w cyklu Cypy3
istnialta globalna koalicja krawedziowa rozmiaru 2k + 1, to istniata by réwniez W cyklu Cyg49, co

wykluczylismy w analizie przypadku [ = 2. Zatem 7eq(Capy3) = [S3| =2k +2 = [5] + 1. O
Kolejna rozwazang klasg graféw beda $ciezki.
Lemat 4.27. Niech n bedzie liczbg catkowitq oraz n > 3. Witedy Yea(Ppn) = Yea(Ch)-

DowoOD. Na mocy lematu 4.24 i wniosku 4.25 wystarczy wykazaé, ze v(P,) > v:(Cy). Dla dowol-

nego zbioru totalnie dominujacego na Sciezce zbiér ten pozostaje zbiorem totalnie dominujacym po
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dodaniu krawedzi miedzy wierzchotkami koricowymi $ciezki. O

Twierdzenie 4.28. Niech P, bedzie Sciezkq, gdzie n > 2. Wtedy:

2 jezeli 4 | n,
Yea(G) = ’

n

5]+ 1 w przeciwnym przypadku.

DowOD. Dla n = 2,3 mamy veq(P,) = 2. W przypadku n > 4 wskazemy konstrukcje globalne;
koalicji krawedziowej w grafie Py, o licznosci réwnej najmniejszej globalnej koalicji krawedziowej w
grafie Cp,. Na mocy lematu 4.27 bedzie ona zatem najmniej liczna réwniez w $ciezce P,.

Niech n = 4k + [ dla pewnych liczb naturalnych k,1 i [ < 4. Ponumerujmy wierzchotki $ciezki

jakowy,va, ..., v4k—1, ..., Vak41 W SposODb zgodny ze struktura ich potaczen. To znaczy dla dowolnego
i € {2,...,n — 1} wierzchotek v; sasiaduje z wierzchotkami v;_1 oraz v;;1.
Witedy:
e Jezeli [ = 0, to zbior Sy = {va, v3, v6, U7, ..., Vak—2,Vak—1} jest globalng koalicja krawedziowa

w Sciezce Py, oraz |So| = 2k = §,

o Jezeli | = 1, to zbior S1 = {va, v3, v6, V7, ..., Vsk—2,Vak—1, Vs } jest globalna koalicja krawe-

dziowa w Sciezce Pyyq, oraz |S1| =2k +1= 5] +1,

e Jezeli | = 2, to zbior Sy = {v2,v3, V6, V7, ..., Usk—2, Va—1, Vak+1, Vak+2} jest globalna koalicja

krawedziowa w Sciezce Pygyo, oraz |Sa| =2k +2 = |5 +1,

e Jezeli | = 3, to zbior S3 = {vg,v3, V6, V7, ..., Ugk—2, Vak—1, Vak+1, Vak+2} jest globalng koalicja

krawedziows w Sciezce Pypy3, oraz [Sa| =2k +2 = |5] + 1.

Na koniec odnotujmy, ze |So| = Vea(Cuak), [51] = Yea(Cak+1), 152 = Yea(Car+2); |53] = Yea(Cak+s)-
O]

Kolejna rozwazana klasa grafow, sa kota. Przypomnijmy (def. 1.25), ze kotem rzedu n nazywamy
graf uzyskany z cyklu C,, poprzez dodanie jednego wierzchotka oraz krawedzi do kazdego z wierz-

chotkéw cyklu.

Twierdzenie 4.29. Niech W, bedzie kotem rzedu n > 3. Wiedy vea(Wn) = [5].

DoOwOD. Zauwazmy, ze Yeq(W3) = 2. Zalézmy zatem, ze n > 4 i niech wierzchotek v, € V(W)
bedzie osig kota W,,. Niech S C V(W,,) bedzie dowolna globalna koalicja krawedziowa w kole W/,.
Jezeli v, € S, to istnieje wierzcholek v # v, taki ze v € S. Zauwazmy, ze Ny, [{ve, v}] = V(W,,),
zatem |S| > [n/2]. Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej v, ¢ S. Dla kazdej krawedzi {v,u} €
E(W,[S]) mamy |Nw, [{v,u}] \ {v,u}| = 3, zatem |S N Ny, [{u,v}]| > 3. Stad kazda sktadowa
spojnosci podgrafu indukowanego W,,[S] zawiera co najmniej trzy wierzchotki. Jako, ze zbior S jest
zbiorem dominujacym w kole W,,, to |S| > [3(n —1)/5]. Zatem, |S| > min{[n/2],[3(n—1)/5]|} =
[n/2].
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Wezmy dowolny zbior S C V(W,,), taki ze v, € S oraz |S| = [n/2]. Zbior S jest globalna koalicja
krawedziowa, zatem veq,(Wn) = [5]. O

Kolejna rozwazana klasa beda grafy pelne k—dzielne. Przyjmujemy konwencje zgodnie z ktora
dla k =1 graf G jest grafem pelnym.

Twierdzenie 4.30. Niech G bedzie petnym grafem k—dzielnym, dla ktérego n(G) > 3 oraz k > 1.
Witedy 'Yea(G) = (%—‘ :

Dowob. Dla kazdej krawedzi {u,v} € E(G) mamy Ng[{u,v}] = V(G). Niech S C V(G) bedzie
globalna koalicja krawedziowa w grafie G i niech {u,v} € E(G[S]). Wtedy SECq(S,{u,v}) <
V(@) N8| 2 [V(G)\ S| & IS] > n(G) — 8] & 5] > [n/2]. Stad, 7ea(G) > [1/2].

Jezeli k = 1, to graf G jest grafem pelnym. Dowolny zbior S, taki ze |S| = [n/2] jest globalna
koalicja krawedziowa w grafie G.

Niech V(G) = V1 U ... U Vy, gdzie k > 2 oraz zbiory V; sa parami roztacznymi maksymalnymi
zbiorami niezaleznymi. Przyjmijmy oznaczenie r; = |V;|, dla kazdego i € {1,...,k}. Jezeli dla
kazdego i € {1,...,k} liczba r; jest parzysta, to dowolny zbior S C V(G), dla ktorego |SNV;| = r;/2
jest globalna koalicja krawedziowa w grafie G, oraz |S| = n/2.

Teraz bez straty ogoélnosci zalézmy, ze wartosci rq,...,r; sa nieparzyste, a wartosci ryy1,...,7g

sa parzyste dla pewnej liczby 1 <[ < k. Wezmy dowolny zbior S C V(G) taki, ze:

e |SNV;| = [r;/2] dla kazdego i € {1,...,[l/2]},
e |SNV;| = |r;/2] dla kazdego i € {[1/2] +1,...,1},
e |SNV;| =r;/2 dla kazdego i € {l +1,...,k}.

Wtedy podgraf indukowany G[S] nie posiada wierzchotkéw izolowanych oraz |S| = [n/2], a zatem

zbioér S jest globalna koalicja krawedziows. O

Nastepna rozwazana klasa grafow beda pelne drzewa k—arne (def.1.29). Warto zauwazy¢, ze
dokltadna formula na rozmiar najmniejszej globalnej koalicji defensywnej w drzewach k—arnych jest
znana wylacznie dla przypadkow k € {2,3,4} (|9]). W przypadku globalnych koalicji krawedziowych
podamy ogoélng formute dla dowolnych wartosci k& > 2.

Zacznijmy od wprowadzenia pewnych oznaczeri. Dla dowolnego grafu G, dla ktorego 6(G) > 1
oraz A C V(G) przez Yea(G, A) rozumiemy min{|S N A|: S jest globalna koalicja krawedziowa}.

Dla tak zdefiniowanego operatora zachodzi nastepujaca obserwacja:

Stwierdzenie 4.31. Niech G bedzie grafem oraz 6(G) > 1. Niech A; C V(G), dlai € {1,...,p},

gdzie p > 1. Jesli zbioru Ay, ..., Ay sq parami roztgczne, to:

p

Z’}/ea(Ga A'L) < 'Yea(G7 U Az) < ’Yea(G)-

i=1 i=1
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DowoOD. Zauwazmy, ze Y 0 1 Vea(G,A;) = |S1NA| + -+ + |S,NA,| dla pewnych globalnych
koalicji krawedziowych Sy, ..., S, w grafie G. Natomiast veq (G, U1 4i) = [So N (A1 U - U A,)| =
|So N Ai| +---+1[So N Ap| dla pewnej globalnej koalicji Sy w grafie G, poniewaz zbiory Ay, ..., A,
sa parami roztaczne. Z definicji wartosci 7.q(G, A;) dla kazdego i € {1,...,p}, mamy |S;| < |Sop|.
Zatem S, vea(Gy A) < 7eal Gy ULy Ay).

Niech S bedzie globalna koalicja krawedziowa, taka ze |S| = 7eo(G). Zauwazmy, ze z definicji
wartosci Yeq (G, UY_; 4i) mamy [So N (A1 U---UA,)| <|SN (A1 U---UAp)|. Zatem tym bardzie;
|SoN (A1 U---UA)| <|S]. O

Niech T bedzie pelnym drzewem k—arnym Tl?. Przyjmijmy oznaczenia jak w definicji 1.29. Za-
uwazmy, ze degr(v)) = k. Dla kazdych dowolnych i € {1,...,h} oraz j € {1,...,k'} mamy
dr(vy, U;) =i oraz, o ile i # h, to degT(vj-) = k + 1. Zbior wszystkich lisci w drzewie T sklada sie
z wierzchotkow {vf, ... 7vl}€Lh} oraz dla kazdego j € {1,...,k"} mamy dT(U?,U?) = h. Przez r(T)
oznaczmy jedyny wierzcholek drzewa T, ktorego stopien jest réwny k i nazwijmy go korzeniem
drzewa T

Dla kazdego [ € {0,...,h} niech L; = {v,... v}, }, (czyli Ly = {v € V(T): dp(v,7(T)) = 1}).
Pomocniczo przyjmijmy réowniez, ze Ly 4; = (), dlai > 1. Niech v € Ly, dla pewnego p € {0, ..., h}.
Przez C(T,v) oznaczamy Np(v) N Lpii1, a dla kazdego A C V(G) przez C(T,A) oznaczamy
Upea C(T',v). Zauwazmy, ze jezeli wierzcholek v nie jest lisciem to oczywiscie |C(T,v)| = k.
Zachodzi rowniez C(T,Ly) = (. Oznaczmy jeszcze CO(T,v) = {v}, a dla kazdego [ > 1, niech
CH(T,v) = C(T,C'=Y(T,v)) oraz T} = T|J'_, C/(T,v)] i T, = Ta"".

Lemat 4.32. Niech T bedzie petnym drzewem k—arnym T,?, gdzie h > 2,k > 2. Dla dowolnego
I €{1,2,3} mamy
K -1

(T, V(T > 2~
Yea(T, V( ) > 1

r(T)

. i . o . . 1-1_
DowOD. Oznaczmy r = r(T). Jezeli I < 2, to teza zachodzi poniewaz ograniczenie dolne & — 1

nie przekracza wtedy wartosci 1. Zatem niech | = 3 i niech zbior S C V(T') bedzie globalng
koalicja krawedziowa w drzewie T'. Jezeli r € S, to istnieje wierzchotek u taki, ze uw € L1 N S. Stad
Yea(T, V(T2)) > k + 1. Jezeli r € S, to dla kazdego wierzchotka v € L1 mamy veo(T,V(TL)) > 1.
Jako ze Np[r]NS # 0, to istnieje wierzchotek u € L1NS. Jako, ze Np[u]NS # 0, to |[SNV(T})| > 2.
W efekcie ze stwierdzenia 4.31 otrzymujemy oo (T, V(T?)) > Y, cp, Yea(T, V(T,)) > k + 1. O

Lemat 4.33. Niech T bedzie petnym drzewem k—arnym T,?, gdzie h > 2,k > 2. Wtedy:
Yea(T, Liy—2 U L,_1 U Lp) > (k + 1)E" 2,

DowoD. Niech v € Lj_o, i niech L = C?*(T,v) oraz U = CY(T,v) (rys.4.19(a)). Niech zbior
S C V(T) bedzie globalna koalicja krawedziowa w drzewie T'. Jako, ze L C Ly i Np[L] = U, to na
mocy stwierdzenia 4.12 mamy U C S. Jezeli v € S, to [SNV(Ty,)| > k+ 1. Jezeli v € S, to dla
kazdego u € U mamy |S N V(T,)| > 2. Zatem ~(T,V(Ty)) > k + 1.
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Mamy |Lj_»| = k"2 oraz |

mujemy teze. O

veLn_ s V(Ty) = Lp—2 U Lp_1 U Ly, wiec ze stwierdzenia 4.31 otrzy-

(a) © e

A u e e e
U K-l.)\ M /I(.I.)i\ /K.I.)i\
AR ARS N AD WAD W AD: W 4D

. .
\ \
N N7 ZARERN

Rys. 4.19: Podgrafy drzewa T}' rozwazanie w dowodach lematu 4.33 (a) i lematu 4.34 (b).

Lemat 4.34. Niech T bedzie peltnym drzewem k—arnym T,?, gdzie h > 5,k > 2. Wtedy dla kazdego
1€{0,...,h—5}:
Yea (T, Ly U Ljyqy U LjioULpyg) > (k+ 1)]€l.

DowoD. Niech I € {0,...,h—5}iv € L;. Oznaczmy B = C3(T,v), M = C*(T,v) i U = CY(T,v)
(rys.4.19(b)). Niech zbior S C V(T') bedzie globalng koalicja krawedziowa w drzewie T'. Jako ze
Np(M) = BUU, to dla kazdego wierzchotka w € U mamy |[S N V(T2?)| > 1. Jezeli v € S, to
ISNV(T,)| > k+ 1. Jezeli v ¢ S, to dla kazdego wierzchotka u € U, |S N V(T2)| > 2. Zatem
Yea(T,V(T0)) 2 ki + 1.

Jako, ze |Ly| = k' i Uyep, V(T3

teze. O

)=L;ULpy1ULpyoULpys, to ze stwierdzenia 4.31 otrzymujemy

Lemat 4.35. Niech T bedzie petnym drzewem k—arnym T,?, gdzie h =4p+2,p > 0,k > 2. Wiedy:

k.h+2 -1

YealT) = (k +1)—7—

DowoOD. Niech A; = Ly; U Lgiv1 U Lyjyo U Lyt dla kazdego i € {0, e, P — 1} 1 niech Ap =

L4p U Lypi1 U Lyp 2. Na mocy stwierdzenia 4.31 oraz lematéw 4.33 i 4.34 otrzymujemy Yea(T) >
kht2-1

Zf:o ’Vea(Ta Al) = (k + 1) Zf:o k= (k + 1) i1 -
Wezmy zbior S = (JF_(La; U Lai41). Zbior S jest globalng koalicja krawedziowa w drzewie T, a

takze |S| = (k + 1)]“;;::1. Zatem 7eo(T) = |5]. O

Lemat 4.36. Niech T bedzie petnym drzewem k-arnym TP, gdzie h = q+4p+2,q € {1,2,3},p >

0,k > 2. Wtedy:
kqfl -1 kh+2 — k4
a(T) = = ) JA——

DowoOD. Niech h = ¢ + 4p + 2, gdzie ¢ € {1,2,3} i p > 0. Przyjmijmy oznaczenie r = r(T).
Niech A; = Lgt4i U Lgyaiv1 U Lgyaito U Lgyairs dla kazdego @ € {0,...,p — 1} i niech A, =
Lgyap U Lytapr1 U Lgyapro. Jako, ze V(T) = V(TE U UY_y Ai, to ze stwierdzenia 4.31 oraz

, . . . -1_ h+2_
lematow 4.32 i 4.35 uzyskujemy oszacowanie Yeq(7") > qu—l L (k+1)k k471kq
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Wezmy zbior S = (JP_o(Lg+4iU Lgtait1)- Niech S = 0, Sy = {u}, gdzie u € Np(r) i S5 = V(T}}).
Zauwazmy, ze dla kazdego q € {1,2,3} zbior S = S USj jest globalng koalicjg krawedziowa w drzewie

T, atakze |S| = B2 4 (k + 1) 2 72R Zatem 4.0 (T) = |S]. O

Z lematéw 4.35 i 4.36 uzyskujemy pelna konkluzje dla dowolnych pelnych drzew k—arnych.

Twierdzenie 4.37. Niech T bedzie petnym drzewem k—arnym T, gdzie h > 2,k > 2. Wtedy:

1. jezelih =0 mod 4, to Vea(T) = L (k"2 — k2) + 1,
2. jezelih=1 mod 4, to Yea(T) = L ("2 — k%) + k + 1,
3. jezeli h =2 mod 4, to veo(T) = ]fj_ll (kh+2 —1),

(T) = 7= (

4. jezeli h =3 mod 4, to Yeq(T

4.4 Wielomianowy algorytm konstruujacy najmniejsza globalng

koalicje krawedziowag w drzewach

W [9] autorzy przedstawili konstrukcje algorytmu wielomianowego znajdujacego najmniejsza - w
sensie liczby wierzchotkéow — globalng koalicje defensywna w drzewach. Zaprezentowany algorytm
cechowal sie (czasowa) ztozonoscia obliczeniowa O(nlog A), gdzie n to liczba wierzchotkow drzewa,
a A to najwiekszy stopien wierzchotka w tym drzewie. W rozdziale 3.4 zaprezentowali$my konstruk-
cje algorytmu wielomianowego znajdujacego najmniejszy - w sensie liczby wierzchotkéw - globalny
zbiér defensywny w drzewach. Uzyskany algorytm cechowat si¢ (czasowa) ztozonoscia obliczeniowa
O(nA?log A), gdzie n to liczba wierzchotkéw drzewa, a A to najwickszy stopiei wierzcholka w
tym drzewie.

W niniejszej sekcji zaprezentujemy wielomianowy algorytm dla problemu poszukiwania najmniej-
szej, w sensie liczby wierzchotkow, globalnej koalicji krawedziowej o (czasowej) ztozonosci oblicze-
niowej O(nA?log A).

Ogolny szkic zastosowanej techniki algorytmicznej

Zastosujemy dynamiczna technike wstepujaca (ang. bottom-up) wzgledem ustalonego ukorzenienia
drzewa. Za korzen drzewa przyjmujemy dowolny wierzchotek bedacy lisciem, tzn. wierzcholek stop-
nia 1. Nastepnie zorientujemy wszystkie krawedzie drzewa w kierunku korzenia. W ten sposéb
doprowadzimy do sytuacji, w ktorej dla kazdego wierzchotka w drzewie nie bedacego korzeniem
istnieje doktadnie jedna krawedz wychodzaca w kierunku korzenia.

Przyjmijmy oznaczenie T' dla drzewa oraz r dla arbitralnie wybranego korzenia (z zachowaniem
degr(r) = 1). Dla kazdego wierzchotka v € V(T') \ {r} przez e, oznaczymy (jedyna) krawedz
wychodzaca z wierzchotka v w kierunku korzenia r. Drugi koniec krawedzi e, oznaczymy jako

ry (to znaczy e, = {v,r,}). Dodatkowo przez T, oznaczymy poddrzewo drzewa T ukorzenione
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w wierzchotku v, zawierajace wszystkie wierzchotki drzewa 7', dla ktoérych Sciezki prowadzace do
korzenia r (w drzewie T'), zawieraja wierzcholek v. Przez T,  oznaczmy drzewo T, rozszerzone
dodatkowo o krawedz e, i ukorzenione w wierzchotku r,. Niech p, = degp(v) — 1, a takze niech
NY = {uvy,. .. p, } bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkow drzewa T' sasiadujacych z wierzchotkiem
v roznych od ry,.

Kluczowa idea jest rekurencyjny schemat, w ktérym dla wierzchotka v budujemy pewna struk-
ture A, na podstawie uzyskanych wczesniej struktur A, ..., Ay, powiazanych z wierzchotkami
potomnymi wierzchotka v. Uzyjemy posrednich struktur (B,) dla klarownego przedstawienia pro-
cesu uzyskiwania struktury A,. Wspomniana technika wstepujaca (ang. bottom-up) przedstawia sie

nastepujaco:

1. Rozpoczynamy od lisci, dla ktérych bezposrednio zdefiniujemy struktury A,.
2. Podazamy w kierunku korzenia r.
3. Przemierzajac drzewo T dla kazdego wierzchotka v € V(T') réznego od r:

(i) konstruujemy pomocnicza strukture B, na podstawie struktur A, ..., Ay, ,

(ii) konstruujemy strukture A, na podstawie struktury B,.

4. Wykorzystujemy strukture A, gdzie s jest jedynym sasiadem korzenia r do znalezienia opty-

malnego rozwiazania.

ZYozonos¢ obliczeniowa algorytmu jest zdeterminowana przez ztozonosé obliczeniows procedur kon-

struujacych struktury A, oraz pomocnicze struktury B,.

Algorytm wyznaczajacy rozmiar globalnej koalicji krawedziowej w drzewie o

ztozonosci O(nA%log A)

Przedstawimy algorytm dynamiczny, ktérego dziatanie ogranicza sie do okreslenia licznosci opty-
malnej (tzn. najmniejszej w sensie liczby wierzchotkow) globalnej koalicji krawedziowej. Odpowied-
nie rozwiniecie struktur pomocniczych pozwala, bez wplywu na ztozonosé obliczeniows, na roz-
szerzenie zakresu dzialania algorytmu tak, zeby wyznacza¢ rowniez poszukiwany optymalny zbior
wierzchotkow.

Bedziemy postepowaé zgodnie z przedstawionym szkicem. To znaczy zdefiniujemy struktury A,
oraz B, a takze przedstawimy ich konstrukcje. Pomocniczo wykorzystamy symbol co w celu zna-
czenia pewnych przypadkéw. Przyjmijmy uproszczona arytmetyke, w ktoérej zachodza nastepujace
wlasnosci: 0o > a, 0o £ a = 0o i min{oo, a} = a, gdzie a jest liczba, lub a = co.

Niech v € V(T)\ {r}, p = p, = degp(v) — 1 oraz q = degp(r,) — 1. Niech T! bedzie drzewem
uzyskanym z drzewa T, przez dolaczenie [ lisci L; = {uy,...,w;} do wierzcholka r,. Zauwazmy, ze
O =T

W dalszej czesci, dla uproszczenia, bedziemy pisaé GKK zamiast globalna koalicja krawedziowa
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oraz KK zamiast koalicja krawedziowa. Zdefiniujemy teraz struktury A, oraz B, = (BY, Bl) naste-
pujaco:

(A,) Niech A, = (a%,a%, a0, ALY, gdzie al* jest liczba catkowita lub symbolem oo, dla (j,h) €

v oy Wy s Wy

{(0,0),(0,1),(1,0)}, a ALl jest ciagiem dtugosci (g + 1), dla ktérych:

(00) a% = min{|S|: S jest GKK w T, Av ¢ S},

(01) @ = min{|S\ {r,}|: S\ {r,} jest GKK w T, \ {v} ijest KK w T, Av¢ SAr, €S},
(10) al® = min{|S|: S jest GKK w T AveE SAr, ¢ S},

Dla kazdego k € {0,...,q}, jezeli k < ¢q/2, to:
AN K] = min{|S\ {r,}|: S jest GKK w T2 2* A {v,7,} € SA Ly a,NS =0},
a jezeli k > q/2, to:
AME] = min{|S\ (Log_q U {ru})|: S jest GKK w T2~ % A {v,7,} € S A Loy, C S}.

Zauwazmy, ze dla all mamy j = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy v € S oraz h = 1 wtedy i
tylko wtedy gdy r, € S. Jezeli operacja min{-} nie moze by¢ poprawnie okreslona, za wartosé
przyjmujemy symbol oo.

Dla wierzchotka v # r bedacego lisciem tatwo wyznaczy¢ wartosci: al® = oo, a2 = 0, al’ = o

oraz Akl =1dla2k+2>qi Alllk] = oo dla 2k +2 < q.

(BY) Rozwazmy teraz wierzcholek v nie bedacy lisciem. Niech BY bedzie macierza wymiaru p x 3.
Przypomnijmy, ze N) = {v1,...,v,}. Dlad = 1,...,p definiujemy BY[i,0] = i, a jezeli a})? >
a9, to BYJi, 1] = 1, w przeciwnym razie BY[i, 1] = 0. Definiujemy rowniez B[, 2] = |a;’—ad|.
Zauwazmy, ze jesli a? = oo lub a)) = oo, to BY[i, 2] = co. Definiujemy af = >-F_, (1 — BJ[i, 1])
oraz b) = Y-F  min{a}?, ad’}. Zauwazmy, ze jesli dla pewnego i mamy al’ = a) = oo, to

b = oo. Niech ¢ bedzie najmniejsza wartoscia BY[i,2], dla ktorej BY[i, 1] = 1. Zauwazmy,

ze jesli ) = oo lub a)) = oo, to BJ[i,2] = co. Macierz B) moze by¢ skonstruowana w czasie

O(p).

(Bl) Nadal rozwazmy wierzchotek v nie bedacy lisciem. Niech B} bedzie macierza wymiaru (p +
1) x p x 4. Przypomnijmy jeszcze raz, ze N2 = {v1,...,v,}
Dla kazdego k € {0,...,p} oraz i € {1,...,p} definiujemy B}[k,i,0] = i. Jezeli ALM[k] > all,
to B} [k, i,1] = 1, w przeciwnym razie By[k,,1] = 0. Definiujemy Bj [k, i, 2] = min{ A} [k], ad!

oraz B[k, i,3] = |[Aj}[k] — adl|. Macierz B}, moze by¢ skonstruowana w czasie O(p?).

Teraz przedstawimy metode konstrukcji struktury A, na podstawie wartosci wyznaczonej struktury

pomocniczej B,.

Niech a = >0, (1 — BY[i,1]) oraz b = > min{a;?, ad’}. Jezeli dla pewnego i € {1,...,p}
mamy a,’ = al) = oo, to przyjmujemy b = oco. Niech ¢) = min{BJ[i,2] : i € {1,...,p} ABJ[i,1] =

0

- moga by¢ skonstruowane w czasie O(p).

toi 20 10
1}. Wartosci ay,, by, oraz ¢
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Stwierdzenie 4.38. Wartosé a2’ moze byé obliczona w czasie O(p).

DowOD. Musimy zapewnié¢ dominowanie wierzchotka v przez co najmniej jeden z wierzchotkéw v;,

gdzie i € {1,...,p}. Jezeli a® > 0, to a?® = b, w przeciwnym razie a2’ = b0 4 9. O
Stwierdzenie 4.39. Wartosé ad' moze byé obliczona w czasie O(p).
DowoOD. Wierzcholek v jest zdominowany przez wierzchotek r,,, zatem al! = 8. O

Stwierdzenie 4.40. Wartosé al’ moze byé obliczona w czasie O(p?logp).

DowoOD. W tym przypadku musimy zapewni¢, warunek bezpieczenstwa dla kazdej krawedzi {v, v; },
gdzie v; € SN NP. Dla kazdego k € {1,...,p}, zdefiniujmy:

sp = min{|S \ {ry}| : S jest GKK w T Ave SAr,¢SA|INNS| =k},

lub s = o0, jezeli powyzsze wyrazenie nie jest dobrze okreslone. Mamy wtedy al’ = min{sy, ..., sp}.

Dla k € {1,...,p} obliczamy sj lub wykazujemy, ze istnieje | > k, takie ze s; < sj. Niech
a=YP" (1-Bik—1,i,1]) oraz b = >_?_| B[k — 1,i,2]. Musimy zapewni¢, zeby dokladnie k
krawedzi {v,v;} bylo zabezpieczonych (w sensie predykatu SEC), gdzie i € {1,...,p}. Pozostale
wierzchotki v; znajduja sie poza koalicja krawedziowa.

Jezeli a > k, to tatwo zauwazy¢, ze dla pewnego | > a mamy s; < s3. Zatem bez straty ogdlnosci
zatozmy, ze a < k. Jezelia =k, to sp = b+ 1.

W przypadku a < k, rozwazmy macierz B, wymiaru p x 4 uzyskana z macierzy Bl[k — 1]
poprzez posortowanie wierszy Bilk — 1,i] (dla i € {1,...,p}) w sposéb niemalejacy wzgledem
wartosci B[k —1,1, 3]. Otrzymujemy wtedy zaleznosé B[1,3] < B[2,3] < ... < Blp, 3]. Konstrukcja
macierzy B, moze by¢ wykonana w czasie O(plogp). Niech kg bedzie najmniejsza wartoscia, dla
ktorej k —a = Zfil By[i, 1]. Niech ¢ = Zfil By[i,3] - By[i,1]. Wtedy s = b+ c+ 1. W ten sposob

obliczylismy wartoéé al’ w czasie O(p?logp). O

Stwierdzenie 4.41. Macierz ALl moze byé skonstruowana w czasie O(qp? logp).

DowoD. Dlal € {0,...,q} przedstawimy konstrukeje wartosci ALYl], ktora wykonamy w czasie
O(p?*logp).

Zasadnicza roéznica miedzy konstrukcjami wartosci al’ a AL jest koniecznogé zapewnienia bez-
pieczenstwa (w sensie predykatu SEC) krawedzi {v,r, }. Dowod jest analogiczny jak dla przypadku
all (stwierdzenie 4.40).

Dla dowolnej pary wartosci k € {0,...,p} il € {0,...,q} mamy:

o jezelil < q/2,to0 sp; = min{|S\{r,ULy_2;}| : S jest GKK w T Ao € SAr, € SAINENS| =
k/\Lq_glﬂS: @},

o jezelil > q/2,to sp; = min{|S\{r,ULy_q}| : S jest GKK w T nv € SAr, € SAININS| =
kA Ly—qC S}
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e w obu powyzszych przypadkach, jesli wartos¢ jest nieokreslona, to przyjmujemy s;; = oo.

Analogicznie jak w konstrukcji aquo (stwierdzenie 4.40), musimy zapewnié, ze doktadnie k sposrod
wierzchotkow {v, v;}, gdzie ¢ € {1,...,p} jest bezpiecznych (w sensie predykatu SEC). Zauwazmy,
ze jezeli S jest GKK w T to SECTgle(S, {v,7y}) (lub odpowiednio jezeli S jest GKK w T2,
to SECTEZ*‘?(& {v,ry})) wtedy i tylko wtedy, gdy 2k+20+2 > g+ p. Zatem jesli 2k+20+2 > g+ p,
to obliczamy warto$¢ si; analogicznie jak w przypadku obliczania wartosci al® (stwierdzenie 4.40).
W przeciwnym przypadku sg; = co. Ostatecznie ALMl] = min{s1,..., s}

Konstrukcja macierzy Al! moze byé¢ wykonana w czasie O(gp?logp). O
Stwierdzenie 4.42. Zachodzi Veo(T) = min{al?, AN[0] + 1}, gdzie {s} = Np(r).

DowoD. Korzeni drzewa T musi by¢ zdominowany, zatem dla kazdej globalnej koalicji krawedziowe;j

S zachodzi {r, s}NS # 0. Zatem a2’ = co. Wierzchotek s jest jedynym sasiadem wierzchotka r, czyli

01

s = oo. Jako,

jego wierzchotkiem wspierajacym. Ze stwierdzenia 4.12 mamy s € S. Zatem réwniez a
ze q(s) = 0, to macierz Al! ma tylko jeden element, tzn. A1[0]. Zatem oo (T) = min{al®, AL}[0] +

1}. 0

Podsumowujac, algorytm obliczajacy rozmiar najmniejszej globalnej koalicji krawedziowej w

drzewie dziata nastepujaco:

1. Orientujemy drzewo wybierajac za korzen dowolny jego lis¢.

2. Dla kazdego liscia I (oprocz korzenia) w drzewie tworzymy strukture A, o nastepujacych
wartosciach:

a) al’ = oo, a¥! =0, a}® = oo,

b) AM[k] = 1 dla kazdego k, dla ktérego 2k +2 > g,
¢) Al'[k] = oo dla kazdego k dla ktorego 2k + 2 < q.

3. Trawersujemy drzewo T' w kierunku korzenia, gdzie dla kazdego wierzchotka v # r nie beda-

cego lisciem:

a) konstruujemy pomocniczq strukture B, korzystajac z A,,, ... ,Avp<v),

b) stosujemy stwierdzenia 4.38, 4.39, 4.40 oraz 4.41 zeby uzyska¢ A, na podstawie B,.

4. Na podstawie stwierdzenia 4.42 poszukiwana wartogcia jest min{al® A'[0] + 1}, gdzie s jest

jedynym sasiadem korzenia r.

W dowodach stwierdzen 4.38, 4.39, 4.40 oraz 4.41 wskazane zostaly czasy wykonania poszczegélnych

krokéw. Dla kazdego wierzchotka v drzewa T konstrukcja struktury A, moze byé wykonana w czasie

O(qp®log p). Zatem sumaryczna ztozonosé obliczeniowa algorytmy to O(nA%log A).
Przypomnijmy jeszcze, ze przedstawiony algorytm ogranicza sie do okreslenia licznosci najmnie;j

licznej globalnej koalicji krawedziowej. Odpowiednio rozbudowujac strukture A, oraz strukture
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pomocnicza B, mozemy, bez wplywu na zlozonos¢, stworzy¢ algorytm konstruujacy najmniej liczna

globalna koalicje krawedziowa.

4.5 nvpP—zupelnosé problemu istnienia globalnej koalicji

krawedziowej dla grafow podkubicznych

W niniejszej sekcji wykazemy, ze problem znalezienia globalnej koalicji krawedziowej o rozmiarze
nie przekraczajacym zadanego rozmiaru jest NP—zupelny w klasie graféw podkubicznych. Przed-
stawimy redukcje z NP—zupelnego (twierdzenie 1.10) problemu 3DM.

Zdefiniujemy teraz problem poszukiwania globalnej koalicji krawedziowej:

Problem MINGEA

Instancja Podkubiczny graf G oraz liczba naturalna m > 0.

Pytanie Czy w grafie G istnieje globalna koalicja krawedziowa S, taka ze |S| < m?

Twierdzenie 4.43. Problem MINGEA jest NP—zupetny w klasie grafow podkubicznych.

DowoOD. Problem MINGEA nalezy do klasy AP. Dowdd przeprowadzimy poprzez redukcje od
problemu 3DM. Niech G = (V U Q, E) bedzie podkubicznym grafem dwudzielnym o sktadowych
dwudzielnosci V oraz @, takich ze V.= XUYUZ, | X| = |Y| = |Z| =m, |V| = 3moraz |Q| = t. Dla
kazdego wierzchotka ¢ € @ mamy degq(q) = 3 1 g jest polaczony z doktadnie jednym wierzchotkiem
w kazdym zbiorze X, Y i Z. Dla kazdego wierzchotka v € V mamy degq(v) € {2, 3}.

Niech V; = {v € V : degn(v) = i} i m; = |V;], dla i € {2,3}. Skonstruujemy graf podkubiczny
G*, w ktorym istnieje podzbior Q' C @Q, taki ze |Q'| = m dominujacy wszystkie wierzchotki
zbioru V' wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w nim globalna koalicja krawedziowa S taka, ze |S| <
2ms + 5ms + Ot.

Wykonamy transformacje grafu G w graf G* w czterech krokach, ktére mozemy wykonaé¢ w czasie

wielomianowym:
(S1) kazdy wierzcholek v € Vo, gdzie Ng(v) = {p, ¢} C Q, zastepujemy grafem C,, jak na rysunku
4.20,

(S2) kazdy wierzcholek v € V3, gdzie Ng(v) = {p,q,7} C @, zastepujemy grafem D, jak na
rysunku 4.21,

(S3) kazdy wierzchotek ¢ € @, gdzie Ng(q) = {z,y,2} CV iz e X,y € Y,z € Z, zastepujemy
grafem H, jak na rysunku 4.22,

(S4) kazda krawedz {v, ¢} € E(G), gdzie v € V, q € Q, zastepujemy krawedzia {vq, ¢, } € E(G*).
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Rys. 4.20: Graf C, zastepujacy wierzcholek v € V stopnia 2. Mamy p,,q, € V(C,), ale p, €
V(Hp), g, € V(Hy).

G

v
C/h
p q r

Rys. 4.21: Graf D, zastepujacy wierzcholek v € V stopnia 3. Mamy p,, gy, 7 € V(D,), ale p, €
V(Hp), g, € V(Hy), v € V(H,).

Wszystkie grafy rodziny {Cy },ev, sa wzajemnie izomorficzne i parami roztaczne. Analogicznie grafy

rodzin {Dy }yevy oraz {Hg}tgeq. Zatem:

V(e = |Jvenyu | vipy)u | viH,),

veVL veVs qeQ
EG) = |JEC)u | ED)U ] EH,)u U {{vg, q}}-
veEVs veV; qeqQ veEV,q€Q,{v,q}EE(G)

Zauwazmy, ze A(G*) < 3.
(=) Zalozmy najpierw, ze zbior Q" C @ dominuje zbior V oraz |Q'| = m. Jako, ze | X| = Y| = |Z| =
m, to mamy | Ng(v) NQ'| = 1, dla kazdego v € V. Stad, mozemy zdefiniowa¢ {q(v)} = Ng(v)N@Q’,
dla kazdego v € V. Co wiecej, jesli v € Va, to mozemy zdefiniowaé¢ {p(v)} = Ng(v) N (Q\ Q') i
jereli v € Va, to {p(v),r(0)} = Ne(0) N (Q\ Q).

Dla kazdego wierzchotka ¢ € @, jezeli Ng(q) = {z,y,2} C Vizx € X,y € Y,z € Z, to
QF = {4z, @y 42,43, a4, 99, Q10, @15, a6} € V(Hy) 1 Qp = {q1, 42,43, 47,48, 99, 113, 14, 15} € V(Hy)
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Rys. 4.22: Graf H, zastepujacy wierzchotek ¢ € Q. Mamy z4,y,, 2 € V(Hy).

(rys.4.22). Niech

S = {J {on v} U U {290 ba), w0p), vpoyry wer 3 U J @5 0 | @
vEVL vEV3 qeqQ’ qEQ\Q

Dla kaZdego v € Vo zbior {v1,v4)} € V(Cy) dominuje zbior C, i dla kazdego v € V3 zbior
{Vg(0) BVg(0) s Wop(v) s Vp(w)r () s Wr (o) } C V(D,) dominuje zbior D,,. Jezeli ¢ € @', to zbiér Q; domi-
nuje zblor Hy, ajezeli g € Q\ @', to zbior (), dominuje zbior H,. Zatem zbior S jest dominujacy
w grafie G*.

Kazda krawedz podgrafu indukowanego G*[S| nalezy do jednego z grafow {Cy }vevy, U{Dy foevs U
{H,}qeq, 1ub jest to krawedz {vy, ¢, } dla pewnych ¢ € Q' oraz v € V.

Niech e € E(G*[S]). Jezeli e jest jedna z krawedzi {q3,qa}, {q9,¢10} lub {¢i5,q16} dla pewnego
q € @', to SECg+ (S, e). W przeciwnym razie krawedz e nie jest izolowana krawedzia G*[S], ale jako
ze A(G*) < 3, to rowniez SECg+ (5, ), a zatem zbior S jest globalna koalicja krawedziowa, a takze
|S| < 2mg + 5mg +9|Q'| +9|Q \ Q'| = 2mg + 5ms + 9t.
(<) Niech teraz zbior S bedzie globalna koalicja krawedziowa w grafie G*, taka ze |S| < 2mq +
5ms + 9t. Bedziemy trzymali sie konwencji nazewnictwa zaproponowanej na rysunkach 4.20, 4.21 i
4.22.

Stwierdzenie 4.44. Dia kazdego wierzchotka v € Vi, mamy |S N V(Cy)| > 2. Co wiecej, jezeli
ISNV(Cy)| =2, to |S N {vp,v4} =1 oraz ({vi,vp,pp} €8 lub {vi,v4, 90} € S), gdzie Ng(v) =
{p.a}.

DowoOD. Niech v € V4 oraz Ng(v) = {p, q}. Jako, ze zbior S dominuje graf G*, to v; € S. Jezeli
vg €5, to |[Ng=[v2]NS| > 1 oraz [SNV(C,y)| > 3. W przeciwnym razie, v, € S lub v, € S. Jako, ze
S jest koalicja krawedziowa, to p, € S oraz ¢, € S. Zatem {v1, vy, py} € S lub {v1,v4,¢,} € S. O
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Stwierdzenie 4.45. Dla kazdego wierzchotka v € V3 mamy |SNV(D,)| > 5. Jezeli |SNV(D,)| =5,
to |S N {wvp,vg, v, } =1 oraz ({bvy, vy, pp} C S lub {bvg, vy, qv} € S b {bv,, v, 7y} C S), gdzie
NG(U) = {p>Q7r}'

DowoOD. Niech v € V3 oraz Ng(v) = {p,q,r}. Przypomnijmy, ze zbior S jest globalna koalicja
krawedziowa. Zalozmy, ze {bvp, bug, bu,} NS = (. Zatem, {vp, vg, v, } € S. Jezeli vy € S, to istnieje
u € Ng=[v1]NS, ze |[SNNg=[u]| > 3. Zatem, |[SNV(D,)| > 6. Przyjmijmy, ze v1 ¢ S oraz zalézmy, bez
zmiany ogolnosci, ze vy, € S. Jezeli | Ng+[vpr]NS| > 3, to [SNV(D,)| > 6. Niech | Ng«[vp]NS| = 2.
Jezeli uv, € S (analogicznie uv, € S), to Ng=[vpg] NS # 0. Zatem |S NV (Dy)| > 6.

Przyjmijmy SN{bv,, bvg, bu, } # (. Jezeli |SN{buv,, bug, bu, }| > 2, to analogicznie jak w przypadku
S N {bup, bug, bu,} = 0 otrzymujemy |S N V(D,)| > 6. Zatem, bez straty ogoélnosci, zalézmy, ze
bvg € S oraz S N {buvy,bv,} = 0. Stad vy € S i do rozpatrzenia mamy dwa przypadki: uv, € S
lub ¢, € S. Niech U = Ng+[vp,| oraz U; = Ng«[U]. Niech {bvg, vg, uvy} C S. Jezeli vy € S, to
|S N UL > 3. Jako ze {bvg,vg, uvg} NUL = 0, to mamy |S NV (D,)| > 6. Zatem niech v, & S.
Zauwazmy, ze S N {vpg, vgr} # 0. Jezeli {vpg, vgr,v1} C S, to [SNV(Dy)| > 6. Jezeli vy & S
(analogicznie vpq € S), to vpg € S'1|S N Ne=[{vpr, uv, }]| > 2. Zatem |S N V(D,)| > 6. Niech teraz
SN {vpg, Vgr, 1} = {Upg, Vgr }. Jako, ze SNU # 0, to mamy |SNV(D,)| > 6. Niech {bvg, vg,qv} C S,
i niech Uy = Ng=[U1] N V(D,). Jako, ze SNU # 0 i Uy N {bvg, vy} = 0, mamy |S N Us| > 3. Zatem
|SNV(D,)| > 5. O

Stwierdzenie 4.46. Dla kazdego wierzchotka q € Q zachodzi |S NV (Hy)| > 9.

DowoOD. Niech ¢ € @ oraz Ng(q) = {x,y, 2}, gdzie x € X,y € Y,z € Z. Zbior S jest globalng
koalicja krawedziowa. Pokazemy, ze |S N {qz, ¢1, 92, 3, q16, q17, Q18 }| > 3.

Niech ¢, € S oraz |S N{q2, q17}| < 1. Jezeli go € S (analogicznie ¢17 € 5), to ¢ € S lub ¢3 € S.
Jezeli SN {q2,q17} =0, to SN {q1,q3} # 01 SN {qe,q8} # 0. Zalozmy teraz , ze g, & S. Jezeli
q1 € S (analogicznie ¢ € S), to istnieje wierzchotek u € Ng«[q1], taki ze |S N Ng«[u]| > 3. Jezeli
Sn{q,qs} =0, to {g2,q17} C S, a zatem S N {q3,q16} # 0.

Analogicznie mamy |S N {qy, g4, g5, 6,97, 98,99 }| > 3 oraz [SN{qz, qi0, q11, Q12, 13, q14, Q15 }| > 3.
Zatem |SNV(Hy)| > 9. O

Stwierdzenie 4.47. Zachodzi |S| = 2mg + bmg + 9t oraz:
(1) dla kazdego v € Vy zachodzi |S N V(Cy)| = 2. Co wiecej |S N{vp,vg}| =1 oraz {vy,uy} C S

dla doktadnie jednego wierzchotka u € Ng(v) = {p, q},

(1) dla kazdego v € V3 zachodzi |SNV(D,)| = 5. Co wiecej |SN{vp, vg, vr}| =1 oraz {vy, uy} C S
dla doktadnie jednego wierzchotka uw € Ng(v) = {p, q,7}.

(i19) dla kazdego q € Q zachodzi |S NV (Hy)| = 9. Co wiecej {4z, qy,qz,Tq,Yq, 2¢} S S lub SN
{Ge, @y, 4z, T, Yg, 2} = 0, gdzie N (q) = {z,y, 2}.
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DowoOb. Jako, ze |S| < 2mg + bmg + 9t, to ze stwierdzen 4.44, 4.45 i 4.46 otrzymujemy, ze
|S| = 2ma + bmg + 9¢, a takze wlasnosci (i) oraz (7).
(7i1). Niech ¢ € Q oraz Ng(q) = {z,y, 2}, gdziex € X,y € Y,z € Z. Jako, ze |S| = 2ma+5m3+9t,

to z wlasnosci (¢) oraz (i4) mamy |S N V(H,)| =9. Z dowodu stwierdzenia 4.46 otrzymujemy:

|Sﬁ{Qxa‘IhQQ,CIBaC]16,(I177Q18}| =3 (41)
1SN {ay, 94,95, 96597, Gs, go | = 3 (4.2)
1S M {qz: q10, 11, q12, @13, Q145 15} = 3 (4.3)
Z wtasnosci (7) i (#4) mamy, ze:
dla kazdego v € Ng(q), jezeli vy € S, to ¢, € S. (4.4)
Pokazemy teraz, ze:
dla kazdego v € Ng(q), jezeli g, € S, to SN Ng=(qv) = {vg}- (4.5)

Bez straty ogolnosci niech v = z (rys 4.22). Zalozmy ze ¢, € S i SN {q,qs} # 0. Stad z
wlasnosci (4.1), mamy |S N {q2, g3, q16,q17}| < 1. Zatem mamy do rozpatrzenia trzy przypadki: (a)
150 {go, qur}] = 1 Tub (8) S0 {gs, qus}| = 1 Tub (¢) S 1 {q1, qus}| = 2.

Przypadek (a). Niech ¢17 € S (analogicznie g2 € S). Wtedy q1s € S 1SN {q2,q3,q16} = 0 a
zatem {qu4,q5,q1a} C S. Jezeli ¢, € S, to z wlasnosci (4.2) otrzymujemy —SECg+ (S, {q4,q5}), co
jest sprzeczno$cia. Zatem ¢, ¢ S. Z wiasnodci (4.4) otrzymujemy, ze y, ¢ S, a z tego g5 € S.
Kontynuujac, z wlasnosci (4.2), otrzymujemy S N {gs,q9} = 0, a zatem {qi0,¢q11} C S. Jako, ze
q14 € S, to z whasnosci (4.3) uzyskujemy S N {q12, ¢13, 9.} = 0, co stoi w sprzecznosci z whasnoscia
(4.4).

Przypadek (b). Niech g3 € S (analogicznie q16 € S). Wtedy zachodzi q1g € S, w przeciwnym razie
S N Neg«[q17] = 0. Zatem {q4,q14,q15} C S, a z wlasnosci (4.3) i (4.4) otrzymujemy, ze q13 € S.
Zatem {qs,q9} C S, a z whasnosci (4.2) uzyskujemy, ze = SECq= (S, {gs,q9}), sprzecznosc.
Przypadek (c). Niech {¢1,q1s} € S. Stad S N {q2,q3,q16} = 0, a zatem {q4, g5, q14} C S. Dalsza
czesé dowodu przebiega analogicznie jak w przypadku (a). Zatem uzasadniliémy wlasnosé (4.5).

Pokazemy teraz, ze {qz,qy,q.} C S lub SN {qs, gy, q.} = 0. Wystarczy pokazac, ze jezeli g, € S,
to q, € S. Zalézmy przeciwnie, ze ¢, € S ale ¢, ¢ S. Z whasnosci (4.1) i (4.5), mamy x4 € S,
SN {q,qs} =0 oraz |S N {q2, g3, q16, 17}| = 2.

Jezeli {q2, 17} € S, to z wlasnosci (4.1) mamy — SECg+ (S, {g2, q17}), a z tego [SN{q2, qi7}| < 1
oraz |S N{qs,qie}| > 1. Jezeli g3 ¢ S, to {que, 17} C S5, a zatem g4 € S. Jezeli g3 € S, to 17 € S,
a zatem g4 € S.

Analogicznie otrzymujemy, ze qi5 € S. Zatem {q4,qi5} C S. Poniewaz ¢, ¢ S, to z wlasnosci
(4.4) uzyskujemy y, ¢ S. Stad z wlasnosci (4.2), uzyskujemy 1 < [S N {g6,q7}| < 2, a zatem
{q4,45,q6} € S. Kontynuujac mamy S N {gs,q9} = 0, a zatem {q10,q11} C S. Z whasnosci (4.3),

otrzymujemy, ze = SECq+ (S, {q10,¢11}), sprzecznosc.
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Z wlasnosci (4.4) i (4.5) mamy, ze dla kazdego wierzchotka v € Ng(q) zachodzi vy € S < ¢, € S.
Zatem {qgca Qy,9z,Lq; Yq; Zq} CSlub SN {Qxy Qy> 9z, Lq5 Yq, Zq} = 0. [

Dla kazdego wierzchotka ¢ € @ oznaczmy Ng(q) = {x(q),y(q),2(q)}, gdzie z(q) € X,y(q) €
Y, z(q) € Z. Niech:

Q, - {q € Q : {Qx(q)a y(q)> QZ(q)} - S}

Niech v € V. Ze stwierdzenia 4.47 (punkty (¢) i (i¢)) istnieje wierzcholek ¢ € Ng(v), taki ze
{vg, v} C S. Stad ze stwierdzenia 4.47 (punkt (4i7)), mamy ¢ € @’. Zatem zbior Q" dominuje zbior
V, atakze 3|Q'| = > co ING(q)| > [Na(Q')| = |V| = 3m. Z whasnosci 4.47 mamy dla kazdych
p.q € Q oraz p # q, ze Ng(p) N Ne(q) = 0. Zatem |Q'| = m. O

4.6 Podsumowanie i problemy otwarte

W niniejszym rozdziale zaprezentowali$émy definicje koalicji krawedziowej wprowadzonej w [48].
Analizowalismy jej podstawowe wlasnosci, oraz oszacowaliSmy (czes¢ 4.2) rozmiar najmniejszej glo-
balnej koalicji krawedziowej w grafach. PrzedstawiliSmy oszacowanie dolne (czes¢ 4.2.1) dla grafow
ogolnych oraz oszacowania gorne (czes¢ 4.2.2) dla drzew.

W czedci 4.3 analizowaliémy rozmiar i konstrukcje globalnych koalicji krawedziowych w réznych
klasach grafow uzyskujac doktadne formuly miedzy innymi dla graféw pelnych k—dzielnych oraz
pelnych drzew k—arnych.

W kolejnej czesci (4.4) zaprezentowaliSmy wielomianowy algorytm poszukujacy najmniejszej glo-
balnej koalicji krawedziowej w drzewie. Zatem w przypadku zagadnien praktycznych, w ktorych
mozliwe jest skorzystanie z modelu koalicji krawedziowych w drzewach, poszukiwanie doktadnych
rozwigzan mozna zrealizowaé¢ w sposob wydajny.

W ostatniej czesci (4.5) pokazali$émy, ze problem poszukiwania najmniejszej globalnej koalicji

krawedziowej jest NP—zupelny nawet w przypadku klasy graféw podkubicznych.

Problemy otwarte

W czesci 4.2.2 w twierdzeniu 4.18 przedstawiliSmy oszacowanie gdérne na rozmiar najmniejszej
globalnej koalicji krawedziowej w drzewach. Problemem otwartym pozostaje oszacowanie w grafach
ogblnych. Stawiamy w tym miejscu nastepujace dwie hipotezy:

1. Niech G bedzie grafem, dla ktorego n(G) > 3. Wtedy Yeq < %n(G).

2. Niech G bedzie grafem, dla ktorego n(G) > 3. Zachodzi e, = %n(G) wtedy i tylko wtedy,
gdy graf G jest izomorficzny z cyklem Cs, cyklem Cg lub jest Po—rozszerzeniem pewnego grafu
H.
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Rownowaga strategiczna koalicji defensywnych

W niniejszym rozdziale przyjrzymy sie definicji, wlasnosciom, algorytmom i zagadnieniom ztozo-
nosci obliczeniowej w obrebie modelu réwnowagi strategicznej koalicji defensywnych (ang. strategic
balance of defensive alliances), ktory autor niniejszej pracy wprowadzil do literatury polskojezycz-
nej w ramach pracy dyplomowej magisterskiej [45] a pdzniej wraz z wspolautorami w ramach

artykutu [48].

Definicja 5.1. Niech G bedzie grafem. Rozwazmy dwa rozlaczne podzbiory zbioru V(G) ktore
oznaczymy odpowiednio jako N oraz S. Jezeli zbiory N oraz S sa globalnymi koalicjami defen-
sywnymi, to pare nieuporzadkowana {N, S} nazywamy réwnowagq strategiczng koalicji defensyw-
nych (ang. strategic balance of defensive alliances). Dodatkowo jezeli rodzina { N, S} jest podziatem

zbioru V(G), to réwnowage strategiczng koalicji defensywnych nazywamy doskonatq (ang. perfect).

Tak zdefiniowana rownowaga strategiczna jest jednym z modeli rownowagi strategicznej zgod-
nych z ogélna definicja 2.10. To znaczy jest to réwnowaga strategiczna oparta o model struktur
defensywnych typu S¢ przy oznaczeniach takich jakie zastosowalismy w czesci 2.3.

Warto zwrocié uwage, ze oryginalne sformutowanie ([45] i [46]) definiowalo réwnowage strate-
giczng koalicji defensywnych jako rdwnowage strategiczng, bez okreslenia jakiego modelu struktur
defensywnych dotyczy. W niniejszej pracy dokonaliSmy uogdlnienia poprzez wprowadzenie meta
definicji 2.10 a oryginalna terminologia zostata przemianowana. Dodatkowo oryginalna definicja
odnosita sie réwniez do zbioru wierzchotkéw bedacych poza globalnymi koalicjami defensywnymi.
To znaczy, dla grafu G, definiowali$my pare uporzadkowana ({N, S}, I), gdzie N, S, I C V(G), oraz
zbiory N, S sa globalnymi koalicjami defensywnymi. Jako, ze definicja w tej postaci nie wymaga
spetnienia przez zbioér I zadnych warunkéw, to w niniejszej pracy zostata ona uproszczona.

Warunkiem koniecznym istnienia rownowagi strategicznej w grafie jest oczywiscie istnienie dwoch
roztacznych zbioréw dominujacych w tym grafie. Jak mozna zaobserwowaé na rysunku 5.1, réwno-
waga strategiczna koalicji defensywnych nie musi istnie¢ nawet jesli istnieje podzial zbioru wierz-

chotkéw na dwa zbiory dominujace.

c—e—oO

Rys. 5.1: Sciezka P3, w ktorej istnieje podzial na dwa rozlaczne zbiory dominujace, ale nie istnieje

rownowaga strategiczna koalicji defensywnych.
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Pytanie o istnienie rownowagi strategicznej koalicji defensywnych okresla w takim razie decyzyjny

problem obliczeniowy.

Problem SBDA

Instancja Graf G.

Pytanie Czy w grafie G istnieje rownowaga strategiczna koalicji defensywnych?

Analogicznie sformutujemy problem obliczeniowy dla weryfikacji istnienia doskonatej réwnowagi

strategicznej koalicji defensywnych.

Problem PSBDA

Instancja Graf G.

Pytanie Czy w grafie G istnieje doskonata rownowaga strategiczna koalicji defensywnych?

Stwierdzenie 2.33, w sposob uniwersalny orzeka, ze niezaleznie od modelu struktury defensywnej
istnienie doskonatej réwnowagi strategicznej danego typu pociaga za soba w sposdb oczywisty ist-
nienie rownowagi strategicznej tego typu. Wynika z tego, ze jesli dla danej instancji odpowiedz dla
problemu PSBDA jest twierdzaca, to jest tez twierdzaca dla problemu SBDA. W dalszej czesci po-
kazemy, ze w przypadku rownowagi strategicznej koalicji defensywnych zachodzi rowniez odwrotna

zaleznosé.

5.1 Doskonata rownowaga strategiczna koalicji defensywnych

Przypomnijmy, ze z twierdzenia 2.1 wiemy, ze suma mnogosciowa zbiorow bedacych koalicjami
defensywnymi rowniez jest koalicja defensywng. Dodatkowo jesli choé jedna z koalicji defensywnych
jest globalna, to oczywiscie ich suma réwniez. Wniosek 2.2 rozszerza to rozumowanie na dowolna

liczbe koalicji defensywnych.

Stwierdzenie 5.1. Niech G bedzie grafem. Doskonala réwnowaga strategiczna koalicji defensyw-
nych w grafie G istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy liczba podziatu na koalicje defensywne w tym grafie

jest rowna co najmniej 2.

DowoOD. Jesli w grafie G istnieje doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych, to
mamy dwie roztagczne globalne koalicje defensywne. Zaldézmy teraz, ze istnieje podzial zbioru wierz-
chotkéw grafu G na globalne koalicje defensywne Si, So, ..., Sk, gdzie £k > 2. Na mocy wniosku
2.2 zbiér Sy = Uf:ll S; jest globalna koalicja defensywna. Zatem para {Sp, Sk} jest doskonala

rownowagg strategiczng koalicji defensywnych. O

Sformutujemy teraz dwa dwa problemy obliczeniowe zwiazane z poszukiwaniem drugiej globalnej

koalicji defensywnej posrod wierzchotkéw poza zadang globalng koalicja defensywna.
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Problem SBDAO

Instancja Graf G oraz globalna koalicja defensywna N C V(G).
Pytanie Czy w grafie G istnieje rownowaga strategiczna koalicji defensywnych {N’, S},
taka ze S” C (V(G) \ N') oraz N C N'?

Analogicznie zdefiniujemy problem dla doskonatej rownowagi strategicznej koalicji defensyw-

nych.

Problem PSBDAO

Instancja Graf G oraz globalna koalicja defensywna N C V(G).
Pytanie Czy w grafie G istnieje doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych
{N', S}, taka ze S C (V(G)\ N') oraz N C N'?

Lemat 5.2. Niech G bedzie grafem i niech N C V(G) bedzie globalng koalicjqg defensywng. Dla
kazdego wierzchotka v € (V(G) \ N), jezeli [Ng[v] N N| > |[Ng[v] \ N|, to nie istnieje koalicja
defensywna S C V(G)\ N taka, zev € S. Co wiecej, zbior NU{v} jest globalng koalicjq defensywna
w grafie G.

DowoD. Niech v € V(G) \ N oraz |[Ng[v] N N| > |[Ng[v] \ N|. Zalozmy przeciwnie, ze istnieje
taka koalicja defensywna S C V(G) \ N, ze v € S. Stad mamy |[Ng[v] N S| > |[Ng[v]\ 5], a ze
stwierdzenia 1.4 mamy |Ng[v] \ N| > |Ng[v] N S]|. Skoro N C V(G)\ S, to ponownie ze stwierdzenia
1.4 otrzymujemy |[Ng[v]\ S| > |[Ng[v] N N|. Mamy w takim razie |[Ng[v]\ S| > [Ng[v]NN| >
INg[v] \ N| > |Ng[v] N S|, co jest sprzecznoscia.

Niech N’ = N U {v}. Jako, ze N jest zbiorem dominujacym, to oczywiscie zbior N’ rowniez jest
dominujacy. Zbior N jest koalicja defensywng oraz z zalozenia zachodzi [Ng[v] N N| > |Ng[v] \ N|.
Zatem dla dowolnego wierzchotka u € N’ na mocy stwierdzenia 1.4 mamy | Ng[u] N N'| > | Ng[u]N
N| > |Ng[u] \ N| > | Ng[u] \ N'|. Czyli N’ jest globalna koalicja defensywna. O

Lemat 5.3. Niech G bedzie grafem i niech N C V(QG) bedzie globalng koalicjg defensywnqg. Zdefi-
niugmy zbior U = {v € V(G) \ N : |[Ng[v] " N| > |[Ng[v] \ N|}. Wtedy zachodzi:

1. zbior N' = N UU jest globalng koalicjq defensywnag,

2. jezeli U =10, to S = V(G) \ N jest koalicjq defensywnag lub zbiorem pustym,

3. dla dowolnej koalicji defensywnej S C V(G) \ N zachodzi S C V(G) \ N'.
Dowob. (1) Zauwazmy, ze NUU = |, iy (NU{u}). Na mocy lematu 5.2 kazdy ze zbiorow NU{u},

gdzie u € U jest globalng koalicja defensywna. Wtedy z wniosku 2.2 otrzymujemy, ze zbior N’ jest
globalng koalicja defensywna.
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(2) Jezeli N = V(G), to teza jest oczywiscie spelniona. Zalozmy, ze N # V(G). Jezeli U = 0,
to z definicji zbioru U, dla kazdego wierzchotka v € V(G) \ N, mamy |[Ng[v] N N| < [Ng[v] \ M|,
zatem zbior S = V(G) \ N jest koalicja defensywna.

(3) Niech w € U NS, gdzie S C V(G) \ N jest koalicja defensywna. Na mocy lematu 5.2

otrzymujemy sprzecznosc. ]

Lemat 5.4. Niech G bedzie grafem i niech N C V(G) bedzie globalng koalicjg defensywng. De-
finiujemy No = N, Uy = 0, U; = {v € V(G) \ Ni—1 : [Ng[v] N N;—1] > |[Ng[v]\ Ni—1|}, oraz
N;=N;,_1UU;, dlai=1,2,.... Wtedy istnieje 1 < k < n(Q), takie ze Uy, = 0 i zachodzi:

1. 2bior Ny = N1 = NgU U U...UUg_q jest globalng koalicjg defensywng,
2. zbior S = V(G) \ Ni—1 jest koalicjq defensywnag lub zbiorem pustym,
3. dla dowolnej koalicji defensywnej S’ C V(G)\ N zachodzi S C S = V(G) \ Ni_1.

DowoD. Jezeli U; # () dla pewnego i > 1, to dla kazdego j = 1,...,7 mamy |N;| = |N;j_1|+|U;| >
|Nj_1|. Zatem zachodzi |N;| > |N|+1. Zbior V(G) jest skonczony, zatem istnieje 1 < k < n(G), dla
ktorego Uy = 0. Tezy podpunktow (1-3) wynikaja z indukeyjnego rozumowania opartego o lemat
5.3 (1-3). O

Twierdzenie 5.5. Problemy SBDAQO i PSBDAO sq¢ réwnowazne i istnieje algorytm rozwigzujgcy

je w czasie O(m), gdzie m jest liczbg krawedzi grafu.

DowoOD. Niech N C V(@) bedzie globalng koalicja defensywna w grafie G oraz niech Ni_; bedzie
zdefiniowane jak w lemacie 5.4. Zaldézmy, ze istnieje roéwnowaga strategiczna koalicji defensywnych
{N', 8"}, taka ze N C N'. Jako, ze S’ C V(G)\ N' C V(G) \ N, to na mocy lematu 5.4 (3) mamy
S" C S =V(G)\ Ni_1, oraz z lematu 5.4 (2) wiemy, ze zbior S jest koalicja defensywna. Jako, ze
zbior S’ jest zbiorem dominujacym graf G, to zbior S rowniez jest zbiorem dominujacym graf G.
Zatem na mocy lematu 5.4 (1) otrzymujemy, ze {Ng_1, V(G) \ Ni—_1} jest doskonala rownowaga
strategiczng koalicji defensywnych.

Algorytm rozwigzujacy problem SBDAQO wykonuje nastepujace kroki: dla pewnej globalnej ko-
alicji defensywnej N C V(G) w grafie G na podstawie lematu 5.4 konstruujemy zbiory Np_p i
V(G)\ Ng_1. Jezeli zbior V(G) \ Ni_1 nie jest pusty, to jest koalicja defensywna. Stad dalsza czesé
algorytmu sprowadza sie do sprawdzenia, czy zbior V(G)\ Ni_1 jest zbiorem dominujacym w grafie
G. Mozemy wykonaé calg procedure w czasie ograniczonym przez O(ZUGV(G)\ N degg(v)) = O(m).
Wyznaczanie wierzchotkéw zbioru U; moze zostaé zoptymalizowane przez aktualizowanie war-
tosci [Ng[v] \ No| — [Ng[v] N No| o —2 jedli istnieje wierzchotek uw € Uj, gdzie j < i, taki ze
{u,v} € E(Q). O

Twierdzenie 5.6. Niech G bedzie grafem. Problem SBDA jest réwnowazny problemowi PSBDA.
Co wiecej, jesli {N,S} jest réwnowagq strategiczng koalicji defensywnych w grafie G, to w tym
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grafie istnieje doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych {N',S'}, taka ze N C N’
oraz S C 5.

DowoOb. Niech {N, S} bedzie rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w grafie G. Zatem na
mocy twierdzenia 5.5 istnieje doskonata rownowaga strategiczna koalicji defensywnych { Ny_1, V(G)\
Ni_1}, gdzie Np_1 = NUUy U ...U,_;1. Zatem na mocy lematu 5.4 (3) mamy N C N’ = Np_;
oraz S C 8" = V(G) \ Ng_1. O

Na podstawie stwierdzenia 5.1 praz twierdzenia 5.6 mamy zatem wniosek.

Whiosek 5.7. Problem SBDA jest rownowazny weryfikacji czy liczba podziatu na globalne koalicje

defensywne jest rowna co najmniej 2. O

Pokazalismy, ze w przypadku modelu réwnowagi strategicznej koalicji defensywnych problem
istnienia rownowagi strategicznej koalicji defensywnych (SBDA) jest réwnowazmy problemowi ist-
nienia rownowagi doskonalej (PSBDA). Rezultat ten umozliwia skupienie sie na poszukiwaniu po-
dziatéw catego zbioru wierzchotkéw grafu zamiast rozwazania wszystkich potencjalnych wyborow

dwoch roztacznych podzbioréw.

5.2 Réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w réznych

klasach grafow

W niniejszej czesci skupimy sie na badaniu problemu istnienia réwnowagi strategicznej koalicji de-
fensywnych w podstawowych klasach graféw. Na mocy twierdzenia 5.6 istnienie rownowagi strate-
gicznej koalicji defensywnych jest rownowazne istnieniu doskonaltej rownowagi strategicznej koalicji
defensywnych. Zatem nasza analiza moze ograniczy¢ sie do poszukiwania doskonatej réwnowagi
strategicznej w danych klasach grafow.

Zacznijmy od wtasnosci pomocniczej.

Lemat 5.8. Niech G bedzie grafem i niech {N, S} bedzie rownowagq strategiczng koalicji defensyw-
nych. Wtedy dla kazdego wierzchotka v € V(G) stopnia 2, jeden z jego sgsiadéw nalezy do zbioru
N, a drugi do zbioru S.

DowoOD. Jesli obaj sgsiedzi nalezeliby do tej samej koalicji defensywnej, to:

e jezeli wszystkie trzy wierzchotki nalezalyby do tej samej koalicji defensywnej, to wierzchotek
v nie bylby zdominowany przez druga z koalicji defensywnych,
e jezeli wierzchotki sasiadujace nalezalyby do innej koalicji defensywnej niz wierzchotek v, to

wierzchotek v nie bylby zabezpieczony (w sensie predykatu SEC). O

Twierdzenie 5.9. Doskonata réwnowaga strategiczna w Sciezce istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

liczba wierzchotkow Sciezki jest parzysta.
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DowoODp. (=) Niech {N, S} bedzie rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w $ciezce P,
gdzie n > 2, o wierzchotkach vy, vg, ..., v, (W numeracji naturalnej, tzn. krawedzie wystepuja mie-
dzy wierzchotkami o indeksach roznigcych sie o 1). Zalézmy bez straty ogolnosei, ze v1 € N. Stad
mamy vy € S. Wtedy na mocy lematu 5.8 dla kazdego i = 2,...,n — 1 mamy albo v;_; € N oraz
vi+1 € S, albo v;_1 € S oraz vi41 € N. W efekcie otrzymujemy vgi12, Var+3 € S, dla wszystkich k
speliajacych 3 < 4k + 3 < n, oraz vag, v4rr1 € S, dla wszystkich k spetniajacych 1 <4k +1 < n.
Na koniec zauwazmy, ze wierzchotki v,,_1 oraz v, musza naleze¢ do réznych koalicji defensywnych,
co zachodzi gdy n jest liczbg parzysta.

(<) Niech Py, bedzie $ciezka parzystej dtugosci, gdzie m > 1. Ponownie przyjmijmy naturalna
numeracje wierzchotkow $Sciezki jako v, ve, ..., vop. Zdefiniujmy vi € N, vo,v3 € S, vg,v5 € N,
vg, vy € S,..., czyli parami naprzemiennie. W ten sposoéb pozostaje nam okresli¢ przynaleznosé
dla wierzchotka vy, w dwoch z czterech przypadkow. Jezeli liczba m jest parzysta, to m = 2k
dla pewnego k. Wtedy wierzchotki vgr_o,v4k—1 € S i przyjmujemy vy € N. Jezeli liczba m jest
nieparzysta, to m = 2k — 1 dla pewnego k. Wtedy wierzcholki vyg_4,v4_3 € N i przyjmujemy
V4g—o € S. Zbiory N, S sa globalnymi koalicjami defensywnymi oraz N U S = V(G), zatem {N, S}

jest rownowaga strategiczng koalicji defensywnych w Sciezce Pay,. O

7Z analizy dowodu twierdzenia 5.9 wynika wniosek dotyczacy struktury rownowagi strategiczne;j

koalicji defensywnych w Sciezkach.

Whniosek 5.10. Niech P, bedzie sciezkq. Dla dowolnej doskonatej rownowagi strategicznej koalicji
defensywnych w Scieice P, oba korice Sciezki nalezg do jednej globalnej koalicji defensywnej tej

rownowagi strategicznej struktur defensywnych wtedy i tylko wtedy, gdy n jest podzielne przez 4. [J

Twierdzenie 5.11. Doskonata réwnowaga strategiczna w cyklu istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

liczba wierzchotkow cyklu jest podzielna przez 4.

DowoOD. (=) Niech {N, S} bedzie doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w
cyklu Cy,, gdzie n > 3, o wierzcholtkach vy, vg, ..., v, (W numeracji naturalnej, tzn. krawedzie wy-
stepuja miedzy wierzchotkami o indeksach rézniacych sie o 1 oraz pomiedzy wierzchotkami v i
vp). Bez straty ogolnosci, na mocy lematu 5.8, mozemy przyjac, ze v, v, € N. Wtedy, rowniez na
mocy lematu 5.8 wierzchotki vo,v,—1 € S. W przypadku n = 3 wierzchotek v nie jest wtedy za-
bezpieczony (w sensie predykatu SEC). Zatem rozwazamy przypadek n > 4. Zalézmy, ze n nie jest
liczba podzielna przez 4. Zauwazmy, ze rownowaga strategiczna koalicji defensywnych {NV, S} jest
rowniez rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w cyklu C,, z usunieta krawedzia pomiedzy
wierzchotkami vy, vy, czyli w Sciezce P,. Stoi to w sprzecznosci z wnioskiem 5.10. Zatem n musi
byé¢ liczba podzielng przez 4.

(<) Niech Cy; bedzie cyklem, dla pewnego k& > 1. Definiujemy vgr,v1 € N, vo,v3 € S, v4,v5 €
N, ..., V46_9,V46_1 € S, czyli parami naprzemiennie. W ten sposéb dla wszystkich wierzchotkéw

cyklu okreslilismy przynalezno$é albo do zbioru N, albo do zbioru S. Zbiory N, S sa globalnymi
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koalicjami defensywnymi, zatem { N, S} jest rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w cyklu
Cyp.. O

Twierdzenie 5.12. Doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w kole W, o n + 1

wierzchotkach istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy n =4k +1, dla k > 1 orazl € {-1,0,1}.

DowOD. Przyjmijmy oznaczenia dla kota W,,. Niech W,, = ({s} U L, F), gdzie wierzchotek s jest
osia kola, a wierzchotki zbioru L, gdzie |L| = n, sa wierzchotkami cyklu. Wierzchotki cyklu bedziemy
nazywali wierzchotkami zewnetrznymi.

(=) Niech {N,S} bedzie doskonata rownowaga strategiczna koalicji defensywnych kota W, o n
wierzchotkach zewnetrznych L = {vi1,...,v,} oraz osi s. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac,
ze s € N. To wystarczy, zeby zbiéor N byt zbiorem dominujacym w kole W,,. Wierzchotek s jest
zabezpieczony w swojej koalicji defensywnej (w sensie predykatu SEC), zatem [NNL|+1 > |[SNL|.
Bez utraty ogdélno$ci mozemy przyjaé, ze vi,vs,...,v, sa polaczone w kole W,, w cykl zgodnie z
numerami indekséw.

Zwartg grupg zbioru N nazwiemy dowolny podzbiér zbioru NNL, zawierajacy kolejne wierzchotki
cyklu, to znaczy kazdy zbior postaci {v;,viy1,...,v;} lub {vj,...,vp,01,...,0;}, gdzie 1 < i <
J < n. Analogicznie definiujemy zwartq grupe zbioru S. Zauwazmy, ze liczba wierzchotkow kazdej
zwartej grupy zbioru S jest réwna co najmniej 2. Natomiast rozmiar kazdej zwartej grupy zbioru
N jest réowny co najwyzej 2. Niech g1 i g2 beda liczno$ciami zwartych grup zbioru N odpowiednio
mocy 1 i mocy 2. Podobnie niech hs i hso bedg licznosciami zwartych grup zbioru .S odpowiednio
mocy 2, oraz mocy wiekszej niz 2. Stad, mamy |[N N L| = g1 + 2g2 oraz |S N L| > 2hy + 3h=o.
Zauwazmy, ze g1 + g2 = hs + hso, poniewaz zwarte grupy musza przeplataé¢ sie na cyklu. Stad
1491 +2g9 =14+ |NNL|l >|SNL| > 2hy + 3h=2 = 291 + 292 + h>2. Zatem 1 > g; + h>o.
Jezeli g1 = 0 oraz hso = 0, to n = 2(g2 + h2) = 4go, gdzie g > 1. Jezeli g1 = 1 oraz h~o = 0, to
n = g1 + 292 + 2ho = 4hy — 1, gdzie hy > 1. Jezeli g1 = 0 oraz h~o = 1, to 2hs +3 = 1+ 2¢2 =
1+|NNL| > |SNL| =2hg+x, gdzie x jest rozmiarem zwartej grupy zbioru S rozmiaru wiekszego
niz 2, stad x = 3. Zatem n = 2gs + 2ho + x = 4gs + 1, gdzie go > 1.

(<) Niech W,, bedzie dowolnym kotem takim, ze n = 4k + [, gdzie k > 1 oraz [ € {-1,0,1}.
Definiujemy doskonala rownowage strategiczna koalicji defensywnych { N, S} w nastepujacy sposob:

e jezelin =4k, to N = {s} U{v; : ¢ mod 4 € {1,2},i < 4k} oraz S = V(IW,) \ N,
o jezelin =4k +1,to N = {s} U{v; : 4 mod 4 € {1,2},i < 4k} oraz S =V(W,,) \ N,
o jezelin =4k —1,to N ={s}U{v;: i mod 4 € {1,2},i <4k —3} oraz S =V(W,)\ N. O

Rownowaga strategiczna w grafach pelnych k—dzielnych

W tej czesci dokonamy charakteryzacji graféw petlnych k—dzielnych, w ktorych istnieje doskonata
rownowaga strategiczna koalicji defensywnych. Rozwazmy osobno przypadki & = 1 (tzn.grafy

pelne), k = 2 (tzn. grafy pelne dwudzielne) oraz k > 3.
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Twierdzenie 5.13. Doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w grafie petnym K,

istnieje wtedy ¢ tylko wtedy, gdy n jest liczbg parzystq.

DowoOD. Jesli n jest liczba nieparzysta, to kazda koalicja defensywna musi mie¢ co najmniej (n +
1)/2 wierzchotkow. Stad niemozliwe jest aby istnialy dwie roztaczne koalicje defensywne w grafie
K,,. Jesli n jest liczbg parzysta, to dowolny podziat zbioru wierzchotkéw grafu K, na dwa roztgczne
podzbiory rozmiaru n/2 jest doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w grafie

K,. O

Twierdzenie 5.14. Doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w grafie petnym dwu-

dzielnym K, », istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy n > 1 orazm > 1 lubn =m = 1.

DowoD. Dwuwierzchotkowy graf pelny dwudzielny K1 oczywiscie posiada réwnowage strate-
giczng koalicji defensywnych. Rozwazmy pozostalte przypadki.

Przyjmijmy oznaczenie K, ,, = (V1 U Va, E), gdzie zbiory V; i V3 sa rozlacznymi zbiorami nieza-
leznymi rozmiaru odpowiednio n i m. Jedli m > 1, to w grafie K ,, nie istnieje, poniewaz jedyny
wierzchotek zbioru Vi nie jest wtedy zabezpieczony (w sensie predykatu (SEC)).

Zatozmy teraz, ze n > 1 oraz m > 1. Podzielmy zbiér Vi na dwa roztaczne podzbiory S1 i Ny
a zbior Va na dwa rozlaczne podzbiory So i No w taki sposob, ze |S1| = [n/2], |N1| = [n/2],
|S2| = |m/2], oraz |Na| = [m/2]. Wtedy zbiory N; U Ny i S; U Sy sa roztacznymi globalnymi
koalicjami defensywnymi. Zatem para {N7 U N2, S U So} jest doskonala rownowaga strategiczna
koalicji defensywnych w grafie K, ,. O

Whniosek 5.15. Doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w gwieZdzie S, istnieje

wtedy 1 tylko wtedy, gdy n = 1. O

Przejdziemy teraz do ogélnego przypadku grafu petnego k—dzielnego. Przypomnijmy oznaczenia.
Niech Ky, n,...n, bedzie grafem pelnym k-dzielnym, gdzie (k > 1). Oznaczmy zbioér wierzchotkow
tego grafu jako V(Ky, ny,..my) =V =V1U.. .UV, gdzie |V;| = n;, dlai =1,..., k. Dla dowolnego
podziatu zbioru wierzchotkéw V' na dwa roztaczne zbiory N, S przyjmijmy oznaczenie N; = NNV,
oraz S; = SNV, gdziei =1,... k.

Lemat 5.16. Dla dowolnej doskonatej réwnowagi strategicznej koalicji defensywnych {N,S} w
grafie G = Ky, ny....my, 9dzie k > 2, zachodzi ||N;| — |S;|| < 1, dla dowolnego i =1,... k.

DowoOD. Zalézmy przeciwnie, ze istnieje doskonalta réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych
{N, S} w grafie G, taka ze istnieje ig € {1,2, ..., k}, takie ze || N;,| — |Si,|| > 2. Bez utraty ogolnosci
mozemy zalozy¢, ze |Nj,| —|Si,| > 2. Wtedy dla kazdego wierzchotka v € N;; mamy |[Ng[v] N N| >
ING[v] NS, cayli 302, [Sil = 2z, [Nil < 1.

Wezmy teraz dowolny indeks i1 # ig, taki ze |S;,| > |N;,|. Stad oczywiscie S;; # ). Dla kazdego
wierzchotka v € S;; mamy [Ng[v]NS| = 1+ 3, [Si| = 1+ 3, [Sil = |Si| + |Si| oraz
INe[] VN[ = 3 INil = Xz INil = [Niy| + [Ny, a stad [Ng[v] N S| — [Ng[o] N N| =1+
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(D itio 19il = 22 iz INil) = (195 | = [Niy ) + (1o | = [Nig ) < 0, zatem S nie jest koalicja defensywna.
Otrzymalismy sprzecznosé. Stad dla kazdego indeksu i # ip mamy |S;| < |N;|. Jako, ze zbior S
jest zbiorem dominujacym oraz |N;,| > 0, to istnieje indeks iy # ig, taki ze S;, # 0. Dla kazdego
wierzchotka v € S;; mamy [Ng[v] VS| = 1+ [Sig| + Xigpin.iny 191 < [Niol + Xiggio.iny 1Nil =

ING[v] N N|, zatem zbior S nie jest koalicja defensywna. Ponownie otrzymalismy sprzecznosé. [
Na podstawie lematu 5.16 otrzymujemy

Wnhiosek 5.17. Niech {N, S} bedzie dowolng doskonatq réwnowagq strategiczng koalicji defensyw-
nych w grafie Ky, n,.. n,., gdzie k> 2. Dla kazdego 1 < j < k, takiego ze |V;| > 1, mamy N; # 0 i
S; #10. 0

Twierdzenie 5.18. Doskonala réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w grafie petnym k-
dzielnym G = Ky, n,,...n,., gdzie k > 3 istnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy liczba partycji o nieparzystej

liczbie wierzchotkow jest parzysta lub réwna 1.

DowoD. Jesli dla kazdego 1 < i < k liczba n; = |V;] jest parzysta, to kazdy zbiér V; mozemy
rozbi¢ na dwa roztaczne podzbiory N;, S; o rownej liczbie wierzchotkéw. Wtedy oczywiscie zbiory
NyU...UNg, S1U...USk sa globalnymi koalicjami defensywnymi. Zatem para {N1U...U N, S;U
... U Sk} jest doskonata rownowaga strategiczna koalicji defensywnych.

Zalozmy teraz, ze istnieje doktadnie jedna partycja Vi, taka, ze n;, = |V;,| jest liczba nieparzysta.
Wtedy dla kazdego i # ig, gdzie 1 < i < k, mozemy podzieli¢ zbiér V; na dwa rozlaczne podzbiory
N;, S; o rownej liczbie wierzchotkéw. Partycje V;, dzielimy natomiast na dwa roztaczne podzbiory
Ny, Siy, takie ze |N;y| = (|Vi| — 1)/2 oraz |S;,| = (|Vi| +1)/2. Wtedy znowu para {N; U... U
Ng,S1U...U Sk} jest doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych.

Zatozmy teraz, ze liczba partycji o nieparzystej liczbie wierzchotkéw jest parzysta i dodatnia.
Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze dla pewnego r > 0 partycje Vi, ..., Vo, sa partycjami o nieparzystej
liczbie wierzchotkéw. Zatem partycje Vory1, ..., Vi sa partycjami o parzystej liczbie wierzchotkow.
Dla kazdego j = 2r + 1,...,k podzielmy partycj¢ Vi na dwa roztgczne zbiory podzbiory N;,S; o
rownej liczbie wierzchotkow. Dla kazdego dla kazdego j = 1,...,r, partycje V; rozbijamy na dwa
roztaczne zbiory podzbiory Nj, S; o liczno$ciach spetniajacych zaleznosé |Sj| = |Nj| + 1. Na koniec
dla kazdego j = r + 1,...,2r partycj¢ V; rozbijamy na dwa rozlaczne zbiory podzbiory N;,S; o
licznosciach spetniajacych zaleznosé |N;| = |S;| + 1. Wtedy ponownie para {N; U ... U N, S; U
... U Sk} jest doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych.

Zalozmy teraz, ze liczba partycji o nieparzystej liczbie wierzchotkéw jest nieparzysta i wieksza
od 1. Oznaczmy liczbe takich partycji przez p. Niech para {N,S} bedzie doskonala rownowaga
strategiczna koalicji defensywnych w grafie G. Na mocy lematu 5.16 zachodzi | V;| = |S;| dla kazdej
partycji o parzystej liczbie wierzchotkow, oraz ||N;| — |S;|| = 1 dla kazdej partycji o nieparzystej
liczbie wierzchotkow. Niech g = |i : 7 € {1,...,k} A |Si| > |N;||. Liczba p jest nieparzysta, zatem

bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze ¢ > p/2. Jesli ¢ = p, to zaden wierzcholek v € N nie jest
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zabezpieczony (w sensie predykatu SEC). Jesli natomiast ¢ < p, to dla pewnego ig € {1,...,k}
istnieje partycja Vi, o nieparzystej liczbie wierzcholkow, dla ktorej zachodzi |S;,| < |Ny,|. Zaden
wierzchotek v € N;, nie jest zabezpieczony (w sensie predykatu SEC). W ten sposob otrzymujemy

sprzecznosé. L]

5.3 Oszacowania na stosunek licznosci koalicji defensywnych w

réwnowadze strategicznej

Obie koalicje defensywne w rownowadze strategicznej sa zabezpieczone (w sensie predykatu SEC),
tworzac w ten sposéb strukture, ktéra mozna nazwaé stabilng. Jednak fakt pozostawania dwoch
koalicji defensywnych w réwnowadze jest definiowany poprzez lokalna wtasnosci bezpieczenistwa (w
sensie predykatu SEC) ich wierzchotkéw. Tak zdefiniowany model nie wymusza zblizonego rozmiaru
struktur w sensie globalnym. W niniejszej czesci pokazemy jak duza moze byé dysproporcja miedzy
rozmiarami (w sensie liczby wierzchotkow) koalicji defensywnych rownowagi strategicznej. Skupimy
sie na stosunku licznosci wiekszej (w sensie liczby wierzchotkow) koalicji defensywnej, do licznosci
mniejszej (w sensie liczby wierzcholkow) koalicji defensywne;.

Zacznijmy od wprowadzenia definicji konstrukcji graféw nazywanych supernowyms.

Definicja 5.2. Niech G bedzie grafem. Graf uzyskany z grafu G poprzez dodanie degq(v)+1 wierz-
chotkéow wiszacych do kazdego wierzchotka v € V(G) nazywamy supernowg grafu G i oznaczamy
jako SN(G).

Rys. 5.2: Supernowa SN(K5) (po lewej) oraz supernowa SN (K3 3) (po prawej).

Lemat 5.19. Dla kazdego k > 1 istnieje doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych

{N, S} w supernowej grafu petnego Ky, taka ze % = VA=l gdzie n = [V(SN(Ky))|.
Dowo6D. Niech N = {u € V(SN (Ky)): deggn(k,)(u) =1} 1S = V(SN(Kg))\ N. Zbiory N, S sa

roztacznymi globalnymi koalicjami defensywnymi, ktore spetniaja teze. O
Twierdzenie 5.20. Niech {N, S} bedzie rownowagq strategiczng koalicji defensywnych w grafie G,
nie koniecznie doskonata, takq ze |N| > |S|. Wtedy zachodzi:

IN| _ VAn(@) +1-1
S|~ 2
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i to ograniczenie jest osiggane w klasie grafow {SN(Kg)}r>1-

DowoD. Niech |S| = k. Na mocy twierdzenia 2.9 wiemy, ze k > 7V4n(§)+1_1. Mamy tez |N| <
n(G) — k, a stad:

M<H(G)—k_n(G) 1< 2n(G) 1_\/4n+1—1
S|~k k T VAn(G)+1-1 2
Na mocy lematu 5.19 to oszacowanie jest osiagane w klasie supernowych {SN (Ky)}x>1. O

Pokazalismy, ze dysproporcja pomiedzy rozmiarami globalnych koalicji defensywnych rownowagi
strategicznej moze by¢ rzedu O(y/n). W przypadku rodziny supernowych {SN(Kj)}r>1 liczba
wierzchotkow wiekszej koalicji defensywnej jest kwadratem liczby wierzchotkéw mniej licznej koalicji
defensywnej. Przyktad takiego grafu zostal przedstawiony na rysunku 5.2.

Analogiczna konstrukcja zachowujaca rzad wielkosci dysproporcji jest mozliwa réwniez po ogra-

niczeniu sie do graféw dwudzielnych. Przyktad takiego grafu zostal przedstawiony na rysunku 5.2.

Stwierdzenie 5.21. Dla kazdego k > 1 istnieje doskonata rownowaga strategiczna koalicji de-
fensywnych {N,S} w supernowej grafu petnego 2-dzielnego Ky, taka ze % = /5 +1, gdzie
n = |[V(SN(Kpk))l-

Dowo6p. Niech N = {u € V(SN(Kgx)): deggnk, y(u) = 1} 1S = V(SN(Kyx)) \ N. Zbiory

N, S sa roztacznymi globalnymi koalicjami defensywnymi, ktére spelniaja teze. O

5.4 Wielomianowy algorytm konstruujacy ro6wnowage strategiczna

koalicji defensywnych

W niniejszej czesci zaprezentujemy wielomianowy algorytm konstruujacy doskonala réwnowage
strategiczng koalicji defensywnych w drzewie. Przedstawiony zostanie algorytm dziatajacy w cza-
sie O(n) bazujacy na schemacie programowania dynamicznego, gdzie n jest liczba wierzchotkow
drzewa.

W [17] autorzy analizowali wartos¢ liczby podziatu na globalne koalicje defensywne w drzewach
zwracajac uwage, ze liczba ta jest réwna 1 lub 2. Zaprezentowali tez czesciowe wyniki zwigzane
z charakteryzacja drzew, w ktorych nie istnieja dwie roztaczne globalne koalicje defensywne. Jak
juz wiemy (wniosek 5.7), zagadnienie to jest rownowazne zagadnieniu charakteryzacji drzew, w
ktorych nie istnieje réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych. W dalszej czesci zaprezentu-
jemy dzialajacy w liniowy, wzgledem liczby wierzcholtkéw, algorytm dla problemu PSBDA, czyli
weryfikujacy czy doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych istnieje. Nastepnie, jezeli
taka rownowaga strategiczna istnieje, to przedstawimy dodatkowe kroki, pozwalajace przeprowadzi¢

konstrukcje globalnych koalicji defensywnych tworzacych réwnowage strategiczna.
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Algorytm dynamiczny dla problemu PSBDA w drzewach

Zastosujemy dynamiczna technike wstepujaca (ang. bottom-up) wzgledem ustalonego ukorzenienia
drzewa. Najpierw wprowadzimy oznaczenia. Niech T' bedzie dowolnym drzewem. Wybieramy do-
wolny wierzchotek r € V(T') drzewa T bedacy liSciem i ukorzeniamy drzewo w wierzchotku r. W
ten sposob okreslamy orientacje w drzewie T'.

Przez T, oznaczamy poddrzewo drzewa T ukorzenione w wierzchotku v i zawierajaca wszystkie
wierzchotki drzewa T, dla ktérych $ciezki prowadzace do korzenia r zawieraja wierzchotek v. Dla
kazdego wierzchotka v # r drzewa T istnieje dokladnie jedna krawedz wychodzgca z v w kierunku
korzenia r. Oznaczamy ta krawedz jako e, = {v,r,}. Dodatkowo przez T oznaczamy drzewo T,
z dolaczona krawedzia e, (czyli T, = (V(Ty,) U {ry}, E(Ty) U {ey})), ukorzenione w wierzchotku
ry. Przez C'(v) oznaczmy zbior wszystkich wszystkich wierzchotkéw potomnych wierzchotka v, czyli
wszystkich jego sasiadow roznych od wierzchotka r,, oraz C(r) = {rs}, gdzie rg jest jedynym
wierzchotkiem sasiadujacym z korzeniem r (wybralismy wierzchotek r sposrod lisci drzewa T', wiec
rzeczywiscie wierzcholek r4 jest dobrze zdefiniowany).

Dla dowolnego drzewa T” ukorzenionego w wierzchotku r’ (niekoniecznie liSciu) przez niemal do-
skonatq rownowage strategiczng koalicji defensywnych oznaczamy taki podziat zbioru wierzchotkéw
V(T') na dwa podzbiory, w ktorym jeden jest globalna koalicja defensywna, a drugi jest koalicja
defensywna, ktora dominuje zbior V(T') \ {r'}.

Kazdemu wierzchotkowi v € V(T') \ {r} przypisujemy dwa bity informacji:

e 5, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niemal doskonata réwnowaga strategiczna koali-
cji defensywnych w poddrzewie T}, taka ze wierzchotki v i 7, naleza do tej samej koalicji

defensywnej,

o d, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niemal doskonata réwnowaga strategiczna koalicji
defensywnych w poddrzewie T}, taka ze wierzcholki v i r, naleza do réznych koalicji defen-

sywnych.

Dla dowolnego liscia l € V(T')\ {r} mamy wtedy s; = 0 oraz d; = 1. Trawersujac drzewo technika
wstepujaca od lisci do korzenia, dla kazdego wierzchotka v € V(T') \ {r}, dla ktorego wszystkie

wierzchotki potomne C(v) maja przypisane wartosci bitow s i d definiujemy dla wszystkich i, j €

{0,1}:
C ={ceC):s,=ioraz d, = j}.

Stwierdzenie 5.22. Zachodzi:

(1) s, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy CP =0 oraz CO* UCL # 0 oraz |C’81’ <2+ ’C%O uCH

)

(2) dy =1 wtedy i tylko wtedy, gdy C° = oraz |CI| < |CIPOUCH.

DowOD. Zacznijmy od dowodu punktu (1).
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(=) Niech {N, S} bedzie niemal doskonala réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w pod-
drzewie 1. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze v € N oraz r, € N. Wierzcholek v nie
jest lisciem, zatem C(v) # 0. Dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) rozwazamy poddrzewo T..
Para {V(TF) N N,V(T}) NS} jest niemal doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensyw-
nych w poddrzewie T. Zatem s. + d. > 1. Stad C% = (). Zbiér S dominuje kazdy wierzchotek
za wyjatkiem wierzchotka r,, zatem istnieje wierzchotek ¢ € C(v), dla ktérego d. = 1. Zatem
C9' = () lub C!' # (). Wierzcholek v jest bezpieczny (w sensie predykatu SEC), wiec zachodzi
24+ [CRUCH|=2+|C(v)NN|=>|Cv)N S| = |CY.

(=) Zachodzi C%° = (), stad dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) istnieje niemal doskonala réwnowaga
strategiczna koalicji defensywnych w poddrzewie T)'. Konstruujemy niemal doskonata réwnowage

strategiczna koalicji defensywnych {N, S} w poddrzewie T, w nastepujacych krokach:

cl) v,ry €N,
c2 C’Sl C S,
c3) CI0C N,

(c1)
(c2)
(c3)
(c4) jesli CO' =0, to |CHNS|=1i|CHnN|=|CH| -1,
(c5) jesli C9 # 0, to C C N,

(c6)

c6) wtedy dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) istnieje niemal doskonala réwnowaga strategiczna
koalicji defensywnych {N., S.} w poddrzewie T, taka ze v = r. € N. Niezaleznie od tego czy
c € N, czy ¢ € S przyjmujemy N. C N oraz S, C S.

Wtedy:
e SECy:(N,7y), poniewaz 2 = [Nys[ry] N N| > [Nz [r] \ N| =0,
e SECr: (N, v), poniewaz:

— jesli CP =0, to [Npz[o] N N| =24 |[CPUCH| —1>1=|Np:[v] \ N

— jesli CP # 0, to [Npz[o] N N| =2+ |ClPUCH| = |CO| = [Nz [v] \ N,
o 7z krokow (c4) i (¢b) konstrukeji wierzcholek v jest zdominowany przez zbior S,
o O = (), zatem dla kazdego ¢ € C(v) mamy s. + d. > 1, oraz z krokow (c3), (c4) i (c5)
konstrukecji mamy:

— jeslice N, to, to s, = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonata réwnowaga
strategiczna koalicji defensywnych taka, ze wierzchotki ¢ i r, = v naleza do tej samej

koalicji defensywnej,

— jesli ¢ € S, to d. = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonala réwnowaga
strategiczna koalicji defensywnych taka, ze wierzchotki ¢ i r. = v naleza do réznych

koalicji defensywnych.
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Zatem zbiér N jest globalna koalicja defensywna, a zbiér S jest koalicja defensywna, ktéra domi-
nuje zbior V(T77) \ {ry}. Czyli para {N, S} jest niemal doskonala rownowaga strategiczna koalicji
defensywnych w drzewie V(T), dla ktorej wierzcholki r i r, naleza do tej samej koalicji defensyw-
nej.

Przejdziemy teraz do dowodu punktu (2).

(=) Niech {N,S} bedzie niemal doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w
poddrzewie T}'. Bez utraty ogdlnosci mozemy przyjac, ze v € N oraz r, € S. Wierzcholek v nie
jest lisciem, zatem C(v) # (). Dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) rozwazamy poddrzewo T*. Para
{V(TX) N N,V(T}) N S} jest niemal doskonala réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych W
poddrzewie T}. Zatem s.+d. > 1, a stad CJ° = 0. Jako, ze SEC7»(V(T;)NN, ), to |CIOUCL| >
|C(v) NN| > [C(v) N S| > [CPY.

(<) Zachodzi C9° = (), stad dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) istnieje niemal doskonata réwno-
waga strategiczna koalicji defensywnych w poddrzewie T7'. Konstruujemy niemal doskonala réw-

nowage strategiczna koalicji defensywnych {N, S} w poddrzewie T," w nastepujacy sposob:

dl

(d1)
(d2) CO C S,
(d3)
(d4)

d4) wtedy dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) istnieje niemal doskonala rownowaga strategiczna
koalicji defensywnych {N., S.} w poddrzewie T}, taka ze v = r. € N. Niezaleznie od tego czy
c € N, czy ¢ € S przyjmujemy N. C N oraz S, C S.

Wtedy:

e SECy:(S,1y), poniewaz 1 = [Npa[r,] N S| = |Ng:[ry] \ S| = 1,

wierzchotek 1, jest zdominowany przez oba zbiory N i .S, poniewaz v € N,

SECr: (N, v), poniewaz |Nz:[o] " N| =1+ |CRO0UCH| > 1+ |CL°| = [Nps[v] \ N,

wierzcholek v jest zdominowany przez oba zbiory N i S, poniewaz r, € S,

CP = (), zatem dla kazdego ¢ € C(v) mamy s.+d. > 1, oraz z krokéw (d2) i (d3) konstrukeji
mamy:

— jesli ¢ € N, to s, = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonata réwnowaga
strategiczna koalicji defensywnych taka, ze wierzchotki ¢ i r. = v naleza do tej samej
koalicji defensywnej,

— jesli ¢ € S, to d. = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonata réwnowaga

strategiczna koalicji defensywnych taka, ze wierzcholki ¢ i r. = v naleza do réznych

koalicji defensywnych.

Zatem w tym przypadku zaréwno zbiér N jest globalna koalicja defensywna, jak i zbidr S jest
globalna koalicja defensywna, zatem {N, S} jest doskonala rownowaga strategiczna koalicji defen-
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sywnych w drzewie V(T.F), w ktorym wierzchotki r i 7, naleza do roznych koalicji defensywnych.
Stad tym bardziej jest niemal doskonaly réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w drzewie
V(T;). O

Przypomnijmy, ze korzen r wybraliSmy sposrod lisci, a przez rs oznaczyliSmy jedyny wierzchotek
z nim sasiadujacy (tzn.C(r) = {rs}). Przypisujemy w zaprezentowany powyzej sposob wartosci s

i d dla wszystkich wierzchotkéw az do osiggniecia wierzchotka rg. Zachodzi wtedy:

Twierdzenie 5.23. Doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w drzewie T ukorze-
nionym w wierzchotku r € V(T') bedgcym lisciem istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy d,, = 1, gdzie rs

jest jedynym sgsiadem wierzchotka r w drzewie T'.

DowoOD. (=) Niech {N, S} bedzie doskonata rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w
drzewie T ukorzenionym w wierzchotku r. Bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze v € N. Zbior
S dominuje wierzchotek r, zatem ry € S. Stad {IN, S} jest niemal doskonaly réwnowaga strate-
giczng koalicji defensywnych w drzewie T, taka ze wierzcholki r i 7 naleza do réznych koalicji
defensywnych. Czyli d,, = 1.

(<) Niech teraz d,, = 1. Zatem istnieje niemal doskonata réownowaga strategiczna koalicji defen-
sywnych {N, S} w drzewie T} , taka Ze wierzchotki r, oraz r naleza do réznych koalicji defensyw-
nych. Zauwazmy, ze w tej sytuacji wierzchotek r jest zdominowany przez obie koalicje defensywne
N i S. Zatem {N, S} jest doskonaly rownowaga strategiczng koalicji defensywnych w drzewie 77" .
Jako, ze korzen r jest liSciem w drzewie T', to drzewo T jest izomorficzne z drzewem T. Zatem

para {N, S} jest doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w drzewie T O

[0]1]

Rys. 5.3: Ukorzenione drzewo wraz z przypisanymi do wierzchotkéw bitami informacji s i d.

Konstrukcja ro6wnowagi strategicznej

Jesli doskonala roéwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w drzewie T' ukorzenionym w lisciu r
istnieje i do wierzchotkéw przypisane sg wartosci bitéw informacji s i d, to mozemy przeprowadzi¢

konstrukcje dwoch roztacznych globalnych koalicji defensywnych N, .S.
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Dla wierzchotka rg, czyli jedynego wierzchotka sasiadujacego z korzeniem r rozwazamy drzewo
T, ktore jest izomorficzne z drzewem T' (poniewaz korzen r jest lisciem w drzewie T'). Zauwazmy, ze
wierzcholki r oraz rs musza naleze¢ do réznych koalicji defensywnych, czyli d,, = 1. Zatem skonstru-
ujemy niemal doskonalg réwnowage strategiczna koalicji defensywnych w sposob zaprezentowany
w punkcie (2) dowodu 5.22. W dowodzie zauwazyliSmy, ze dla przypadku d = 1 konstruujemy nie
tylko niemal doskonala rownowage strategiczng, ale faktyczna doskonaty réwnowage strategiczna

koalicji defensywnych. Zatem uzyskujemy doskonala réwnowage strategiczng w calym drzewie T

Rys. 5.4: Réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych w drzewie.

Zlozonosé obliczeniowa

Dla kazdego wierzchotka v grafu G obliczamy wartosci s, oraz d, korzystajac wytacznie z para-
metréw przypisanych do wierzchotkéw zbioru wierzchotkéw potomnych wierzchotka v, czyli C(v).
Kazdy wierzchotek ma co najwyzej degq(v) wierzchotkow potomnych, zatem catkowita zlozonosé
obliczeniowa wynosi O(3_,cy(r) degg(v)). Na podstawie lematu o usciskach dloni 1.2 oraz twier-

dzenia 1.6 otrzymujemy ztozonosé¢ O(2m) = O(n).

5.5 ~vpP—zupelnosé problemu istnienia ro6wnowagi strategicznej
koalicji defensywnych dla grafow z A <4
W tej czesci wykazemy, ze problem PSBDA jest NP—zupely dla graféow z A < 4, poprawiajac

w ten sposob rezultat uzyskany w [60]. Przeprowadzimy wielomianowa redukcje przeksztalcajaca

instancje NP—zupelnego (twierdzenie 1.8) problemu 3SAT do instancji problemu PSBDA.
Twierdzenie 5.24. Problem PSBDA jest NP—zupelny dla graféw, dla ktorych A(G) < 4.

DowoOD. Problem PSBDA nalezy do klasy NP. Przedstawimy wielomianows, redukcje przeksztat-
cajaca instancje problemu 3SAT w instancje problemu PSBDA. Niech ¢ bedzie formuta zdaniowa o
n zmiennych x1, ..., x,, takich ze ¢ = C1A.. . ACLACgi1 .. .ANClyy, gdzie dlakazdego j =1,...,k
klauzula C; zawiera dwa literaly, a dla kazdego j = k+1, ..., k+1 klauzula C; zawiera trzy literaty.
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Konstruujemy graf, ktory oznaczymy jako G(¢), ktorego maksymalny stopieni wierzchotka A(G(¢))

jest nie wiekszy niz 4. Konstrukcje przeprowadzamy nastepujaco:

(c1)
(c2)

dodajemy nowy wierzchotek c; dla kazdej formuty C;, gdzie j =1,...,k 41,

jezeli literal z; lub —z; wystepuje w klauzuli Cj}, to dodajemy wierzcholek v; ;, dla kazdej
pary indeksow (i,j), gdziei=1,...,n,j=1,...,k+1,

dla wszystkich par indeksow (4, j), gdziei =1,...,n, j =1,...,k+1, jesli wierzchotki ¢; oraz
v; ; istniejg, to taczymy je krawedzig,

dla kazdego i = 1,...,n taczymy Sciezka istniejace (dwa lub trzy) wierzchotki v; ; odpowia-
dajace literatowi x; w odpowiednich klauzulach, w zaleznosci od ich liczby na jeden z dwoch
sposobow:

e jezeli sy tylko dwa takie wierzchotki v; j,, v;j,, dla pewnych ji,j2 € {1,...,k+ 1}, to
dodajemy nowy wierzchotek a; 1 oraz krawedzie {v; ;,,a;1} oraz {a;1,v;j,},

e jezeli sg trzy takie wierzchotki, to literal z; wystepuje w formule ¢ trzykrotnie. Albo dwu-
krotnie w formie zanegowanej —x; i raz w formie prostej x;, albo odwrotnie, czyli dwu-
krotnie w formie prostej i raz w formie zanegowanej. Wybierzmy ji1, j2, 73 € {1,...,k+1}
w taki sposob, zeby wierzchotki v; j,,v; j, reprezentowaly literal x; w tej samej formie
(prostej lub zanegowanej), a wierzcholek v; j, reprezentowal literat ; w formie przeciw-
nej. Do konstruowanego grafu dodajemy wierzcholtki a; 1, a; 2, oraz krawedzie {v; j,,a;1},
{ai 1, vigy } Vi gy, a2} 1 {ai2,vi 45},

dodajemy nowe wierzchotki b;, u; i wj, dla kazdego j =1,...,k +1,

taczymy wierzcholki by, wi, bo, wa, . .., b1, Wit, b1 W cykl, w kolejnosci w jakiej zostaly wy-
pisane a nastepnie na kazdej krawedzi powstaltego cyklu tworzymy nowy wierzchotek, ktory
oznaczymy jako:

e pj, jesli zostal dodany na krawedzi {b;, w;},

o ¢; jesli zostal dodany na krawedzi {w;, bj 41},

® G4, jesli zostal dodany na krawedzi {wy.y;b1},

dodajemy krawedzie {u;, c;} oraz {u;,b;}, dla kazdego j =1,...,k +1,
dodajemy nowe wierzchotki y; i z;, dla kazdego j =1,...,k,

dodajemy krawedzie {wj,y;}, {vj, 25}, {#5,¢;}, dla kazdego j =1,... k.

Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek zbioru V(G(¢)) \ {c1,. .., cx1} jest wierzchotkiem stopnia 2 lub

3. Dla kazdego j = 1,...,k + [ klauzula C; zawiera 2 lub 3 literaly. Zatem z punktéw (c2) oraz

(c9) konstrukeji grafu G(¢) mamy degg g (cj) < 4. Stad A(G(¢)) < 4. Przykladowy graf G(¢) dla

formuly ¢ = (x1 Vx2) A (mx1 Va3) A (1 V 2o V —yg) A (29 V —3 V x4) ZOstal zaprezentowany na

rysunku 5.5. Pokazemy teraz, ze formula ¢ jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G(¢)
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Rys. 5.5: Przykladowy graf G(¢) stowarzyszony z formula logiczna ¢ = (1 V x2) A (ma1 Vas) A (z1 V

-9 V _\1,‘4) A (xg V —x3 V 1‘4).

istnieje doskonala rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych.

(=) Zalézmy, ze formula ¢ jest spelnialna i niech f bedzie takim wartosciowaniem zmiennych for-
muly, ze zdanie f(¢) jest prawdziwe. To znaczy kazda klauzula zawiera co najmniej jeden literal x;
w postaci prostej lub zanegowanej, dla ktorego zdanie f(z;) jest prawdziwe (jesli literal wystepowat
w postaci prostej), lub zdanie f(—z;) jest prawdziwe (jesli literal wystepowal w postaci zanegowa-
nej). Konstruujemy doskonala rownowage strategiczna koalicji defensywnych {N, S} w grafie G(¢)
w nastepujacy sposob:

(pl) ¢j,qj,wj € N ibj,pj,yj,2 € S,dlaj=1,...,k+1,

(p2) dla wszystkich par i, s, gdziei € {1,...,n}, s € {1,2}, jezeli w grafie G(¢) istnieje wierzchotek
ajs, to a; s €5,

(p3) jezeli literal x; wystepuje w klauzuli C; w postaci prostej xz;, to jezeli zdanie f(z;) jest
prawdziwe, to v;; € N, a jezeli zdanie f(x;) jest falszywe, to v;; € S,

(p4) jezeli literal z; wystepuje w klauzuli C; w postaci zanegowanej —z;, to jezeli zdanie f(—x;)
jest prawdziwe, to v; ; € N, a jezeli zdanie f(—x;) jest falszywe, to v;; € S,

(p5) uj e N,dlaj=1,...,k

(p6) dlaj € {k+1,...,k+l}, mamy u; € S jezeli wszystkie wierzchotki sasiadujace z wierzchotkiem
Cj nalezg do zbioru N (tzn. kazdy literal w klauzuli C; jest prawdziwy przy wartosciowaniu

f), w przeciwnym razie co najmniej jeden sasiad wierzchotka C; nalezy do zbioru S, wtedy

mamy u; € N.

Doskonata réwnowaga strategiczna dla przyktadowego grafu z rysunku 5.5 zostata przedstawiona na

107


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Rozdziat 5 Réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych

rysunku 5.6. Wynika z niej wartoSciowanie f speliajace wyjsciowa formute ¢. Mianowicie f(z1) =
f(z2) = f(x3) = prawda oraz f(x4) = falsz.

Rys. 5.6: Zbiér S oznaczony wierzchotkami czarnymi oraz zbiér N oznaczony wierzchotkami biatymi.
Wierzcholki v; ; (odpowiadajace literalom) odpowiadajace wartosci logicznej prawda sa biale, a odpo-

wiadajace wartosci logicznej fatsz sa czarne.

7 konstrukcji zbioréw N i S sa one roztaczne oraz wspélnie pokrywaja caty zbiér wierzchotkow
grafu G(¢). Pokazemy, ze zbiory N i S sa globalnymi koalicjami defensywnymi. Zachodzi nastepu-

jaca wlasnosé:

Stwierdzenie 5.25. Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu G(¢) stopnia 2 lub 3. Jezeli
wierzchotek v ma sgsiada w zbiorze N i w zbiorze S, to jest zabezpieczony (w sensie predykatu

SEC) oraz zdominowany przez oba zbiory N i S. O

Zauwazmy, ze dla kazdego literaltu x; mamy f(x;) = —f(—x;). Z kroku konstrukeji (c4) wiemy,
ze wierzcholek a; 1 sasiaduje z jednym wierzchotkiem reprezentujacym prosta forme literatu z; w
pewnej klauzuli, oraz z drugim wierzcholkiem reprezentujacym zanegowana forme tego literaltu w
innej klauzuli. Stad, oraz z krokéw (p3) i (p4) konstrukcji zbioréow N i S mamy, ze wierzchotek
a;1 ma zaré6wno sasiada w zbiorze N, jak i w zbiorze S. Jezeli literal z; wystepuje w trzech
klauzulach, to w grafie G(¢) istnieje rowniez wierzcholek a; 2. Analogiczne rozumowanie oparte o
kroki konstrukcyjne (c4), (p3) i (p4) prowadzi do wniosku, ze wierzcholek a; 2 ma sasiadow w obu
zbiorach NV i S.

Latwo zauwazy¢, na podstawie krokéw konstrukcyjnych, ze dla kazdego z pozostalych wierzchot-
kow stopnia 2 lub 3 w grafie G(¢) istnieje zar6wno wierzchotek sasiadujacy w zbiorze N, jak i
w zbiorze S. Stad, na mocy 5.25, kazdy z nich jest zabezpieczony w sensie predykatu SEC, oraz
zdominowany przez oba zbioru N i S.

Wartosciowanie f spelnia formule ¢, czyli kazda klauzula zawiera co najmniej jeden literal (w

formie prostej lub zanegowanej), spelniony przez f. Wtedy z krokéw (p3) i (p4) konstrukeji zbiorow
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N i S, dla kazdego j € {1,...,k + l}, wierzchotek ¢; ma co najmniej jednego sasiada v;; (dla
pewnego i € {1,...,m}), ktéry nalezy do zbioru N. Co wiecej, jezeli j < k, to z kroku (p5) mamy
uj € N az kroku (pl) mamy z; € S. Jezeli j > k, to z kroku (p6) mamy dwa przypadki. Jezeli
wszystkie wierzcholki sgsiadujace z wierzchotkiem c; rézne od wierzchotka u; nalezg do zbioru IV,
to wierzcholek u; € S. Jezeli co najmniej jeden wierzcholek sgsiadujgcy z wierzchotkiem c; rézny
od wierzchotka u; nalezy do zbioru S, to mamy u; € IN. Stad, wierzchotek ¢; ma co najmniej dwoch
sasiadow w zbiorze N i co najmniej dwoch sasiadéw w zbiorze S. Zatem jest on zabezpieczony w
sensie predykatu SEC, a takze zdominowany przez oba zbiory N i S.

Zatem zbiory N i S sa roztacznymi globalnymi koalicjami defensywnymi, a zatem {N, S} jest
doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych.
(<) Zalozmy teraz, ze istnieje doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych {N, S} w

grafie G(¢). Przypomnijmy tresé¢ lematu 5.8:

Lemat. Niech G bedzie grafem i niech {N, S} bedzie réwnowagq strategiczng koalicji defensywnych.
Wtedy dla kazdego wierzchotka v € V(G) stopnia 2, jeden z jego sasiaddw nalezy do zbioru N, a
drugi do zbioru S. O

Najpierw zauwazmy, ze dege () (Pj) = deggy)(q;) = 2, dla j € {1,...,k +[}. Stad, na mocy
lematu 5.8 wszystkie wierzchotki {b;} ;¢ {1,...k+1} naleza do tej samej globalnej koalicji defensywnej.
Analogicznie wykazujemy, ze wszystkie wierzchotki {w;}jcq1,. k41y rOWniez naleza do tej jednej
globalne] koalicji defensywnej. Co wiecej, wierzchotki {b;}ieq1,. ptiy 1 {wj}jefn,.. x4y nie moga
wspolnie nalezeé¢ do tej samej globalnej koalicji defensywnej. Bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé,
ze dla kazdego j € {1,...,k+{} mamy b; € S oraz w; € N. Wtedy dla kazdego j € {1,...,k+ 1}
na mocy lematu 5.8, skoro deggy) (uj) = 2, to ¢; € N. Dodatkowo jesli j € {1,...,k}, to skoro
deggg)(yj) =2, to z; € S.

Rozwazmy teraz dowolny wierzchotek ¢;, gdzie j € {1,...,k + [}. UstaliliSmy, ze ¢; € N. Z
warunku bezpieczefistwa dla modelu koalicji defensywnych mamy zatem | Ng g [c;] N N| > 3. Jako,
ze wierzcholek z; € S, to co najmniej jeden z pozostalych sasiadéw wierzchotka c; nalezy do zbioru
N. Czyli dla pewnego ¢ € {1,...n} wierzcholek v; ; € N. Definiujemy wartosciowanie f formuty ¢

w nastepujacy sposob:

f1) jezeli literal x; wystepuje w klauzuli ¢; w postaci prostej (czyli x;), to jezeli v;; € N, to
J J
f(x;) = prawda, a jezeli v; ; € S, to f(x;) = falsz,
f2) jezeli literal x; wystepuje w klauzuli ¢; w postaci zanegowanej (czyli —x;), to jezeli v; ; € N,
€ i) J

to f(x;) = falsz, a jezeli v; j € S, to f(x;) = prawda.

Pokazemy, ze wartoSciowanie f nie jest sprzeczne, oraz ze spelnia ono formute ¢. Jako, ze dla
kazdego i € {1,...n} i s € {1,2} mamy degg (g (ais) = 2, to sasiedzi wierzcholka a; s nie moga
jednoczesnie naleze¢ do tej samej globalnej koalicji defensywnej (tzn. ani do N, ani do S). Z kroku

(c4) konstrukeji grafu G(¢) wiemy, ze wierzcholek a; s sasiaduje z wierzchotkami reprezentujacymi
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literal x;. Jeden z wierzchotkéw reprezentuje go w postaci prostej, a drugi w postaci zanegowanej.
Zatem z krokow (fl1) i (f2) warto§ciowanie nie jest sprzeczne.

Dla kazdego j € {1,...,k+ [} istnieje i € {1,...,n}, takie ze wierzchotek v; ; € N. Zatem jezeli
literal ; znajduje sie¢ w klauzuli C; w formie prostej, to na mocy kroku (f1) mamy f(C;) = f(z;) =
prawda. Natomiast jezeli literal z; znajduje si¢ w klauzuli C; w formie zanegowanej, to na mocy
kroku (f2) mamy f(C;) = f(—x;) = prawda. Zatem dla wartoSciowania f kazda klauzula formuty

¢ jest spelniona, a wiec spelniona jest réwniez formuta ¢. O

5.6 Podsumowanie i problemy otwarte

W niniejszym rozdziale analizowaliémy model réwnowagi strategicznej koalicji defensywnych. Zacze-
lismy od analizy podstawowych wtasnosci oraz problemu istnienia réwnowagi strategicznej koalicji
defensywnych w réznych klasach grafow (czesé 5.2) uzyskujac wyniki miedzy innymi dla grafow
pelnych k—dzielnych. Analizowaliémy rowniez (cze$é 5.3) maksymalna dysproporcje pomiedzy roz-
miarami (w sensie liczby wierzchotkow) koalicji defensywnych w réwnowadze strategicznej.

W kolejnej czesci (5.4) zaprezentowaliSmy wielomianowy algorytm konstruujacy rownowage stra-
tegiczna koalicji defensywnych w drzewie. Zatem w przypadku zagadnien praktycznych, w ktorych
model ten adekwatnie reprezentowalby zagadnienie, poszukiwanie rozwiazari mozna zrealizowaé¢ w
spos6b wydajny.

W ostatniej czesci (5.5) pokazaliSmy, ze problem weryfikacji istnienia réwnowagi strategiczne;j

koalicji krawedziowych jest NP—zupelny w klasie graféw o stopniu ograniczonym przez 4.

Problemy otwarte

Ponizsze zagadnienia pozostaja problemami otwartymi:

o Weryfikacja statusu trudnosci problemu SBDA dla klasy graféw kubicznych i podkubicznych.
Wiemy, ze problem jest NP-zupelny dla graféw o stopniu ograniczonym przez 4, zatem w
spektrum zainteresowan pojawia sie mniejsza i intuicyjnie prostsza strukturalnie klasa grafow

kubicznych i podkubicznych.

e Charakteryzacja grafow kubicznych, w ktérych nie istnieje réwnowaga strategiczna koalicji

defensywnych.

e Charakteryzacja drzew w ktorych nie istnieje rownowaga strategiczna koalicji defensywnych.

Zauwazmy, ze pierwszy z wskazanych problemoéw jest, w przypadku graféw kubicznych, réwnowazny

pytaniu o istnienie dwoch roztacznych zbioréw totalnie dominujacych w grafie.

Stwierdzenie 5.26. Niech G bedzie grafem kubicznym i niech {N, S} bedq roztacznymi podzbiorami
zbioru wierzchotkow V(G). Wtedy {N, S} jest rownowagq strategiczng koalicji defensywnych w grafie
G wtedy i tylko wtedy gdy zbiory N i S sq zbiorami totalnie dominujgcym w grafie G. O
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W [30] wykazano, ze w kazdym grafie kubicznym da sie wskazaé¢ podzial na zbiér dominujacy oraz
totalnie dominujacy, ktore sa roztaczne. W [13| zaprezentowano warunki wystarczajace na istnienie
podziatu na dwa rozlaczne zbiory totalnie dominujace. Wskazano tam réwniez nieskonczong rodzine
graféw kubicznych nie posiadajacych takiego podziathu. Problem charakteryzacji graféw kubicznych,

w ktorych nie istnieje podziat na dwa roztaczne zbiory totalnie dominujace pozostaje otwarty.

Wyniki badan numerycznych

W ramach prac powiazanych z niniejsza rozprawa autor wykorzystal pakiet komputerowy ‘“nauty”
[49, 50, 51] w celu przeprowadzenia obliczeri numerycznych. Pakiet zostal wykorzystany, miedzy
innymi, do poszukiwania graféw kubicznych, w ktérych nie istnieje rownowaga strategiczna koalicji
defensywnych. Posrod wszystkich spojnych graféw kubicznych stopnia do 22 wlacznie istnieje tylko
jeden taki graf. Jest to 14 wierzchotkowy graf, znany w literaturze (|7]) jako graf Heawooda. Graf

ten zostal przedstawiony na rysunku 5.7.

Rys. 5.7: Graf Heawoooda.

Ponizej prezentujemy wyniki wszystkich obliczenn numerycznych polegajacych na ocenie czesto-
Sci istnienia réwnowagi strategicznej koalicji defensywnej w maltych grafach. Przy uzyciu pakietu
“nauty” [49, 50, 51| wygenerowaliSmy wszystkie spojne grafy zadanej klasy i rozmiaru. Nastepnie
wykorzystaliémy algorytm przegladajacy wszystkie mozliwe pary roztgcznych podzbioréw zbioru
wierzchotkow grafu i weryfikowalisSmy czy oba sa globalnymi koalicjami defensywnymi. Tabela 5.1

prezentuje uzyskany rozktad.

Klasa graféow Licznos$é | Istnieje SBDA | Udzial procentowy
Dowolne n < 11 1018690329 1002207962 98.38%
Dwudzielne n < 14 33678448 32352283 96.06%
Kubiczne n < 22 7937250 7937249 > 99.99%
Podkubiczne n < 18 95029746 92663086 97.51%
4-regularne n < 17 95165383 94942292 99.77%
Drzewa n < 21 3490529 1339837 38.38%
Drzewa binarne n < 23 1031741 1005530 97.46%

Tabela 5.1: Wyniki badan numerycznych weryfikujacych jak czesto rownowaga strategiczna koalicji

defensywnych istnieje w maltych grafach.
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Rownowaga strategiczna innych struktur defensywnych

W niniejszym rozdziale przyjrzymy sie dwom kolejnym definicjom rownowagi strategicznej. Be-
dziemy bada¢ podstawowe wtasnosci, algorytmy i zagadnienia ztozonosci obliczeniowej w modelu
rownowagi strategicznej zbioréw defensywnych. Nastepnie przeanalizujemy cechy modelu réwno-
wagi strategicznej koalicji krawedziowych zwracajac uwage na réznice w stosunku do wezedniejszych

pozornie podobnych modeli.

6.1 Roéwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych
W niniejszej czesci bedziemy rozwazali réwnowage strategiczng zbioréw defensywnych.

Definicja 6.1. Niech G bedzie grafem. Rozwazmy dwa roztaczne podzbiory zbioru V(G) i oznaczmy
je odpowiednio jako N oraz S. Jezeli zbiory N oraz S sa globalnymi zbiorami defensywnymi, to pare
nieuporzadkowana {N, S} nazywamy réwnowagq strategiczng zbioréw defensywnych (ang. strategic
balance of defensive sets). Dodatkowo jezeli rodzina {N, S} jest podziatlem zbioru V(G), to réwno-

wage strategiczng zbiorow defensywnych nazywamy doskonatq (ang. perfect).

Tak zdefiniowana rownowaga strategiczna jest jednym z modeli rownowagi strategicznej zgod-
nych z og6lna definicja 2.10. To znaczy jest to réwnowaga strategiczna oparta o model struktur
defensywnych typu ng przy oznaczeniach takich jakie zastosowalismy w czesci 2.3.

Koncepcja rownowagi strategicznej zbiorow defensywnych pojawia sie w rozwazaniach po raz
pierwszy w niniejszej pracy. Wezesniej, w rozdziale 5, badaliSmy réwnowage strategiczna koalicji
defensywnych.

Pytanie o istnienie rownowagi strategicznej zbiorow defensywnych okresla decyzyjny problem

obliczeniowy.

Problem SBDS

Instancja Graf G.

Pytanie Czy w grafie G istnieje rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych?
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Analogicznie sformutujemy problem obliczeniowy dla weryfikacji istnienia doskonatej réwnowagi

strategicznej zbioréw defensywnych.

Problem PSBDS

Instancja Graf G.

Pytanie Czy w grafie G istnieje doskonala rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych?

Ze stwierdzenia 2.33 wiemy, ze niezaleznie od modelu struktury defensywnej istnienie réwnowagi
strategicznej danego typu pociaga za soba w sposéb oczywisty istnienie rownowagi strategicznej tego
typu. Wynika z tego, ze jesli dla danej instancji odpowiedz dla problemu PSBDS jest twierdzaca,
to jest tez twierdzaca dla problemu SBDS. W dalszej cze$ci pokazemy, ze w przypadku rownowagi

strategicznej zbioréw zachodzi réwniez odwrotna zaleznosé.

6.2 Doskonala r6wnowaga strategiczna zbioréw defensywnych

Przypomnijmy, ze z twierdzenia 3.5 wiemy, ze suma mnogosciowa zbioréw bedacych zbiorami defen-
sywnymi rowniez jest zbiorem defensywnym. Dodatkowo jesli cho¢ jeden ze zbioréw defensywnych
jest globalny, to oczywiscie ich suma réwniez. Wniosek 3.6 rozszerza to rozumowanie na dowolng

liczbe zbioréw defensywnych.

Stwierdzenie 6.1. Niech G bedzie grafem. Doskonata réwnowaga strategiczna zbioréw defensyw-
nych w grafie G istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy liczba podziatu na zbiory defensywne w tym grafie

jest rowna co najmniej 2.

DowoD. Jedli w grafie GG istnieje doskonata réwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych, to
mamy dwa roztaczne globalne zbiory defensywne. Zatézmy teraz, ze istnieje podzial zbioru wierz-
chotkow grafu G na globalne zbiory defensywne 51,59, ..., Sk, gdzie k > 2. Na mocy wniosku 3.6
zbior Sy = Ui:ll S; jest globalnym zbiorem defensywnym. Zatem para {Sp, Sk} jest doskonals

rownowaga strategiczng zbioréw defensywnych. O

Sformutujemy teraz dwa dwa problemy obliczeniowe zwigzane z poszukiwaniem drugiego global-

nego zbioru defensywnego posrod wierzchotkéw poza zadanym globalnym zbiorem defensywnym.

Problem SBDSO

Instancja Graf G oraz globalny zbior defensywny N C V(G).
Pytanie Czy w grafie G istnieje rownowaga strategiczna zbiorow defensywnych {N’, S’}
taka ze S” C (V(G) \ N') oraz N C N'?
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Analogicznie zdefiniujemy problem dla doskonalej rownowagi strategicznej zbioréw defensyw-

nych.

Problem PSBDSO

Instancja Graf G oraz globalny zbior defensywny N C V(G).
Pytanie Czy w grafie GG istnieje doskonala réwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych
{N',S’}, taka ze S" C (V(G) \ N’) oraz N C N'?

Lemat 6.2. Niech G bedzie grafem i niech N C V(G) bedzie globalnym zbiorem defensywnym w
grafie G. Dla kazdego wierzchotka v € V(G) \ N, jezeli |[Ng[v] N N| > |[Ng[v] \ N| oraz dla kazdego
wierzchotka u € Ng(v) \ N zachodzi [Ng[{u,v}]NN| > |[Ng[{u,v}]\ N|, to nie istnieje zbior
defensywny S C V(G) \ N zawierajgcy wierzchotek v. Co wiecej N U {v} jest globalnym zbiorem

defensywnym.

DowoOD. Niech v € V(G) \ N oraz |[Ng[v] N N| > |Ng[v] \ N|. Ponadto dla kazdego wierzchotka
u € Ng(v) \ N mamy |Ng[{u,v}] N N| > |Ng[{u,v}] \ N|. Zalozmy, ze istnieje zbior defensywny
S C V(G) \ N, taki ze v € S. Zatem SECq(S,v) lub SECq(S,{u,v}) dla pewnego wierzchotka
u € Ng(v)N'S.

Jesli SECq(S,v), to | Nglv] nS| > |Ng[v] \ S|. Z lematu 1.4 mamy |Ng[v] N S| < |Ng[v] N
(V(G) \ N)| = |Ng[v] \ N|. Jako, ze N C V(G) \ S, to ponownie korzystajac z lematu 1.4 za-
chodzi |[Ng[v] N N| < |Ng[v] \ S|. Stad |[Ng[v]NS| < [Ng[v] \ N| < |[Ng[v] N N| < |[Ng[v]\ S|
Sprzecznosé z zalozeniem, ze |Ng[v] NS| > |Ng[v] \ S|.

Jesli SECq (S, {u,v}) dla pewnego wierzcholtka u € S, takiego ze krawedz {u,v} € E(G) mamy
INg[{u,v}] N S| > [ Ng[{u,v}] \ S]. Jako, ze S C V(G) \ N, to korzystajac z lematu 1.4 mamy
| Ng[{u,v}NS]| < |Ng[{u,v}]\N|. Podobnie N C V(G)\S, astad | Ng[{u,v}]NN| < |Ng[{u,v}]\
S|. Laczac obie nieréwnosci otrzymujemy, ze | Ng[{u,v}] NS| < |Ng[{u,v}] \ N| < |[Ng[{u, v} N
N| < |Ng[{u,v}]\ S|. Sprzecznosé¢ z zalozeniem, ze |[Ng[{u,v}] N S| > |[Ng[{u,v}]\ S|.

Niech N = NU{v}. Jako, ze zbior N jest zbiorem dominujacym, to zbiér N’ rowniez jest zbiorem
dominujacym. Poniewaz zbioér N jest zbiorem defensywnym i zachodzi [Ng[v] N N| > |[Ng[v] \ V|,

to mamy:

e SECq(N',v), poniewaz na mocy lematu 1.4 zachodzi | Ng[v] N N'| > | Ng[v] N N| > | Ng[v] \
N| > |Nglv]\ N[,

e dla kazdego wierzchotka u € N, jezeli SECg(N,u), to na mocy lematu 1.4 mamy | Ng[u] N
N'| > |Ng[u] " N| > |Ng[u] \ N| > | Ng[u] \ N|, czyli SECq(N', u),

e dla kazdej krawedzi {u, w} € E(G), takiej ze u,w € N oraz SECq(N, {u,w}), na mocy lematu
1.4 mamy |Ng[{u,w}] N N'| = [Ng[{u,w}] 0 N| = [Ne[{v,w}] \ N| = [Ne[{u, w}] \ N,
czyli SECq (N, {u, w}).
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Zatem zbior N’ jest globalnym zbiorem defensywnym. O

Lemat 6.3. Niech G bedzie grafem i niech N C V(QG) bedzie globalnym zbiorem defensywnym.
Zdefiniugmy zbiory Uy = {v € V(G) \ N: |[Ng[v] " N| > |[Ng[v]\ N|} oraz Uy = {v € V(G) \
N: dla kazdego u € Ng(v)\ N zachodzi [Ng[{u,v}] N N| > [Ng[{u,v}]\ N|}. Niech U = Uy NUx.
Wtedy zachodzi:

1. zbiér N' = N UU jest globalnym zbiorem defensywnym,
2. jezeliU =10, to S =V(G) \ N jest zbiorem defensywnym, lub zbiorem pustym,
3. dla dowolnego zbioru defensywnego S C V(G)\ N zachodzi S C V(G) \ N'.

Dowop. (1) Zauwazmy, ze NUU = (J,,ci;(NU{u}). Na mocy lematu 6.2 kazdy ze zbiorow NU{u},
gdzie u € U jest globalnym zbiorem defensywnym. Z wniosku 3.6 otrzymujemy, ze zbiér N’ jest
globalnym zbiorem defensywnym.

(2) Jezeli N = V(G), to teza jest oczywiscie spelniona. Zalozmy, ze N # V(G). Jezeli U =
0, to z definicji zbioru U, dla kazdego wierzcholtka v € V(G) \ N mamy v ¢ U; lub v &€ Us.
Jezeli v € Uy, to |[Ng[v] N N| < [Ng[v] \ N|, czyli SEC¢(V(G) \ N,v). Jezeli v € Us, to istnieje
wierzchotek v € V(G) \ N, taki ze {u,v} € E(G) oraz |Ng[{u,v}] N N| < |[Ng[{u,v}]\ N|. Czyli
SECq(V(G) \ N,{u,v}). Zatem zbior S = V(G) \ N jest zbiorem defensywnym.

(3) Niech S C V(G)\ N bedzie zbiorem defensywnym w grafie G. Zaloézmy nie wprost, ze istnieje
wierzcholek v € S, taki ze v € N'. Czyli v € U, a zatem v € Uy oraz v € Us. Na mocy lematu 6.2

otrzymujemy sprzecznosc. O

Lemat 6.4. Niech G bedzie grafem i niech N C V(Q) bedzie globalnym zbiorem defensywnym. De-
finiujemy No = N, Uy = 0, U} = {v € V(G) \ Ni—1: |[Ng[v] N Ni—1| > |[Ng[v] \ Ni—1]}, U2 = {v €
V(G) \ Ni—1: dla kazdego u € Ng(v) \ Ni—1 zachodzi |Ng[{u,v}] N Ni—1| > |[Ng[{u,v}] \ Ni—1|},
Ui=UNU?, oraz Ny = N;_1UU;, dlai = 1,2,.... Wtedy istnieje 1 < k < n(G), takie ze Uy = ()

1 zachodzi:

1. 2bior N, = N1 = NoU Uy U...UUg_1 jest globalnym zbiorem bezpiecznym,

2. zbior S = V(G) \ Ni_1 jest zbiorem defensywnym lub zbiorem pustym,

3. dla dowolnego zbioru defensywnego S" C V(G)\ N zachodzi S’ C S = V(G) \ Ni—1.
DowoD. Jezeli U; # () dla pewnego ¢ > 1, to dla kazdego j = 1,...,7 mamy |N;| = |[N;_1|+|U;| >
|Nj_1|. Zatem zachodzi |N;| > |N| + i. Zbior V(G) jest skonczony, zatem istnieje 1 < k < n(G),

dla ktorego Uy, = (). Tezy podpunktow (1-3) wynikaja z indukcyjnego rozumowania opartego lemat
6.3 (1-3). O
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Twierdzenie 6.5. Problemy SBDSO i PSBDSO sq réwnowazne i istnieje algorytm rozwigzujgcy je

w czasie O(Am), gdzie m jest liczbg krawedzi grafu, a A najwickszym stopniem wierzchotka grafu.

DowoOD. Niech N C V(G) bedzie globalnym zbiorem defensywnym w grafie G. Zaloézmy, ze istnieje
rownowaga strategiczna zbiorow defensywnych {N’, S’}, taka ze N C N'. Jako, ze S’ C V(G)\N' C
V(G) \ N, to na mocy lematu 6.4 (3) mamy S’ C .S = V(G) \ Ni_1, oraz z lematu 6.4 (2) wiemy,
ze zbior S jest zbiorem defensywnym. Jako, ze zbior S’ jest zbiorem dominujacym graf G, to
zbior S rowniez jest zbiorem dominujacym graf G. Zatem na mocy lematu 6.4 (1) otrzymujemy, ze
{Ni_1,V(G)\ Ni_1} jest doskonala rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych oraz N C Ny
i V(G)\ Ng—1 S V(G) \ N.

Algorytm rozwiazujacy problem SBDSO wykonuje nastepujace kroki: dla pewnego globalnego
zbioru defensywnego N C V(G) w grafie G na podstawie lematu 6.4 konstruujemy zbiory Ni_1 i
V(G) \ Ng—1. Jezeli zbior V(G) \ Ni_1 nie jest pusty, to jest zbiorem defensywnym. Stad dalsza
czed¢ algorytmu sprowadza si¢ do sprawdzenia, czy zbiér V(G) \ Ni_1 jest zbiorem dominujacym
w grafie G. Mozemy wykonaé cala procedure w czasie ograniczonym przez:

O vev(ayw dega(v)A(G)) = O(A(G) X yevian v dega (v) = O(A(G) E(G)). o

Twierdzenie 6.6. Niech G bedzie grafem. Problem SBDS jest réwnowazny problemowi PSBDS.
Co wiecej, jesli {N,S} jest rownowagq strategiczng zbioréw defensywnych w grafie G, to w tym
grafie istnieje doskonata réwnowaga strategiczna zbiorow defensywnych {N', S}, taka ze N C N’ i

SCgs.

DowoOD. Niech {N,S} bedzie rownowaga strategiczng zbioréow defensywnych w grafie G. Za-
tem na mocy twierdzenia 6.5 istnieje doskonala réwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych
{Ng—1,V(G) \ Nx_1}, gdzie N1 = N UUy U ...Ug_1. Zatem na mocy lematu 6.4 (3) mamy
NCN =N, 1i8CS58=V(G)\ N_1. O

Na podstawie stwierdzenia 6.1 praz twierdzenia 6.6 mamy zatem wniosek.

Whniosek 6.7. Problem SBDS jest rownowazny weryfikacji czy liczba podziatu na globalne zbiory

defensywne jest rowna co najmniej 2. O

Pokazalismy, ze w przypadku modelu réwnowagi strategicznej zbioréw defensywnych problem
istnienia rownowagi strategicznej zbiorow defensywnych (SBDS) jest rownowazmy problemowi ist-
nienia rownowagi doskonatej (PSBDS). Tak samo jak w przypadku modelu rownowagi strategicznej
koalicji defensywnych (twierdzenie 5.5), rezultat ten umozliwia skupienie si¢ na poszukiwaniu po-
dziatéw catego zbioru wierzchotkéw grafu zamiast rozwazania wszystkich potencjalnych wyboréow

dwoch roztacznych podzbioréw.
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6.3 Wielomianowy algorytm konstruujacy ré6wnowage strategiczng

zbiorow defensywnych

W niniejszej czesci zaprezentujemy wielomianowy algorytm konstruujacy doskonaly réwnowage
strategiczng zbioréw defensywnych w drzewach. Przedstawiony zostanie algorytm dziatajacy w
czasie O(n) bazujacy na schemacie programowania dynamicznego, gdzie n jest liczba wierzchotkow

drzewa.

Algorytm dynamiczny dla problemu PSBDS w drzewach

Zastosujemy dynamiczna technike wstepujaca (ang. bottom-up) wzgledem ustalonego ukorzenienia
drzewa. Najpierw wprowadzimy oznaczenia. Niech T' bedzie dowolnym drzewem. Wybieramy do-
wolny wierzcholek r € V(T') drzewa T bedacy lisciem i ukorzeniamy drzewo w wierzchotku r. W
ten spos6b okreslamy orientacje w drzewie T

Przez T, oznaczamy poddrzewo drzewa T ukorzenione w wierzchotku v i zawierajaca wszystkie
wierzchotki drzewa T, ktorych $ciezki prowadzace do korzenia r zawieraja wierzchotek v. Dla kaz-
dego wierzchotka v # r drzewa T istnieje doktadnie jedna krawedZ wychodzaca z v w kierunku
korzenia r. Oznaczamy ta krawedz jako e, = {v,r,}. Dodatkowo przez T oznaczamy drzewo T,
z dolaczona krawedzia e, (czyli T, = (V(Ty,) U {ry}, E(Ty) U {ey})), ukorzenione w wierzchotku
Ty. Przez C(v) oznaczmy zbior wszystkich wszystkich wierzchotkéw potomnych wierzcholka v, czyli
wszystkich jego sasiadow roznych od wierzchotka r,, oraz C(r) = {rs}, gdzie rg jest jedynym
wierzcholkiem sasiadujacym z korzeniem r (wybraliSmy wierzchotek r sposrod lisci drzewa T', wiec
rzeczywiscie wierzcholek r4 jest dobrze zdefiniowany).

Dla dowolnego drzewa T” ukorzenionego w wierzchotku ' (niekoniecznie liSciu) przez niemal
doskonatq réwnowage strategiczng zbiorow defensywnych oznaczamy taki podzial zbioru wierzchot-
kow V(T”) na dwa podzbiory, w ktorym jeden jest globalnym zbiorem defensywnym, a drugi jest
zbiorem defensywnym, ktory dominuje zbior V(T) \ {r'}.

Kazdemu wierzchotkowi v € V(T') \ {r} przypisujemy dwa bity informacji i dwa parametry

liczbowe:

e s, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niemal doskonala rownowaga strategiczna zbioréw
defensywnych w poddrzewie T, taka ze wierzchotki v i r, naleza do tego samego zbioru

defensywnego,

e d, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niemal doskonata réwnowaga strategiczna zbio-
row defensywnych w poddrzewie T}, taka ze wierzchotki v i r, naleza do réznych zbioréw

defensywnych,

e jesli s, = 1, to definiujemy parametr D, jako najmniejsza mozliwg liczbe wierzchotkéw zbioru
C(v), ktore naleza do innego zbioru defensywnego, niz wierzcholki v i 7, sposrod wszystkich

doskonalych réwnowag strategicznych zbioréw defensywnych w drzewie T, dla ktérych v i

117


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Rozdziat 6 Réwnowaga strategiczna innych struktur defensywnych

r, naleza do jednego zbioru defensywnego,
e jezeli s, = 1, to definiujemy S, = |C(v)| — D,.
Dla dowolnego liscia I € V(T) \ {r} mamy wtedy s; = 0 oraz d; = 1. Zatem dla lisci nie
definiujemy parametréw D, i S,. Trawersujac drzewo technika wstepujaca od lisci do korzenia,

dla kazdego wierzchotka v € V(T') \ {r}, dla ktorego wszystkie wierzchotki potomne C(v) maja
przypisane wartosci bitow s i d, dla i,5 € {0,1} definiujemy:

Ci ={ceC(v):s.=ioraz d.=j}.
Stwierdzenie 6.8. Zachodzi:

(1) s, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy CO° = 0 oraz CO* U CHt # () oraz co najmniej jeden z dwdch

warunkow:

o O <2+ |C0uCy!

e istnieje wierzchotek ¢ € C1° U CH, dla ktorego |Cgl‘ +D. <2+ ‘Cio U C%l‘ + S,
(2) dy, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy C° = 0 oraz co najmniej jeden z warunkdéw:

. [CO|<|clouC,

e istnicje wierzchotek ¢ € C0UCL, dla ktorego |031\ + D, < ‘C&O U C’%l‘ + S,

(3) jezeli s, =1, to D, = max{1, ‘C’Slu i Sy = |C(v)| — Dy.

DowoOD. Zacznijmy od dowodu punktu (1).

(=) Niech {N, S} bedzie niemal doskonala rownowaga strategiczna zbioréow defensywnych w pod-
drzewie 1. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze v € N oraz r, € N. Wierzcholek v nie
jest lisciem, zatem C(v) # (). Dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) rozwazamy poddrzewo T*. Para
{V(T¥) N N,V(TF) N S} jest niemal doskonala rownowaga strategiczng zbiorow defensywnych w
poddrzewie TY. Zatem s, + d, > 1. Stad C%° = (). Zbiér S dominuje kazdy wierzcholek za wyjat-
kiem wierzchotka r,, zatem istnieje wierzchotek ¢ € C(v), dla ktérego d. = 1. Zatem CO' # ) lub
Cit # 0. Jedli SECy: (N, v), to zachodzi 2+ |CL0 U C3t| > 2+|C(v) N N| > |C(v) N S| > |CI]. Je-
§li natomiast = SECrx (N, v), to rowniez = SECrs (N, {v, r,}). Zatem istnieje wierzchotek c € C'(v),
taki, ze SECr: (N, {v,c}). Zatem 2+ |C0 U C |+ 5. > 2+ |C(v) N N|+|C(c) N N| > |C(v) N S|+
|C(c)n S| > ’Cgl + D..

(<) Zachodzi C%° = (), stad dla kazdego wierzchotka ¢ € C'(v) istnieje niemal doskonata réwnowaga

strategiczna zbioréow defensywnych w poddrzewie T)F. Konstruujemy niemal doskonata réwnowage
strategiczna zbiorow defensywnych {N, S} w poddrzewie T, w nastepujacy sposob:

(cl) v,ry € N,

(c2) CY C S,

(e3) CY S N,
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(c4) jesli CP =0, to [CHP N S| =1i|CHnN|=|CH| -1,
(¢5) jesli CO £, to CMt C N,
(c6) wtedy dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) istnieje niemal doskonala rownowaga strategiczna

zbiorow defensywnych {N., S.} w poddrzewie T, taka ze v = r. € N. Niezaleznie od tego

czy ¢c € N, czy ¢ € S przyjmujemy N. C N oraz S. C S.
Wtedy:
e SECy:(N,ry), poniewaz 2 = |[Nys[ry] N N| > [Nz [r,] \ N| =0,
e SECr7:(N,v) lub SECrx(N, {c,v}) dla pewnego ¢ € C(v), poniewaz:
— jesli CY' =0, to [Nz o] " N| =2+ |CR0UCH | =1 > 1= [Ng:[u] \ N

~jesli OO £ i 2+ |ClOUCH| > |0
[Nz [0] \ N,

Y

to [Npe[] A N| = 24+ |CHOUCH| > |09 =

— jesli C9' = () i istnieje wierzchotek ¢ € C(v), taki ze ‘C’fﬂ +D. <2+ |C’7}0 U C’%l| + S,
to |Nz:[{v,c}] N N| =2+ |C0UCH| + 5. > |C| + D, = |Ng:[{v,c}] \ N|,

o 7z krokow (c4) i (cb) konstrukeji wierzcholek v jest zdominowany przez zbior S,

o O = (), zatem dla kazdego ¢ € C(v) mamy s. + d. > 1, oraz z krokow (c3), (c4) i (c5)

konstrukeji mamy:

— jeslic € N, to , to s = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonata réwnowaga
strategiczna zbiorow defensywnych taka, ze wierzchotki ¢ i r. = v nalezg do tego samego

zbioru defensywnego,

— jesli ¢ € S, to d. = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonata réwnowaga
strategiczna zbioréw defensywnych taka, ze wierzchotki ¢ i r, = v naleza do réznych

zbioréw defensywnych.

Zatem zbiér N jest globalnym zbiorem defensywnym, a zbiér S jest zbiorem defensywnym, ktory
dominuje zbior V(T77) \ {ry}. Czyli para {N,S} jest niemal doskonala réownowaga strategiczna
zbioréow defensywnych w drzewie V(7)) dla ktorej wierzcholki r i r, naleza do tego samego zbioru
defensywnego.
Przejdziemy teraz do dowodu punktu (2).

(=) Niech {N, S} bedzie niemal doskonala rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych w pod-
drzewie T}. Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze v € N i r, € S. Wierzcholek v nie jest
lisciem, zatem C(v) # . Dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) rozwazamy poddrzewo T. Para
{V(T¥) N N,V(TF) N S} jest niemal doskonala rownowaga strategiczng zbiorow defensywnych w
poddrzewie T}. Zatem s. + d. > 1, a stad CJ° = 0. Jesli SECr: (N, v), to zachodzi |C10U Cp| >
|IC(v)NN| > |C(v)N S| > |[CI|. Jesli natomiast = SECyr: (N, v) to istnieje wierzcholek ¢ € C(v),
taki, ze SECr:(IV,{v,c}). Zatem |C’%0 UC%l} +S. > |[Clv)NN|+ |C(e)nN| > |[C(v)N S|+
|C(c)N S| > ‘C’Sl‘ + D..
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(<) Zachodzi C%° = (), stad dla kazdego wierzchotka ¢ € C'(v) istnieje niemal doskonata réwnowaga
strategiczna zbioréow defensywnych w poddrzewie T)F. Konstruujemy niemal doskonata réwnowage

strategiczna zbiorow defensywnych {N, S} w poddrzewie T, w nastepujacy sposob:

(cl) ve N, r, €8,

(c2) % C S,

(e3) CcluCit C N,

(c4) wtedy dla kazdego wierzchotka ¢ € C(v) istnieje niemal doskonala rownowaga strategiczna

zbioréow defensywnych {N., S.} w poddrzewie T, taka ze v = r. € N. Niezaleznie od tego
czy ¢ € N, czy ¢ € S przyjmujemy N, C N oraz S, C S.

Wtedy:

e SECr:(S,7y), poniewaz 1 = ’NT; [rv] N 5’! = }NT; (o] \ 5" =1,
e wierzchotek 7, jest zdominowany przez oba zbiory N i S, poniewaz v € N,
e wierzcholek v jest zdominowany przez oba zbiory N i .S, poniewaz 7, € S,
e SEC7:(N,v) lub SECT: (N, {c,v}) dla pewnego ¢ € C(v), poniewaz:

— jesli |CROUCH > |

O)NN|=1+|CPUCH| > 1+ |CL°| = [Ngy[v] \ N,
— jesli istnieje wierzcholek ¢ € C/(v), taki ze |Ct|+D. < |C0 U CH+Se, to | Nz [{v, c}]N
N|=1+|CPUCH 4+ Se > 14 |CX| + De = | Nz [{v, c}] \ N,
o C% = (), zatem dla kazdego ¢ € C(v) mamy s.+d. > 1, oraz z krokéw (c2) i (c3) konstrukcji
manmy:
— jesli ¢ € N, to s, = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonalta réwnowaga

strategiczna zbiorow defensywnych taka, ze wierzchotki ¢ i r. = v nalezg do tego samego

zbioru defensywnego,

— jesli ¢ € S, to d. = 1 zatem w poddrzewie T istnieje niemal doskonata réwnowaga
strategiczna zbioréw defensywnych taka, ze wierzchotki ¢ i r. = v naleza do réznych

zbioréw defensywnych.

Zatem w tym przypadku zaréwno zbiér N jest globalnym zbiorem defensywnym, jak i zbior S jest
globalnym zbiorem defensywnym, zatem {N, S} jest doskonala réwnowaga strategiczna zbiorow
defensywnych w drzewie V(T}), w ktorym wierzcholtki r i 7, naleza do réznych zbioréw defensyw-
nych. Stad tym bardziej jest niemal doskonaly réwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych w
drzewie V(T7)).

Przejdziemy teraz do dowodu punktu (3).

Oczywiscie D,, > 0. W dowodzie punktu (1) przedstawilismy konstrukcje niemal doskonatej row-

nowagi strategicznej zbioréw defensywnych, dla ktorej w zbiorze C'(v) jes

wierzchotkéw w zbiorze defensywnym réznym od tego, w ktérym jest wierzchotek v. Zaltdézmy, ze
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istnieje niemal doskonata rownowaga strategiczna zbiorow defensywnych, dla ktorej w zbiorze C(v)
jest D" wierzcholtkow w zbiorze defensywnym roznym od tego, w ktérym jest wierzcholek v, gdzie
D' < max{1,|CQ'[}. Wtedy:

e jesli |C’81’ < 1, to D' = 0. Wtedy wierzcholek v nie jest zdominowany przez oba zbiory
defensywne, sprzecznosé,

o jesli }031\ > 1, to istnieje wierzcholek ¢ € C(v), ktory nalezy do tego samego zbioru co

wierzchotek v, oraz s, = 0, sprzecznosé.

01
Cy

Zatem D, = max{1, }, a wtedy oczywiscie S, = |C(v)| — D,. O

Przypomnijmy, ze korzen r wybraliémy sposrod lisci, a przez rs oznaczylismy jedyny wierzchotek
z nim sasiadujacy (tzn.C(r) = {rs}). Przypisujemy w zaprezentowany powyzej sposob wartosci s

i d dla wszystkich wierzchotkéw az do osiggniecia wierzchotka rg. Zachodzi wtedy:

Twierdzenie 6.9. Doskonata réwnowaga strategiczna zbiorow defensywnych w drzewie T ukorze-
nionym w wierzchotku r € V(T') bedgcym lisciem istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy d,, = 1, gdzie rs

jest jedynym sgsiadem wierzchotka v w drzewie T'.

DowoObp. (=) Niech {N,S} bedzie doskonala rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych w
drzewie T ukorzenionym w wierzchotku r. Bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze v € N. Zbioér
S dominuje wierzchotek r, zatem ry € S. Stad {NN, S} jest niemal doskonala réwnowaga strate-
giczng zbioréow defensywnych w drzewie T , taka ze wierzchotki 74 i 7 nalezg do réznych zbioréw
defensywnych. Czyli d,, = 1.

(<) Niech teraz d,, = 1. Zatem istnieje niemal doskonala réwnowaga strategiczna zbioréw
defensywnych {N, S} w drzewie T}, taka ze wierzchotki r, oraz r naleza do réznych zbioréw defen-
sywnych. Zauwazmy, ze w tej sytuacji wierzchotek r jest zdominowany przez oba zbiory defensywne
N iS. Zatem {N, S} jest doskonaly rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych w drzewie T} .
Jako, ze korzen r jest liSciem w drzewie T, to drzewo T}’ jest izomorficzne z drzewem T'. Zatem

para {N, S} jest doskonala rownowaga strategiczna zbiorow defensywnych w drzewie T'. O

Konstrukcja ro6wnowagi strategicznej

Jesli doskonata réwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych w drzewie T ukorzenionym w liciu
r istnieje i do wierzchotkdéw przypisane sa wartosci bitow informacji s i d oraz parametry S i D, to
mozemy przeprowadzi¢ konstrukcje dwoch roztgcznych globalnych zbioréw defensywnych IV, S.
Dla wierzchotka rg, czyli jedynego wierzchotka sasiadujacego z korzeniem r rozwazamy drzewo
T , ktore jest izomorficzne z drzewem T' (poniewaz korzeri r jest lisciem w drzewie T'). Zauwazmy,

ze wierzchotki r oraz ry musza naleze¢ do réznych zbioréw defensywnych, czyli d,, = 1. Zatem
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Rys. 6.1: Ukorzenione drzewo wraz z przypisanymi do wierzchotkéw bitami informacji s i d oraz

parametrami S i D.

skonstruujemy niemal doskonata réwnowage strategiczna zbioréw defensywnych w sposob zapre-
zentowany w punkcie (2) dowodu 6.8. W dowodzie zauwazylismy, ze dla przypadku d = 1 kon-
struujemy nie tylko niemal doskonalg rownowage strategiczng, ale faktyczna doskonala réwnowage
strategiczng zbioréow defensywnych. Zatem uzyskujemy doskonala rownowage strategiczng w catym

drzewie T'.

Rys. 6.2: Rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych w drzewie, w ktorym nie istnieje rownowaga

strategiczna koalicji defensywnych.

Zlozonosé obliczeniowa

Dla kazdego wierzchotka v grafu G obliczamy wartosci s,, dy, Sy, oraz D, Kkorzystajac wytacznie
z parametréow przypisanych do wierzchotkéw zbioru wierzchotkéw potomnych wierzchotka v, czyli
C(v). Kazdy wierzcholek ma co najwyzej degq(v) wierzchotkéw potomnych, zatem catkowita zto-
zonos¢ obliczeniowa wynosi O(3_,ev(r) degg(v)). Na podstawie lematu o usciskach dloni 1.2 oraz

twierdzenia 1.6 otrzymujemy ztozonos¢ O(2m) = O(n).
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6.4 nvpP—zupelnos$é problemu istnienia r6wnowagi strategicznej

zbioréw defensywnych dla graféw z A <4

W tej czesci wykazemy, ze problem PSBDS jest NP—zupelny dla grafow z A < 4. Tak samo jak w
przypadku réwnowagi strategicznej koalicji defensywnych przeprowadzimy wielomianowa redukcje
przeksztalcajaca instancje NP—zupelnego (twierdzenie 1.8) problemu 3SAT do instancji problemu
PSBDS.

Twierdzenie 6.10. Problem PSBDS jest NP—zupetny dla grafow, dla ktorych A(G) < 4.

DowoD. Problem PSBDS nalezy do klasy NP. Dowod wykorzystuje redukcje przeksztatcajaca
instancje problemu 3SAT w instancje problemu PSBDS i jest analogiczny do dowodu twierdzenia
5.24, w ktorym pokazujemy NP—zupelnosé problemu PSBDA.

(=) Dla zadanej formuly logicznej ¢ bedacej poprawng instancja problemu 3SAT w identyczny jak
w dowodzie twierdzenia 5.24 sposdb konstruujemy graf G(¢). Na mocy lematu 3.1 wiemy, ze kazda
koalicja defensywna jest rowniez zbiorem defensywnym. Stad, konstrukcja dwoch koalicji defensyw-
nych N i S w grafie G(¢) na podstawie wartoSciowania f formuly logicznej ¢ jest tez konstrukeja
dwoch zbiorow defensywnych N i S. Zatem {N, S} jest doskonata rownowaga strategiczna zbiorow
defensywnych.

(<) Dla doskonalej rownowagi strategicznej zbiorow defensywnych N, S réwniez postepujemy w
niemal identyczny sposéb jak w dowodzie twierdzenia 5.24. Zauwazmy, ze zachodzi lemat analo-

giczny do lematu 5.8:

Lemat 6.11. Niech G bedzie grafem i niech {N,S} bedzie réwnowagq strategiczng zbioréw defen-
sywnych. Wtedy dla kazdego wierzchotka v € V(Q) stopnia 2, jeden z jego sqsiaddw nalezy do zbioru
N, a drugi do zbioru S.

DowOD LEMATU. Jesli obaj sasiedzi nalezeliby do tego samego zbioru defensywnego, to:

e jezeli wszystkie trzy wierzcholki nalezalyby do tego samego zbioru defensywnego, to wierz-

chotek v nie byltby zdominowany przez drugi zbiér defensywny,

e jezeli wierzchotki sasiadujace nalezatyby do innego zbioru defensywnego niz wierzchotek v, to
wierzchotek v nie bylby zabezpieczony (w sensie predykatu SEC) samodzielnie. Nie istnieje tez
wierzchotek sgsiadujacy z wierzchotkiem v nalezacy do tego samego zbioru defensywnego co

on, z ktoérym wspolnie mogltby zapewni¢ sobie bezpieczenstwo (w sensie predykatu SEC). [

Konstrukcja grafu G(¢) prowadzi do wygenerowania wierzchotkow stopnia 2 w tym grafie. Za-
tem rozumowanie z dowodu twierdzenia 5.24 mozna powtorzyé w oparciu o analogiczna wtasnosé
przedstawiona w lemacie 6.11.

W dalszej czesci korzystaé bedziemy z oznaczen uzywanych w dowodzie twierdzenia 5.24. Jedyny
moment, w ktérym nalezy zmodyfikowaé rozumowanie pojawia sie w miejscu, w ktérym argumen-

tujemy, ze dla kazdego wierzcholka c;, istnieje i € {1,...,n}, dla ktérego wierzchotek v;; € N.
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W dowodzie twierdzenia 5.24 wykorzystujemy wymaganie modelu koalicji defensywnej dla wierz-
chotka ¢; i tatwo otrzymujemy, ze | Ng(g)[c;] N N| > 3. W przypadku zbioréw defensywnych nalezy
rozwazy¢ dodatkowo mozliwos¢ zabezpieczenia (w sensie predykatu SEC) wierzcholka ¢; wspolnie z
jednym z jego sasiadéw nalezacym do tego samego zbioru defensywnego. Mozliwe sa dwa przypadki.
Albo wszystkie wierzchotki v; ; sasiadujace z wierzchotkiem c; naleza do zbioru defensywnego S.
Jednak wtedy mamy = SECq4) (N, ¢;) i 7 SECq(g) (N, {cj, u;}), oraz nie istnieje zaden inny sasiad
wierzchotka c; w zbiorze N. Jest to sprzecznosc z zalozeniem, ze zbiér N jest globalnym zbiorem
defensywnym. Zatem ostatecznie istnieje i € {1,...,n}, dla ktorego wierzcholek v; ; € N. Dalsza
czes¢ dowodu twierdzenia 5.24 réwniez bazuje na wlasnosci wierzchotkéw stopnia 2 w réwnowadze
strategicznej koalicji defensywnych. Zatem powtarzajac kolejne kroki dowodu w oparciu o analo-

giczny lemat 6.11 dla réwnowagi strategicznej zbioréow defensywnych uzyskujemy teze. O

6.5 Rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych
W niniejszej czeéci bedziemy rozwazali rownowage strategiczna koalicji krawedziowych.

Definicja 6.2. Niech G bedzie grafem. Rozwazmy dwa rozlaczne podzbiory zbioru V(G) ktore
oznaczymy odpowiednio jako N oraz S. Jezeli zbiory IV oraz S sa globalnymi koalicjami krawedzio-
wymi, to pare nieuporzadkowana { N, S} nazywamy rdwnowagq strategiczng koalicji krawedziowych
(ang. strategic balance of edge alliances). Dodatkowo jezeli rodzina {N, S} jest podziatem zbioru

V(G), to rownowage strategiczng koalicji krawedziowych nazywamy doskonatq (ang. perfect).

Tak zdefiniowana rownowaga strategiczna jest jednym z modeli rownowagi strategicznej zgod-
nych z og6lna definicja, 2.10. To znaczy jest to réwnowaga strategiczna oparta o model struktur
defensywnych typu S&' przy oznaczeniach takich jakie zastosowaliémy w czedci 2.3.

Koncepcja rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych, podobnie jak w przypadku réwnowagi
strategicznej koalicji defensywnych badanej poczawszy od czesci 6.1, pojawia sie w rozwazaniach po
raz pierwszy w niniejszej pracy. Jeszcze wczedniej, w rozdziale 5 badaliémy réwnowage strategiczna
koalicji defensywnych.

Pytanie o istnienie réwnowagi strategicznej zbiorow defensywnych okresla decyzyjny problem

obliczeniowy.

Problem SBFEA

Instancja Graf G.

Pytanie Czy w grafie GG istnieje rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych?

Analogicznie sformutujemy problem obliczeniowy dla weryfikacji istnienia doskonatej réwnowagi

strategicznej koalicji krawedziowych.
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Problem PSBEA

Instancja Graf G.

Pytanie Czy w grafie G istnieje doskonala rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych?

Zwroémy uwage, ze problemy obliczeniowe SBEA oraz PSBEA maja negatywna odpowiedz dla

wszystkich instancji grafow, w ktorych istnieje wierzchotek wiszacy.

Stwierdzenie 6.12. Niech G bedzie grafem, dla ktorego 6(G) < 1. W grafie G nie istnieje réwno-

waga strategiczna koalicji krawedziowych.

DowoOD. Oczywiscie jesli 0(G) = 0, to w grafie G nie istnieje rownowaga strategiczna koalicji kra-
wedziowych. Jesli §(G) = 1 to w grafie G istnieje co najmniej jeden wierzcholek wspierajacy s.
Zalozmy, ze istnieje rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych {N, S} w grafie G. Ze stwier-
dzenia 4.12, wierzcholek s nalezy zaréwno do zbioru NV, jak i zbioru S. Sprzecznosé, poniewaz zbiory

N, S sa roztaczne. O
Stad tatwo otrzymujemy wniosek dla wszystkich drzew.

Whiosek 6.13. Niech T bedzie drzewem. W drzewie T' nie istnieje rownowaga strategiczna koalicji

krawedziowych.

DowoD. Oczywiscie jesli drzewo T ma tylko jeden wierzchotek, to nie istnieje w nim réwnowaga
strategiczna koalicji krawedziowych. Jesli n(7') > 2 to na mocy lematu 1.7 istnieja w nim co naj-
mniej dwa lidcie. Zatem na mocy stwierdzenia 6.12 w drzewie T nie istnieje réwnowaga strategiczna

koalicji krawedziowych. O

6.6 Doskonala ré6wnowaga strategiczna koalicji krawedziowych

Twierdzenia 5.6 i 6.6 orzekajg, ze rownowazne sa odpowiednio problemy obliczeniowe SBDA i
PSBDA oraz SBDS i PSBDS. Czyli rownowaga strategiczna koalicji defensywnych w grafie istnieje
wtedy tylko i wtedy, gdy istnieje w nim doskonata rownowaga strategiczna koalicji defensywnych
(twierdzenie 5.6), a takze rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych w grafie istnieje wtedy
tylko 1 wtedy, gdy istnieje w nim doskonala rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych (twier-
dzenie 6.6).

Wykazemy, ze w przypadku modelu rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych podobna
wlasnosé nie zachodzi. Oczywiscie z istnienia doskonalej rownowagi strategicznej koalicji krawedzio-
wych w oczywisty sposob wynika istnienie rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych (stwier-
dzenie 2.33). Nie zachodzi jednak zaleznos¢ odwrotna.

Graf przedstawiony na rysunku 6.3 postuzy nam za kontrprzykltad. Stwierdzenia 6.14 i 6.15, oraz

wniosek 6.18 méwia o wlasnosciach tego grafu.
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Rys. 6.3: Najmniejszy graf, w ktorym istnieje globalna réwnowaga strategiczna koalicji krawedziowych
{{va, v3,v7,v9}, {v4, v5,v6,vs}}, ale nie istnieje doskonala rownowaga strategiczna koalicji krawedzio-

wych.

Stwierdzenie 6.14. W grafie G przedstawionym na rysunku 6.3 istnieje réwnowaga strategiczna

koalicji krawedziowych.

DowoOD. Skorzystamy z numeracji wierzchotkéw tak jak na rysunku 6.3. Niech N = {vy, v3,v7,v9}
oraz S = {vy4,vs5,v6,v8}. Pokazemy, ze para {N,S} jest rownowaga strategiczna koalicji krawe-
dziowych. Nalezy wykazaé, ze zbiory N i S sa globalnymi koalicjami krawedziowymi. Zacznijmy
od zauwazenia, ze sa to zbiory dominujace. Zauwazmy teraz, ze podgraf indukowany G[N] jest
izomorficzny z gwiazdg Ss. Czyli posiada trzy krawedzie, dla ktorych nalezy zweryfikowaé¢ warunek

koalicji krawedziowej. Mamy:
4=INg[{2,9} N N]| = INg[{2,9} \ N]| = 3,
4 =[Ng[{3,9} N N]| > [Ng[{3,9} \ N]| = 3,

4= [NG[{7,9) N N]| > [NG[{7,9} \ V]| = 4.

Zatem zbior N jest koalicja krawedziowa. Podobnie podgraf indukowany G[S] jest izomorficzny z

gwiazda S3, wiec rowniez zweryfikujemy warunek koalicji krawedziowej dla trzech krawedzi. Mamy:

4= [Ng[{4,8} N S]| > [Ng[{4,8} \ 5] = 3,
4 = [Ng[{5,8} N S]| = [Ne[{5,8}\ 5]| = 3,
4 = [Ng[{6,8} N S]| > [Ne[{6,8} \ 5]| = 4.

Zatem zbior S jest koalicja krawedziowa. O

Stwierdzenie 6.15. W grafie G przedstawionym na rysunku 6.3 nie istnieje doskonata réwnowaga

strategiczna koalicji krawedziowych.

DowOD. Zaldézmy nie wprost, ze w grafie z rysunku 6.3 istnieje doskonata roéwnowaga strategiczna
koalicji krawedziowych. Czyli istnieja zbiory dominujace N i S bedace koalicjami krawedziowymi,

oraz N U S = {v1,va,v3,v4, v5, g, U7, V8, V9 }. Zauwazmy najpierw, ze wierzcholki vg i v7 nie moga
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nalezeé¢ do tej samej koalicji krawedziowej. Mozemy zatem bez straty ogdlnosci zatozyé, ze vg € N
oraz vy € S. Analogiczne rozumowanie prowadzi do wniosku, ze wierzchotki vg 1 vg réwniez nie
moga naleze¢ do tej samej koalicji krawedziowe;.

Rozpatrzmy w przypadek, w ktorym wierzchotki vg, vg € N. Wtedy v7,vg9 € S. Jezeli wierzchotek
v] € N, to musimy zabezpieczy¢ (w sensie predykatu SEC) krawedzie {vi,vg} i {vi,v6}. Z tego
wynika, ze {vg,v5} NN # (), oraz {ve,v3} N N # (). Bez straty ogolnosci mozemy przyjaé, ze
v4,v2 € N. Z koniecznosci zabezpieczenia krawedzi {vy, vg} w zbiorze S wynika wtedy, ze vs, vs € S.
Zachodzi —SECq(S, {vg,v3}), sprzecznosé. Jezeli wierzcholek vy € S, to musimy zabezpieczy¢
krawedzie {v1,v7} i {v1,v9}. Z tego wynika, ze {vg,v5} NS # (), oraz {ve,v3} NS # (). Bez straty
ogolnosci mozemy przyjac, ze vs, v € S. Z koniecznosci zabezpieczenia krawedzi {vg, vg} w zbiorze
N wynika wtedy, ze ve,vq € N. Zachodzi = SECg(NV, {vs, v4}), sprzecznosé.

Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktérym wierzchotki vg,vg € N. Wtedy v7,v6 € S. Jezeli
wierzcholek v1 € N, to musimy zabezpieczy¢ krawedzie {vi,vg} 1 {vi,v9}. Z tego wynika, ze
{vg,v5} "N # 0, oraz {ve,v3} N N # (). Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze vg,vo € N.
Wtedy, zeby zapewnié¢ wierzchotkowi vy sasiada w zbiorze S mamy z koniecznosci vs € S. Zachodzi
- SECq(S, {v7,vs}), sprzecznosc. Jezeli wierzcholek v1 € S, to musimy zabezpieczy¢ krawedzie
{vi,v7} 1 {v1,v6}. Z tego wynika, ze {va,v5} NS # 0, oraz {ve,v3} NS # (. Bez straty ogélnosci
mozemy przyjac, ze vs,v3 € S. Zauwazmy, ze |Ng[{vs, vg}]| = 9 oraz [Ng[{vs,v9}] NS| = 5. Zatem

niezaleznie od dalszych wyboréw zachodzi = SECq (N, {vs,v9}), sprzecznosc. O

Whniosek 6.16. Problemy decyzyjne SBEA oraz PSBEA nie sq réwnowazne. To znaczy istniejq
grafy, w ktorych istnieje rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych, ale nie istnieje doskonata

réwnowaga strategiczna koalicyi krawedziowych.

DowOD. Wniosek wynika wprost z ze stwierdzen 6.14 i 6.15, ktére podsumowuja przyktad przed-
stawiony na rysunku 6.3. Odpowiednia modyfikacja tego przyktadu pozwala konstruowaé¢ dowolnie

duze (w sensie liczby wierzchotkow) przyklady grafow o tej whasnosci. O

Stwierdzenie 6.17. Niech G bedzie grafem oraz n(G) < 9. Wtedy w grafie G istnieje réwnowaga
strategiczna koalicyi krawedziowych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w nim doskonata réwnowaga

strategiczna koalicji krawedziowych.

DowoOD. Na mocy stwierdzenia 4.3 wiemy, ze Yeq(G) > 2. Zatem kiedy n(G) < 4, to w grafie G nie
istnieje réwnowaga strategiczna koalicji krawedziowych. Rozwazymy osobno pozostate przypadki.
Niech {N, S} bedzie rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych. Na mocy stwierdzenia 4.3
mamy |N| > 2 oraz |S| > 2, czyli |[N| + |S| > 4.

Jezeli n(G) = 4, to kazda dla kazdej rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych mamy
|N| = |S| = 2. Czyli kazda rownowaga strategiczna jest doskonala.

W przypadkach n(G) > 4, zauwazmy, ze na mocy stwierdzenia 4.5, mamy 7.,(G) > 3. Zatem
w dalszej czesci bedziemy zakladac¢, ze |[N| > 3 oraz |S| > 3. W przypadku n(G) = 5, mamy

127


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Rozdziat 6 Réwnowaga strategiczna innych struktur defensywnych

zatem |N|+|S| > 6. Czyli w takich grafach nie moze istnie¢ zadna rownowaga strategiczna koalicji
krawedziowych. W przypadku n(G) = 6, mamy |N| = 3 oraz |S| = 3. W takim razie w takich
grafach wszystkie réwnowagi strategiczne koalicji krawedziowych sa doskonate.

W przypadku n(G) = 7, jezeli |[N| + |S| = 7, to rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych
jest doskonala. Zaloézmy zatem, ze |[N| + |S| = 6, czyli |N| = 3 oraz |S| = 3. Podgraf indukowany
G[N] nie ma wierzcholkow izolowanych, zatem jest izomorficzny z cyklem Cs lub $ciezka Ps. Niech
v bedzie jedynym wierzchotkiem zbioru V(G) \ (N U S). Jako, ze zbiéor N jest dominujacy, to
v € Ng(IV), czyli wierzchotek v jest polaczony z co najmniej jednym wierzchotkiem ze zbioru N.
Wtedy N U{v} jest globalna koalicja krawedziowa, poniewaz dla kazdego wierzchotka u € N, jezeli
istnieje krawedz {v,u}, to [Ng[{v,u}] N N| > 3 oraz |[Ng[{v,u}] \ N| < |S| = 3. Zatem kazda taka
krawed? jest zabezpieczona (w sensie predykatu SEC). Czyli { NU{v}, S} jest doskonala rownowaga
strategiczna.

W przypadku n(G) = 8, jezeli |[N| + |S| = 8, to rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych
jest doskonata. Zalozmy wiec, ze |[N| + |S| < 8. Bez utraty ogodlnosci mozemy przyjaé¢ |N| > |S].
Oczywiscie wtedy |S| = 3. Niech I = V(G) \ (N U S). Zbiér N jest dominujacy, zatem I C
Ng(N). Czyli kazdy wierzcholek zbioru I jest potaczony z co najmniej jednym wierzchotkiem
zbioru N. Zbiér N U [ jest globalna koalicja krawedziowa, poniewaz dla kazdego wierzchotka ¢ €
oraz dowolnego wierzchotka u € N, jezeli istnieje krawedz {v,u}, to [Ng[{t,u}] N N| > 3 oraz
INg[{t,u}] \ N| < |S| = 3. Zatem kazda taka krawedz jest zabezpieczona (w sensie predykatu
SEC). Czyli {N U, S} jest doskonala rownowaga strategiczna. O

Na podstawie stwierdzen 6.14, 6.15 i 6.17 otrzymujemy wniosek.

Whiosek 6.18. Graf przedstawiony na rysunku 6.3 jest najmniejszym, w sensie liczby wierzchot-
kow, grafem w ktorym istnieje réwnowaga strategiczna koalicji krawedziowych, ale nie istnieje do-

skonata rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych. O

6.7 Podsumowanie

W pierwszej czesci niniejszego rozdziatu, poczawszy od czesci 6.1, analizujemy podstawowe wila-
snosci modelu réwnowagi strategicznej zbioréw defensywnych.

W kolejnej czesci (6.3) zaprezentowalismy wielomianowy algorytm konstruujacy rownowage stra-
tegiczna zbioréw defensywnych w drzewie. Zatem w przypadku zagadnieri praktycznych, w ktorych
model ten adekwatnie reprezentowaltby zagadnienie, poszukiwanie rozwigzan mozna zrealizowaé w
sposob wydajny.

W ostatniej czesci dotyczacej rownowagi strategicznej zbioréw defensywnych (6.4) pokazalismy,
ze problem weryfikacji istnienia réwnowagi strategicznej zbioréw defensywnych jest NP—zupelny w

klasie graféw o stopniu ograniczonym przez 4.
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W dalszej czedci rozdziatu, poczawszy od czeéci 6.5, analizujemy wtasnosci modelu réwnowagi
strategicznej koalicji krawedziowych. Badania pokazaly, ze inaczej niz w przypadku poprzednio
analizowanych modeli rownowagi strategicznej (tzn. rownowagi strategicznej koalicji defensywnych
oraz rownowagi strategicznej zbiorow defensywnych) nie zachodzi réwnowaznosé probleméw de-
cyzyjnych SBEA i PSBEA (stwierdzenia 6.14 i 6.15). ZauwazyliSmy rowniez (wniosek 6.13), ze
rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych nie istnieje w drzewach. Oznacza to, ze ten model

nie jest adekwatny do zagadnien praktycznych wykorzystujacych drzewiaste topologie grafow.

Dalsze kierunki badan w obrebie modeli réwnowagi strategicznej zbioréw defensywnych oraz

rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych obejmuja:

e Weryfikacja statusu trudnosci probleméw SBDA dla klasy graféw kubicznych i podkubicz-
nych. Wiemy, ze problem jest NP—zupelny dla graféw o stopniu ograniczonym przez 4, zatem
w spektrum zainteresowan pojawia si¢ mniejsza i intuicyjnie prostsza strukturalnie klasa gra-

fow kubicznych i podkubicznych.

e 7 uwagi na to, ze problemy decyzyjne SBEA i PSBEA nie sa wzajemnie rownowazne (stwier-
dzenie 6.16) dalsze kierunku badari dotyczace rownowagi strategicznej koalicji krawedziowych

obejmuja dociekania zaréwno problemu SBEA jak i PSBEA.
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Niniejszy, ostatni rozdzial po$wiecimy na przedstawienie praktycznych zastosowari modeli struk-
tur defensywnych w grafach. Temat potencjalnych zastosowan zostal zaadresowany podczas badan
niedtugo po pojawieniu sie pierwszych teoretycznych opracowari tematu (np. [1, 36, 63]). Badania
przedstawione w niniejszej pracy maja na celu przedstawienie praktycznej uzytecznosci prezen-
towanych modeli poprzez wskazanie wydajnych, wielomianowych algorytmoéw dla drzew ale takze
wyznaczenie ograniczen zwigzanych z trudnoéciag obliczeniowg problemu. Wskazanie ograniczen sta-
nowi motywacje i ukierunkowuje dalsze badania na obszar algorytméw przyblizonych oraz heury-
stycznych.

Model koalicji defensywnych zainteresowat badaczy w zwiazku z uzytecznoscig w problemach spo-
tecznoscei sieciowych (ang. web communities) [20, 36] oraz niezawodnosci systemow obliczeniowych
(ang. fault-tolerant computing) [53, 62]. W [60] autor analizowal zagadnienie podziatu na koalicje w
zastosowaniach zwiazanych z analiza skupien (ang. data clustering). Inne zastosowania dyskutowano
w [1, 16, 35, 63]. Ogolna koncepcja struktur defensywnych (w sensie definicji A-bezpieczeristwa,
jak w definicji 2.6) stanowi obiecujacy model dla zastosowan w wielu innych dziedzinach nauki,

przyktadowo:

e modelowanie relacji miedzyludzkich w naukach spoltecznych (np.relacja przyjazni, stosunki

zawodowe, zaleznosci biznesowe lub polityczne),

e problem alokacji zasobow w naukach informatycznych (np.réownowazenie obciazen (ang. load

balancing), klasteryzacja (ang. data clustering)),

e modelowanie konfliktéw militarnych, politycznych czy biologicznych odpowiednio w naukach

wojskowych, politologii i naukach biologicznych.

7 uwagi na uniwersalnosé i mozliwoéci dopasowania, modele struktur defensywnych majg wysoki
potencjal w zastosowaniach praktycznych. Potencjalne zastosowania wykraczaja poza dziedziny
typowo techniczne a autor zauwaza potencjal rozwazanych modeli nawet w pozornie odlegtych
naukach spotecznych.

W ramach dalszej czesci niniejszego rozdzialu zaprezentujemy zastosowanie modelu struktury

defensywnej (np. zbioru defensywnego) w problemie wspoldzielenia zasobéw w sieci komputerowe;j.
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7.1 Struktury defensywne w problemie wspoéldzielenia zasobéw w

sieci komputerowej

Rozwazymy teraz zastosowanie koncepcji globalnej struktury defensywnej (na przyktad globalnego
zbioru defensywnego) w modelowaniu problemu wspoldzielenia zasobéw (np.obliczeniowych) w
sieciach komputerowych.

Rozwazmy sie¢ komputerowa sktadajaca sie z n maszyn, o ktérych zaktadamy, ze sa poczatkowo
homogeniczne. Przykladowo jesli rozwazanym zasobem oferowanym przez maszyne jest jej moc
obliczeniowa, to przez homogenicznosé rozumiemy zblizong moc obliczeniowa maszyn. Jesli rozwa-
zanym zasobem bytaby przestrzeri dyskowa, to aspekt homogenicznosé dotyczyltby poréwnywalnej
przestrzeni dyskowej na wszystkich maszynach. Ze wzgledu na ograniczenia techniczne zaktadamy,
ze tylko niektore z maszyn sa polaczone bezposrednio (fizycznie lub w ramach wirtualnej topolo-
gii). Taka sytuacje mozemy modelowaé za pomoca grafu, jak na przykltadzie przedstawionym na

rysunku 7.1.

T

=

—

Rys. 7.1: Graf modelujacy topologie sieci komputerowe;.

Przyjmijmy teraz, ze chcemy podzieli¢ zbioér dostepnych maszyn na dwie grupy: maszyny do-
stepowe oraz maszyny ustugowe. Rola maszyn dostepowych bedzie obstuga zapytar ustugowych,
natomiast rola maszyn ustugowych bedzie faktyczna realizacja ustugi (np. wykonanie obliczen). Po-
dzial realizujemy w taki sposob, zeby kazda maszyna dostepowa byla potaczona bezposrednio z co
najmniej jedna maszyna ustugowa. W ten sposéb osiagamy ograniczenie strat komunikacyjnych
zwiazanych z przekazywaniem zapytania poprzez maszyny dostepowe w wielu krokach.

Naszym celem jest udostepnienie pewnej ustugi (np.obliczeniowej) w ramach rozleglej sieci
(np. Internet), w taki sposob, ze uzytkownicy koricowi (ang. end users) tej ustugi korzystaja z ma-
szyn dostepowych jako punktéw dostepowych do ustugi. Maszyny ustugowe sa dostepne jedynie
wewnatrz sieci ustugi, czyli sa potaczone z maszynami dostepowymi oraz wzajemnie ze soba.

Zaktadamy, ze kazde zadanie z rozleglej sieci zewnetrznej skierowane jest do jednej z maszyn
dostepowych. Maszyny te grupuja nadchodzace zgdania do ustugi w kolekcje, ktore nazwiemy pacz-
kami. Przyjmiemy, ze rozmiar paczki jest staly, zatem czas przetworzenia paczki rowniez jest staty.
Zadaniem maszyn dostepowych jest delegowanie paczek do wybranej bezposrednio sasiadujacej
maszyny ustugowej. W przypadku mnogosci wyboréw przyjmujemy wyboér sposréd wszystkich ma-

szyn ustugowych z rownym prawdopodobienistwem. Zaktadamy, ze wylacznie maszyny ustugowe sa
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w stanie przetwarzaé zadania a takze, ze w okre§lonej jednostce czasu mozliwe jest przetworzenie
doktadnie jednej paczki zadan.

Zauwazmy teraz, ze moze okazaé sie niemozliwe, ze przy zadanej delegacji paczek wszystkie
zadania zostang obstuzone w pojedynczej jednostce czasowej. Mozemy jednak dopuscié, zeby ma-
szyny ustugowe przekazywaly paczki pomiedzy soba. W ten sposéb potencjalnie przeciazona ma-
szyna ustugowa, ma szanse oddelegowaé¢ nadmiarowe paczki zadan do innej maszyny uslugowe;j.
W zaleznosci od modelu struktury defensywnej (np. zbior defensywny, koalicja krawedziowa) mo-
zemy rozwazaé delegacje na rézne odleglosci. Przyktadowo w przypadku zbioréw dominujacych
(ktore spetniaja definicje globalnej struktury defensywnej bez wymagan dotyczacych bezpieczen-
stwa struktur) maszyny ustugowe nie miatyby zadnych mozliwosci delegowania paczek zadan. Nato-
miast w przypadku modelu koalicji defensywnych dopuszczona bytaby delegacja do bezposrednich

sasiadow maszyny ustugowej. Taki wtasnie scenariusz prezentujemy na rysunku 7.2.

::J maszyna dostepowa zqdania uzytkownikéw
£

e WS

|H] maszyna ustugowa b4

Rys. 7.2: Przetworzenie wszystkich zagdan w tym samym czasie jest mozliwe po oddelegowaniu pew-
nych paczek. Paczki z maszyn dostepowych 3 i 4 s3 ponownie delegowane przez maszyne ustugowa v

do sasiadujacych maszyn ushugowych.

Z uwagi na dodatkowe koszty zwiazane z wzmocnieniem maszyn (np. pod wzgledem mocy obli-
czeniowej), ktore zostang wybrane do petienia funkcji maszyn ustugowych, naszym celem bedzie
znalezienie mozliwie najmniej licznej grupy maszyn, ktére spetnia warunki narzucone przez defi-
nicje struktury defensywnej. Zatem przyjmujemy koszt modernizacji jako najwazniejsze kryterium
optymalizacyjne. Kryterium zwigzane z przetwarzaniem zgdan przez system bedzie minimaliza-
cja liczby jednostek czasu potrzebnych do przetworzenia paczek zadan w ujeciu pesymistycznym,

tzn. po wszystkich mozliwych konfiguracjach zadan przychodzacych.
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Niech teraz G bedzie grafem modelujacym sie¢ komputerows i niech zbiér S bedzie zbiorem
maszyn ustugowych. Wtedy, jezeli wymagamy, zeby wszystkie zadania byty przetworzone przez
maszyny ustugowe jednoczesnie (tzn.w jednostce czasu wymaganej dla przetworzenia pojedynczej
paczki), to adekwatnym modelem struktury defensywnej bedzie globalny zbiér bezpieczny 2.4.
Zgodnie z jego charakteryzacja 2.15 model ten gwarantuje bezpieczenstwo (w sensie predykatu
SEC) kazdego podzbioru X C S. To znaczy, ze niezaleznie od uktadu dystrybucji paczek zadan
przez maszyny dostepowe (tzn. V(G) \ S) gwarantujemy przetwarzanie w pojedynczej jednostce
czasu. Jednak taki model wprowadza przeszkody natury praktycznej. Po pierwsze kazdy zbior
bezpieczny wymaga wziecia co najmniej potowy wierzchotkow grafu 2.17. Zatem koszty rozbudowy
sieci sa bardzo wysokie. Po drugie, nawet problem weryfikacji bezpieczeiistwa zbioru S jest co-NP—
zupeky. To znaczy, ze o ile NP # co-NP, to nie istnieje niedeterministyczny algorytm wielomianowy,
ktory dokonaltby takiej weryfikacji [34].

Oczywiscie udostepnienie ustugi dziatajacej w czasie rzeczywistym niezaleznie od obciazenia sta-
nowi o jej maksymalnym poziomie dostepnosci dla uzytkownikéw koncowych. Jednak dla niektorych
ustug, poziom dostepnodci nie musi by¢ az tak rygorystyczny. Z tego wzgledu uzyteczne w rozwa-
zaniach staja sie rowniez stabsze (w sensie bezpieczenstwa) modele struktur defensywnych, takie

jak koalicje defensywne, zbiory defensywne czy koalicje krawedziowe.

Rys. 7.3: Umiejscowienie maszyn ustugowych jako globalnej koalicji defensywnej (czarne wierzchotki).

Jako, ze problem poszukiwania najmniejszego zbioru bezpiecznego, a nawet problem weryfikacji
cechy bycia zbiorem bezpiecznym jest trudny obliczeniowo [34], a co wiecej wymagany rozmiar
zbioru bezpiecznego jest duzy wzgledem liczby wszystkich maszyn, to ostabimy wymagania zwia-
zane z przetwarzaniem zadan w czasie rzeczywistym (tzn.z gwarancja obstugi wszystkich paczek w
pojedynczej jednostee czasu). Przykltadowe ostabienie wymagan, moze wygladaé¢ nastepujaco: wy-
magamy, zeby kazda maszyna ustugowa mogta tak przekazaé¢ nadmiarowe paczki do maszyn ustu-
gowych bezposrednio sasiadujacych, zeby sama zostata z tylko jedng paczka zadan. Tak ostabione
wymaganie okazuje sie rownowazne modelowi koalicji defensywnych. Zatem problem sprowadza sie
do poszukiwania mozliwie najmniejszej globalnej koalicji defensywnej w grafie reprezentujacej siec
komputerowa. Wymagamy, zeby dla kazdego wierzchotka v € S spelione bylo SEC¢ (S, v). Model
ten nie daje, w ujeciu globalnym, gwarancji przetwarzania w czasie rzeczywistym. Jednak osiggany
jest pewien poziom zabezpieczenia, intuicyjnie wyzszy niz w przypadku braku jakichkolwiek wyma-
gan. rysunek 7.3 prezentuje najmniejsza globalna koalicje krawedziowa, a rysunek 7.4 przedstawia
przyktadowa delegacje paczek zadan.

Mozemy zmodyfikowaé¢ warunek bezpieczenstwa tak, zeby umozliwi¢ dodatkowe sposoby odde-
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Rys. 7.4: Maszyna ustugowa v dystrybuuje paczki od trzech sasiadujacych maszyn dostepowych

odsytajac dwie z nich do sasiadujacych maszyn ustugowych.

legowywania zadan miedzy maszynami ustugowymi. W przypadku, gdy maszyna ustugowa v nie
jest w stanie obshuzyé nadchodzacych zadan nawet z pomoca bezposrednio sgsiadujacych maszyn
ustugowych (tzn. = SEC¢(S, v)), to mozemy dopusci¢ nastepujace rozwiazanie: wybierzmy maszyne
ustugowa w sasiadujaca z v i przekazmy czeé¢ paczek zadan do wykonania na maszynie ustugowe;j
w. Maszyna ustugowa w moze w tym celu wykorzystaé¢ swoich bezposrednich sgsiadéw, ktérzy nie-
koniecznie byli w zasiegu maszyny v. W ten sposéb wspoétpracujace maszyny ustugowe v i w moga
wspoblnie obstuzyé wszystkie paczki zgltoszen w pojedynczej jednostce czasu. To znaczy wymagamy,
zeby spelniony byt co najmniej jeden z warunkow: SECg(S,v) lub SECq(S, {v,w}) dla pewnej
maszyny ustugowej w sasiadujacej bezpos$rednio z maszyna ustugowa v. Tak okreslone wymaganie
jest tozsame z modelem zbioru defensywnego, ktéremu zostal poswiecony rozdziat 3. Rysunek 7.5

prezentuje dyskutowany sposob delegacji paczek zadan.

v

Zadanie do maszyny ustugowej Istnieje maszyna ustugowa w,
v nie moze zostaé¢ obstuzone w ktéra moze pomdc w jednoczesnej
modelu koalicji defensywnych. obstudze wszystkich paczek.

Wystarezy przekazaé 2 paczki do Nie zachodzi SEC(v) ale
wezla w aby wykonaé redystrybucje zachodzi SEC({v,w}).

Rys. 7.5: Maszyny uslugowe v i w wspdlnie obstuguja pie¢ paczek zadan.

Przyktad

Na rysunku 7.6 po lewej stronie zaprezentowana zostala przyktadowa sie¢ komputerowa, w ktorej

maszyny zostaly podzielone na dostepowe i ustugowe (zgodnie z oznaczeniami wskazanymi w legen-
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dzie). Na maszynach dostepowych wskazane sa paczki zadan wraz z wskazaniem do jakich maszyn
ustugowych zostaja oddelegowane. Rysunek po prawej stronie prezentuje dystrybucje na maszy-
nach ustugowych. Na jednej z maszyn skumulowaty sie az trzy paczki zadarni. Zatem w modelu nie
dopuszczajacym redystrybucji paczek (np.ograniczajac wymagania do minimum czyli oczekiwac,
ze zbiér maszyn ustugowych bedzie zbiorem dominujacym) przetworzenie wskazanych zadan przez

sie¢ zajetoby trzy jednostki czasu.

_—E maszyna dostepowa paczka

|g maszyna ustugowa

paczka
paczka

j’

paczka |

| paczka

pasza
paczka

paczka paczka

paczka

Rys. 7.6: Przykladowa sie¢ z podzialem na maszyny dostepowe i maszyny ustugowe wraz z paczkami

zadan.

Na rysunku 7.7 prezentujemy dwa warianty dystrybucji. Wariant oznaczony na rysunku jako (a)
prezentuje mozliwosci redystrybucji dla modelu dopuszczajacego przekazywanie paczek zadan do
maszyn ustugowych bezposrednio sasiadujacych. W tym przypadku udaje si¢ zredukowaé suma-
ryczny czas z trzech jednostek czasu do dwodch jednostek czasu.

W wariancie oznaczonym jako (b) dopuszczona zostata mozliwosé redystrybucji paczek zadan
do maszyn bedacych bezposrednimi sasiadami bezposrednich sasiadow. W tym przypadku istnieje
dystrybucja umozliwiajaca przetworzenie wszystkich zadan w pojedynczej jednostce czasu. Mozemy
rowniez odnotowaé, ze grupa maszyn ustugowych w sieci zaprezentowanej po lewej stronie rysunku
7.6 tworzy globalny zbioér defensywny oraz globalna koalicje krawedziows, ale nie jest koalicja

defensywng.

paczka [
paczka iz

paczka | aczka
i
paczka 1 paczka

paczka paczka paczka f paczka
paczkalggg |g paczkal 1
iE i i

paczka

Rys. 7.7: Dystrybucja paczek w modelu globalnych koalicji (a) oraz zbiorow defensywnych (b).
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Zakonczenie

Niniejsza rozprawa zostala poswiecona zagadnieniom zwigzanym z grafowymi modelami global-
nych struktur defensywnych oraz réwnowag strategicznych, czyli sytuacji wspoélistnienia dwoch
osobnych globalnych struktur defensywnych. Dla modeli struktur defensywnych szczegélnej ana-
lizie poddaliémy modele koalicji defensywnych (ang. defensive alliance), zbioréw defensywnych
(ang. defensive sets) i koalicji krawedziowych (ang. edge alliance). Badania dotyczace modeli rowno-
wagi strategicznej obejmowaly rownowage strategiczna koalicji defensywnych (ang. strategic balance
of defensive alliances), rownowage strategiczna zbiorow defensywnych (ang. strategic balance of de-
fensive sets) a takze rownowage strategiczna koalicji krawedziowych (ang. strategic balance of edge
alliances).

Przedstawilismy wydajne algorytmu konstruujace najmniejsze struktury defensywne w klasie
drzew oraz wskazaliémy konstrukcje dla popularnych w literaturze i znajdujacych zastosowania
praktyczne klas graféw. Drugim waznym elementem byto potwierdzenie trudnosci obliczeniowej
rozwazanych probleméw w mozliwie waskich klasach grafow. W ten sposéb wskazalismy ograni-
czenia stosowalnosci rozwazanych modeli w przypadku duzych graféw. Ograniczenia te wyznaczaja
dalsze kierunki badan obejmujace poszukiwanie algorytméw przyblizonych konstruujacych mozliwie
najmniejsze struktury defensywne. Dla modeli rownowagi strategicznej dalsze kierunki dotyczace
metod przyblizonych dotycza algorytméw heurystycznych cechujace sie wysoka szansa wydajnej
konstrukcji rownowag strategicznych, o ile istnieja.

Dla wszystkich dyskutowanych modeli przeprowadzone zostaly réwniez ogdlne badania teore-
tyczne. Dociekania dotyczyly podstawowych wlasnosci modeli, dolnych i gérnych oszacowan na
rozmiar poszukiwanych struktur, a takze zwiazkéw miedzy modelami. W rozdziale 2 zaproponowana
zostata ogélna koncepcja stanowiacej trzon wszystkich modeli i otwierajacej kierunki badawcze w
obrebie zagadnienia.

Rozdzialy 3 i 4 poswieciliSmy odpowiednio modelom zbioréw bezpiecznych oraz koalicji krawe-
dziowych. W obu przypadkach przedstawiliémy wielomianowy algorytm konstruujacy najmniejsza
strukture defensywna w drzewach. WyznaczyliSmy réwniez bariere ztozonosci obliczeniowej, wyka-
zujac trudnosé problemu w podkubicznych, dwudzielnych grafach planarnych dla modelu zbioréw
bezpiecznych, oraz w grafach podkubicznych w przypadku koalicji krawedziowych. Wyniki badan
przedstawione w tych dwoch rozdziatach zostaly opublikowane w [47] 1 [48].

Rozdzialy 5 i 6 poswieciliSmy ogodlnej definicji réwnowagi strategicznej oraz trzem konkretnym
modelom opartym o stryktury defensywne dyskutowane we wczesniejszych rozdzialach. W roz-
dziale 5 rozwazamy réwnowage strategiczna koalicji defensywnych, a w rozdziale 6 modele row-
nowagi strategicznej zbioréw defensywnych oraz rownowage strategiczna koalicji krawedziowych.

Przedstawilismy wydajne algorytmy konstruujace réwnowage strategiczne w drzewach. Wyznaczy-
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Zakoriczenie

liSmy tez bariere zlozonosci obliczeniowej, wykazujac trudnos$é probleméw poszukiwania réwnowagi
strategicznej koalicji defensywnych oraz réwnowagi strategicznej zbioréw defensywnych, w obu
przypadkach w klasie graféw o stopniu ograniczonym przez 4.

W rozdziale 7 oméwiliSmy kontekst zastosowari na przyktadzie zagadnienia dystrybucji zasobow
w sieci komputerowej.

W podsumowaniach rozdzialéw 4 oraz 6 postawiliémy problemy otwarte, ktére wyznaczaja dal-
sze kierunki badan w obrebie tematyki. W przypadku rozdzialu 5, obejmujacego badania modelu
rownowagi strategicznej koalicji defensywnych, czesciowe wyniki i obserwacje dotyczace dalszych

prac zostaly zaanonsowane w podsumowaniu w postaci hipotez oraz wynikéw analiz numerycznych.
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Wykaz oznaczen

Parametry grafu

<

(@)
(@)
[H]

o
Q

=

[
Ng[4]
SECG(S, v)

SECq(S, A)

zbiér wierzchotkow grafu G

zbior krawedzi grafu G

podgraf grafu G indukowany przez zbior H C V(G)
liczba wierzchotkéw grafu G

liczba krawedzi grafu G

odleglo$¢ miedzy wierzchotkami v i v w grafie G
stopient wierzchotka v w grafie G

najmniejszy stopien wierzchotka w grafie G
najwickszy stopien wierzchotka w grafie G
liczba niezaleznosci grafu G

otwarte sasiedztwo wierzchotka v w grafie G
otwarte sasiedztwo zbioru A C V(G) w grafie G
domkniete sasiedztwo wierzchotka v w grafie G
otwarte sasiedztwo zbioru A C V(G) w grafie G

predykat stwierdzajacy bezpieczenistwo wierzchotka v € S w strukturze defensywnej
S CV(G) w grafie G

predykat stwierdzajacy bezpieczenstwo zbioru A C S w strukturze defensywnej S C
V(G) w grafie G

liczno$¢ najmniejszego zbioru dominujacego w grafie G

liczno$¢ najmniejszego zbioru totalnie dominujacego w grafie G

licznos$¢ najmniejszej globalnej koalicji defensywnej w grafie G

liczno$¢ najmniejszego globalnego zbioru defensywnego w grafie G

licznos$¢ najmniejszej globalnej koalicji krawedziowej w grafie G
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Wykaz oznaczen

Klasy graféow

=

n1,Mn2,..., Nk

cykl o n wierzchotkach

Sciezka n wierzchotkach
gwiazda o k + 1 wierzchotkach
koto o n + 1 wierzchotkach
graf pelny o n wierzchotkach
graf pusty o n wierzchotkach

graf pelny k—dzielny

Problemy obliczeniowe

MINGDA
MINGDS
MINGEA
3DM

TDOM

SBDA
PSBDA
SBDAO

PSBDAO

SBDSO

PSBDSO

SBDS
PSBDS
SBEA
PSBEA
3SAT

3SAT
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czy w grafie istnieje globalna koalicja defensywna nieprzekraczajaca zadanego rozmiaru
czy w grafie istnieje globalny zbior defensywnych nieprzekraczajacy zadanego rozmiaru
czy w grafie istnieje globalna koalicja krawedziowa nieprzekraczajaca zadanego rozmiaru

czy w grafie dwudzielnym istnieje podzbiér wierzchotkow zadanego rozmiaru, zawarty w

jednej z partycji dwudzielnosci, ktory dominuje wierzchotki drugiej partycji

czy w grafie istnieje globalny zbior totalnie dominujacy nieprzekraczajaca zadanego roz-

miaru
czy w grafie istnieje rownowaga strategiczna koalicji defensywnych
czy w grafie istnieje doskonala rownowaga strategiczna koalicji defensywnych

czy w grafie istnieje rownowaga strategiczna koalicji defensywnych dla zadanej globalnej

koalicji defensywnej

czy w grafie istnieje doskonata réwnowaga strategiczna koalicji defensywnych dla zadanej

globalnej koalicji defensywnej

czy w grafie istnieje rownowaga strategiczna zbiorow defensywnych dla zadanego global-

nego zbioru defensywnego

czy w grafie istnieje doskonala réwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych dla zadanego

globalnego zbioru defensywnego

czy w grafie istnieje rownowaga strategiczna zbioréw defensywnych

czy w grafie istnieje doskonala réwnowaga strategiczna zbioréw defensywnych
czy w grafie istnieje rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych

czy w grafie istnieje doskonala rownowaga strategiczna koalicji krawedziowych

klasyczny problem spelnialnosci formut w koniunkcyjnej postaci normalnej, w ktorej klau-

zule maja nie wiecej niz 3 literaly

zmodyfikowana wersja problemu 3SAT
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graf, 1, 2, 12

k—dzielny, 9

cykl, 7, 8, 36, 73, 74, 95

drzewo, 9, 10, 17, 34, 35, 38, 44, 53-55,
73,79, 80, 89, 100, 101, 104, 110, 117,
125, 128

drzewo pelne k—arne, 10, 77-79, 89

dwudzielny, 9, 11, 12, 42, 44, 100

gwiazda, 9, 37, 97, 126

Heawooda, 111

kotlo, 9, 75, 96

kubiczny, 110, 129

las, 9

pelny, 8, 36, 76, 96, 97, 99

pelny k—dzielny, 9, 76, 89, 96-98, 110

pelny dwudzielny, 9, 37, 96, 97, 99, 100

planarny, 11, 42, 44

podkubiczny, 9, 11, 12, 36, 42, 44, 84, 89,
110, 129

pusty, 8

regularny, 9

spojny, 8

supernowa, 99, 100

Sciezka, 7, 8, 36, 74, 75, 94, 95

parametr

globalna liczba koalicji defensywnej, 15,
17, 30, 47, 48

globalna liczba koalicji krawedziowej, 46—
49, 51, 52, 73-79, 83

globalna liczba zbioru defensywnego, 29,
30, 32-36

liczba domatyczna, 26, 27

liczba dominowania, 6
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liczba koalicji krawedziowej, 46

liczba podziahu na globalne koalicje defen-
sywne, 15-17, 91, 94, 100

liczba podziatu na globalne koalicje kra-
wedziowe, 46

liczba podziatu na globalne zbiory defen-
sywne, 29, 113, 116

liczba podziatu na koalicje krawedziowe,
46

liczba podziatu na zbiory dominujace, 7,
16

liczba podzialu na zbiory totalnie domi-
nujace, 7

liczba totalnego dominowania, 7, 48, 73

liczba zbioru defensywnego, 29

maksymalny stopien, 4

minimalny stopien, 4, 16

odleglosé, 7

predykat SEC, 20, 21, 99, 108, 124, 127,
132, 133

rzad, 4

stopien, 4, 16, 17, 80, 94, 99, 108

$rednica, 7, 52, 56, 57, 59

problem

MINGDA, 42

MINGDS, 42, 44

MINGEA, 84

NP—zupelny, 11, 12, 42, 44, 84, 89, 105,
110, 123, 124, 128, 136, 137

PSBDA, 91, 93, 94, 105, 125

PSBDAO, 92, 93

PSBDS, 113, 116, 123, 125

PSBDSO, 114, 116

PSBEA, 124, 127, 128
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3SAT, 105, 123

8SAT, 11, 105, 123

SBDA, 91, 93, 94, 125

SBDAO, 91, 93

SBDS, 112, 116, 125

SBDSO, 113, 116

SBEA, 124, 127, 128

TDOM, 11, 42

3DM, 12, 84

wielomianowy, 11, 44, 79, 80, 82, 89, 100,
105, 110, 116, 117, 122, 128, 136

redukcja, 42, 84, 105, 123

struktura

P,,—rozszerzenie, 49

korzen, 80, 101, 104, 117, 121

krawedz, 2, 5

lis¢, 9, 10, 16, 80, 101, 104, 117, 121

marszruta, 7

nadgraf, 3

podgraf, 3, 4

podgraf indukowany, 4, 9, 126

podzial domatyczny, 26, 27

réwnowaga strategiczna, 26, 27, 90, 110

rOwnowaga strategiczna koalicji defen-
sywnych, 27, 90, 91, 93-100, 104, 107,
109, 110, 112, 124, 125

rOwnowaga strategiczna koalicji krawe-

dziowych, 27, 112, 124-128
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rOwnowaga strategiczna zbioréw defen-
sywnych, 27, 112, 114, 116, 121, 123—
125

rownowaga strategiczna zbioréw dominu-
jacych, 26, 27

stopien, 105, 109, 116, 123

sasiedztwo, 2, 5, 6, 19, 20

wierzchotek, 2, 5

wierzchotek izolowany, 4

wierzchotek koricowy, 8

wierzchotek wiszacy, 4

zbibr

dominujacy, 6, 16, 18, 22, 23, 29, 30, 35,
43, 110, 119, 134

koalicja defensywna, 13-16, 19, 22, 28-31,
36,42, 47, 48, 53, 54, 92, 93, 108, 130,
133

koalicja krawedziowa, 45—49, 53-55, 73,
89, 126, 132, 133

niezalezny, 8

skojarzenie, 8, 50

struktura defensywna, 19-27, 90, 112,

130, 131

totalnie dominujacy, 7, 11, 36, 43, 44, 48,
73, 110

zbior bezpieczny, 13, 18, 19, 23, 28, 121,
132

zbior defensywny, 29, 31, 32, 42, 44, 47,
113-115, 119, 120, 123, 130-133
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