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1. Wstep

Powstawanie nowoczesnych technik i metod numerycznych spowodowato szybki rozwdj
programow komputerowych i systeméw wspomagania projektowania, tzw. computer aided
design lub computer aided engineering. Wykorzystujagc zaawansowane metody
komputerowe mozna modelowaé szereg zjawisk fizycznych i mechanicznych o réznych
stopniach ztozono$ci. Wérdéd metod komputerowych mozna wymieni¢ metodg elementow
skonczonych, metod¢ elementow brzegowych, uogélniong metode roznic skonczonych, itp.
Szerokiego omdwienia tych metod dokonano m.in. w monografii [31]. Aktualnie wéréd tych
metod najpopularniejsza 1najczgéciej stosowana w analizie konstrukcji jest metoda
elementow skonczonych ([33], [8]). Podkreslajac wielkie mozliwos$ci i przydatnos¢ metody
elementéw skoficzonych, nalezy zwroci¢ uwage na konieczno$¢ bardzo przemyslanego
i rozwaznego stosowania tej metody. Jest ona metodg przyblizona. Musimy pamigtaé, ze jej
wyniki, jak zreszta kazdej innej metody numerycznej, odnosza si¢ nie do rzeczywistych
uktadow konstrukcyjnych, ale do ich modeli. Cechg charakterystyczng tej metody jest
podziat analizowanego obiektu (konstrukcji) na skonczong liczbe elementéw potaczonych
w weztach, poprzez zbudowanie tzw. modelu dyskretnego. Taki podzial konstrukcji
w metodzie elementow skonczonych nazywa si¢ dyskretyzacja. Elementy majg niewielkie,
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ale skonczone wymiary istad tez wzieta si¢ nazwa metody elementéw skonczonych.
Kluczowym zagadnieniem jest dobdr i przyjecie rozmiaru elementéw skonczonych, ktory
jest zalezny od wymagan jakie stawiajg ksztalty oraz doktadno$é. Liczba roéwnan
W metodzie elementow skonczonych jest proporcjonalna do ilosci weztow i stopni swobody,
ktére posiada kazdy z nich, dlatego rozmiary i liczba elementéw skonczonych w duzej
mierze zaleza od mozliwosci sprzetowych i obliczeniowych, ktorymi dysponujemy.

Pomimo licznych zalet metoda elementéw skonczonych posiada pewne ograniczenia.
W przypadku niewlasciwego i1 niepoprawnego lub wrecz nieprzemyslanego sposobu
stosowania oprogramowania wykorzystujacego metode elementéw skonczonych mozna
stworzy¢ model numeryczny nie majacy nic wspdlnego z rzeczywistym modelem
konstrukcji lub otrzyma¢ wyniki, ktére nie bedg odzwierciedleniem rzeczywistego stanu
naprezen w elementach konstrukcyjnych. Glownymi Zrodtami generujgcymi bledy
w metodzie elementow skofczonych (MES, ang. FEM, finite elemnt method) sa:

e pominigcie istotnych wiasciwosci materiatowych i lub przyjecie niewtasciwego
modelu materiatowego,

e niewlasciwie przyjeta metoda poszukiwania rozwiazania,

e zbyt duze uproszczenia dotyczace rzeczywistych zjawisk fizycznych,

e niepoprawne odwzorowanie geometrii (zbyt mata doktadno$¢) oraz istotnych
jej szczegdltow,

e niewlasciwa dyskretyzacji obszaru analizy (np. zbyt mata gesto$¢ podziatu
konstrukcji na elementy skonczone)

e przyjecie niewlasciwego typ i rodzaj elementdéw skoniczonych,

e niepoprawne przyjecie kroku czasowego w analizach geometrycznie
nieliniowych lub analizach dynamicznych (np. zbyt duza warto$¢ kroku
Czasowego),

e brak weryfikacji doswiadczalnej dla przyjetych modeli oraz zatozonych
warunkéw brzegowych

2. Zastosowanie metody elementow skonczonych w analizie konstrukcji

W pierwszej czescCi tego rozdzialu, poprzedzonej wprowadzeniem, dokonano opisu
geometrii powloki itensora odksztalcen blonowych. W drugiej czgs$ci przedstawiono
macierzowy zapis rownan powloki blonowej w metodzie elementéw skonczonych. Podajac
implementacyjne formy macierzy elementowych dla trojwymiarowego czteroweztowego
izoparametrycznego elementu membranowego. Na zakonczenie rozdzialu przedstawiono
przyktad analityczny, obrazujace praktyczne zastosowanie prezentowanej teorii, w ktorym
przestawiono analize stanu odksztalcenia w czterowezlowym izoparametrycznym elemencie
membranowym.

2.1. Wprowadzenie

Z punktu widzenia mechaniki osrodkéw ciaglych, powloka jest ciatem trojwymiarowym,
w ktorym da si¢ wyrdzni¢ pewnag powierzchni¢ (réowno odleglta od obu powierzchni
zewngetrznych), nazywang powierzchnia srodkowa. Poza tym, powloka w kazdym punkcie
musi mie¢ ré6zng od zera grubo§¢ mierzong w kierunku prostopadtym do powierzchni
srodkowej, ktora jest mata w stosunku do pozostalych wymiaréw. Powloke uwazamy za
cienka, jesli t /R, <1, gdzie t jest gruboscia, R, jest najmniejszym promieniem

krzywizny nieodksztalconej powloki. Na ogot przyjmuje sig, ze jesli: t/R, <1/20, to
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mamy do czynienia z cienka powloka, gdy 1/20 <t, /R, <1/6 ze $redniej grubo$ci powloka.

Powloki membranowe sa zazwyczaj powtokami cienkimi. Opis matematyczny takiego ciata
poprzez skonczony zbidr pol o wspotrzednych zapisanych na powierzchni odniesienia,
traktowanych jako jedyne zmienne niezalezne, rozumie si¢ jako teori¢ powlok. W ogo6lnosci
celem teorii powlok jest zastgpienie trojwymiarowego modelu ciala typu powtoka,
dwuwymiarowym modelem powierzchni wyposazonej w odpowiednig strukturg
wewnetrzng i wlasnosci mechaniczne ujmujace gltéwne cechy opisywanego ciata ([4], [5],
[6]).

Podstawy teorii powlok cienkich sg $ciSle zwigzane z teorig powierzchni i si¢gaja
dziewigtnastego wieku. Dane dotyczace rozwoju teorii powlok w ujeciu historycznym
mozna znalez¢ w pracy Awrejcewicza & Andrianova [7], tu zostang podane tylko pewne
istotne etapy tego rozwoju. Wazny wkilad w rozwdj matematycznej teorii powierzchni
wniesli przede wszystkim Gauss, Lamé, Codazzi, Weingarten. Ogolng zgigciowa teori¢
powtok sformutowali Aron w 1874 roku i Love w 1888 roku. Na bazie tych prac
sformutowane zostaty dwie podstawowe teorie powlok Kirchhoffa-Love’a oraz Reissnera-
Mindlina. Klasyczny wariant teorii zaktada, ze kazdy liniowy element materialny powtoki,
ktory w konfiguracji poczatkowej jest odcinkiem prostym normalnym do powierzchni
podstawowej jest nicodksztatcalny oraz pozostaje w trakcie deformacji do niej normalny.
W uogoblnionym wariancie tej teorii dodatkowo zaktada sig, ze element materialny powtoki
moze zmienia¢ swoja dhugos¢.

Wspolczesne opracowania dotycza glownie opisdw geometrycznie nieliniowych. Do
ciekawych pozycji literaturowych z tej dziedziny naleza opracowania migdzy innymi: Filina
[15], ktory omowit szczegdtowo podstawy liniowej i nieliniowej teorii powlok, rozpatrzyt
rézne warianty uproszczen teorii; Galimova [17], ktory przedstawil geometrycznie
nieliniowg teori¢ powlok cienkich, ktorej zastosowanie jest bardzo szerokie zaréwno
w analizie naprezen, jak i statecznosci; Goldenveizera [18], ktory wprowadzit ogodlne
rownania liniowej teorii powtok cienkich, omdéwit metody ich rozwiazywania oraz
zagadnienia brzegowe; Kujaka [26], ktory wskazal na nowe podejécia w formutowaniu
podstawowych réwnan nieliniowej teorii ptyt i powtok; Olszaka [29], ktory zaprezentowat
prace dotyczace podstaw teorii powlok i zastosowan oraz wskazal kierunki dalszego
rozwoju; Pietraszkiewicz [30], ktéry rozwingt geometrycznie nieliniowg teori¢ powlok ze
szczegblnym uwzglednieniem skoficzonych obrotow przekrojow; Bessa [11], ktory omowit
klasyfikacje naprezen z uwzglednieniem pelzania, linowa i nieliniowg analizeg
wytrzymato$ci zbiornikéw cienkos$ciennych oraz wybrane metody komputerowe; Farshad
[14], ktory przedstawit analiz¢ i zasady projektowania powlok o réznych ksztattach.
Przegladu powyzszej literatury dokonano w oparciu o prace [20]. Szerszego przegladu
pismiennictwa dotyczacego teorii powlok dokonano miedzy innymi w pracach: [6], [13],
W ktorych tacznie zamieszczono bibliografi¢ liczaca ponad 3100 pozycji.

2.2. Opis deformacji powloki blonowej

Rozdziat ten dotyczy opisu deformacji powloki btonowej w teorii duzych przemieszczen
(patrz m.in.: [16], [23], [25], [27]). W opisie deformacji powtoki blonowej zastosowano opis
Lagrange’a. Wyrdzniono dwie konfiguracje: konfiguracje poczatkowa °B ciala
niezdeformowanego w chwili t = to, oraz konfiguracje ‘B ciala zdeformowanego w chwili
t (patrz rys. 1 oraz rys. 2). Dodatkowo zaktadamy, ze indeksy oznaczone literami alfabetu
tacinskiego przybierajg wartosci 1, 2 i 3; a oznaczone literami alfabetu greckiego 11 2.
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Wolny od zginania stan napr¢zenia w powloce jest okreSlany jako blonowy stan
naprezenia. Poniewaz wystegpuje on w cienkiej powloce, wigc w rozwazaniach mozemy
ograniczy¢ si¢ do analizy wielkosci na powierzchni srodkowe;.

lx. B 0.

G:

G

X1

Rys. 1. Konfiguracja poczatkowa °B ciala niezdeformowanego

Powierzchnie srodkowa mozna opisa¢ w globalnym kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych
w postaci trzech funkcji skalarnych o dwéch parametrach (patrz rys. 1)

X,=1,(646") X,=1,(66") X,=1,(6"6") 1)

lub jako funkcje wektorowa w postaci

R=OP=f(@l,ﬁz)Zifk(é’laaz)ik:ink’ (2

k=1

gdzie i, sa wresorami kartezjanskiego uktadu wspotrzednych.
Wektor R jest nazywany wektorem pozycyjnym punktu P nalezacego do powierzchni.
Wspotrzedne 6” ( p=1 2) tworzg krzywoliniowy uklad wspotrzednych lezacy na

powierzchni srodkowej powloki. Jego wektory bazowe G, mozna obliczy¢ jako
Ga:R‘a:Xk’aik’ (3)

natomiast wektor normalny N powierzchni $rodkowej w punkcie P jest definiowany
zalezno$cig

N:ﬁ:[\]kik_ @)
G, %G|
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W ten sposob zostala okreslona kowariantna baza wspotrzednych powierzchniowych, baze
kontrawariantng mozna wyznaczy¢ korzystajac ze zwiazku

G"-G, =50, ©)

W kazdym punkcie powierzchni $rodkowej zdefiniowano wzajemne bazy G, i G”
spetniajace zalezno$¢ (5). Mozemy tym samym wyznaczy¢ kowariantne, a nastgpnie
kontrawariantne wspolrzgdne tensora metrycznego na powierzchni (nazywanego pierwsza
podstawowa forma powierzchni)

o =Ca Gy =Xy Xjip 6y, ()

G“G,, =0 . @)

Ukfadem globalnym jest przyjety kartezjanski uktad wspohrzednych X, X,, X,.
Lokalnym uktadem poczatkowym jest krzywoliniowy uktad 6“. W konfiguracji aktualnej

‘B lokalnym uktadem bedzie taki uklad, w ktorym wszystkie punkty konfiguracji
poczatkowe] maja te same wspolrzedne, co w konfiguracji aktualnej. Tak przyjety uktad
wspolrzgdnych nosi nazwe ukladu konwekcyjnego (wspotobrotowego) odpowiadajacy
usrednionemu obrotowi ciala przy przejsciu z jednej konfiguracji do drugiej. Uktad ten jest
sztywno zwigzany z deformujacym si¢ cialem i jest ,,zamrazany” w kazdej chwili czasowe;j
t, [28], patrz rys. 2.

B
| x5 0:
0 ny g
B ®
Ny G- u p g:
P G: 01
0: ;
R
is
i X
) A —
I1
X1

Rys. 2. Konwekcyjny uktad wspoétrzednych

W konfiguracji aktualnej ‘B zachodza zwiazki podobne jak w konfiguracji poczatkowej
°B, i tak zapisujemy

r=X,i,=R+u. (8)
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Wszystkie wielkoséci konfiguracji aktualnej wyznaczamy w odniesieniu do konfiguracji
poczatkowej. Z zaleznosci (8) otrzymujemy wektor przemieszczenia

u=r-R=u“G_ +u;N=u,G*+u,N. 9

Analogicznie korzystajac z (6) w konfiguracji zdeformowanej wektory bazowe przyjmuja
postac

ga :(Xk,a+uk,a)ik :Ga+u,a' (10)
Dokonujac stosownych przeksztalcen mozemy zapisac
G, =G, G”

U, :(uaG"+u3N)‘ﬁ = ua|ﬂG“ +U,G” , +Uy N+Uu,N , = (11)

= ua|ﬂ G” +u, 4N
gdzie wyrazenie U, | s jest okreslane jako pochodna kowariantna [23]

ua|p =Ugp _FZ/’ u, (12)

w ktorej T/, jest symbolem Christoffela.

Ze wzgledu na przyjety stan blonowy w powloce membranowej odpowiednie pochodne
w réwnaniu (10) sa pomijane i nieistotne w dalszych rozwazaniach (nie nastepuja lokalne
zmiany krzywizny). Ostatecznie zalezno$¢ (10) przedstawiamy w postaci

9.=G, +u, =G,G" +u,| G“ +u, N

:(Gﬁa+ua|ﬂ)G“+u3,aN= : (13)
=(G,5+9,)G" +u, N=v,,G" +9,N
gdzie
Vg =G+ 3y 9 =U,|, =V, ,~Topu, 8, =, (14)
Wykonujac kolejne operacje mozemy zapisac
9, =¥;G" +IN=G"y, G, +IN=y" G, +I,N. (15)

Obliczymy teraz sktadowe tensora metrycznego konfiguracji aktualnej w postaci

95 =9,9s = V/lqv/xﬁ +'9a‘9ﬁ = Gaﬁ +'9aﬁ +‘9pa +19;Lal9aﬁ +"9a"9ﬂ . (16)
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Kwadrat odlegtosci dwéch dowolnych punktéw w konfiguracji poczatkowej °B  we
wspotrzednych krzywoliniowych moze by¢ zapisany jako

(dR)* =G,,do*de” . (17)

Kwadrat dlugosci liniowego elementu w konfiguracji zdeformowanej ‘B we wspotrzednych
krzywoliniowych zapisujemy

(dr)* =g,,do"de”’ . (18)
Roéznica kwadratow (18) i (17) wyraza si¢ jako
(dr)’ —(dR)* =2¢,, d6“de”, (19)
gdzie ¢,, sa sktadowymi tensora odksztalcenia Lagrange’a

80:/3 = %( gaﬂ - Gaﬂ ) " (20)

Podstawiajac (16) do (20) otrzymujemy zalezno$¢ postaci

P %(v/a%ﬁ +9,9,-G,, )= %(saﬁ +9,,+9,9,+9,9,).  (21)

Dokonujemy podstawienia zgodnie z (7) i otrzymujemy analityczny zapis tensora
odksztalcenia dla cienkiej powtoki btonowej w postaé

1 2
gaﬁzi[ua|ﬂ+uﬂ|a+u |auﬂ|ﬁ+u3ﬂu3,ﬁ]. (22)

Ze wzgledu na przyjety kartezjanski uktad wspotrzednych ogdlne zaleznosci (6) i (7) moga
by¢ zapisane jako

G, =9

s o GY =07 (23)

of

Dodatkowo pochodne kowariantne u a| , oraz u‘| przechodza w zwykte pochodne

=u,. (24)

Wykorzystujac (23) zaleznos¢ (22) zapisujemy w formie
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_ i
£ ——(ua,ﬂ+uﬂya+u Ug,ﬂ+U3,uU3,p)- (25)

Korzystajac z zaleznoéci (24) mozemy zapisa¢ u” .« W postaci
) Yy
u*,=G"u,, =0"u,,. (26)

Tak wige tensor odksztalcen Lagrange’a o skladowych &, jest wyrazony poprzez

pochodne sktadowych wektora przemieszczen w postaci

1
£,y = E(Ua,ﬂ +U,, 67U, U, U, uw) ) (27)

Zgodnie z konwencja sumacyjng mozemy zapisa¢ sktadowe tensora Lagrange’a jako
1
&n = E(un FUpy +U Uy +Uy Uy + U, u3,1)
1
€n = E(uz,z FUyp +Upp Upp +UyoU, 5 +Us us,z) : (28)
1
En =& = E(ul,Z FUy FU Uy +Uy Uy, + U, Uy )

Dokonujac dekompozycji sktadowych tensora odksztalcen na cze¢$¢ liniowa i czgsé
nieliniowa, wektor sktadowych tensora odksztalcen zapisujemy w postaci

&n ul,l (ulxl )2 +(u2,1)2 +(u3,1 )2
1 2 2 2
€=4 &y r=€+tNn= u,, +E (Ul’z) +(U2'2) +(U3’2) (29)
2¢, Uy, + Uy, 2(Uy, Uy, + Uy, Uy, +Us, U, )

2.3. Czterowezlowy trojwymiarowy izoparametryczny element membranowy

W analizie przekry¢ membranowych uzywane sa zwykle trojkatne trojweztowe elementy
skonczone pracujace w plaskim stanie naprezenia oraz czterowezlowe izoparametryczne
elementy membranowe bedace przedmiotem szczegdtowej analizy. Pojgcie elementu
skoniczonego zwiazane jest z opisem ksztattu geometrycznego oraz pola przemieszczen,
jezeli geometria i przemieszczenia danego elementu skofniczonego opisane sg tymi samymi
funkcjami, za pomoca takiej samej liczby parametrow, wdwczas element taki nazywamy
izoparametrycznym. ldea elementéw izoparamentycznych powstala na tle trudnosci
wystepujacych przy analizowaniu konstrukcji z brzegami zakrzywionymi. Uzyskanie
odpowiedniej doktadnosci aproksymacji przy uzyciu prostych elementow (np. trojkatny
trzyweztowy element) wymaga zastosowania wigkszej liczby tych elementow. Glowne
trudnosci, jakie wystepuja w analizie dotycza opisu pola przemieszczen, odksztatcen
i ustalenia macierzy sztywno$ci. Warto zauwazy¢, ze istnieje wiele prac dotyczacych
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przedmiotowego elementu skonczonego ([9], [10], [12], [19], [24]), ale w pracach tych
zawarte s3 jedynie ogolne opisy, bez jawnych postaci macierzy i transformacji, jakie musza
by¢ wykonane. W dalszej cze$ci przedstawione zostang implementacyjne formy macierzy,
wraz z praktycznym przykltadem analizy stanu odksztatcenia dla czterowgztowego
membranowego elementu izoparametrycznego, co pozwala przesledzi¢ wszystkie konieczne
operacje.

W pierwszym kroku analizy niezbedna jest dyskretyzacja skonczenie elementowa
krzywoliniowego obszaru (powierzchni) opisanego wspolrzednymi X, (9“). Okreslamy

cztery wezly w przestrzeni i, , k oraz m, rys. 3.

X3A AX2

g2

X1

Rys. 3. Wspotrzedne krzywoliniowe

W tym wyréznionym obszarze, elemencie skonczonym, wprowadzamy wspotrzedne
naturalne &, z elementem rodzimym (wzorcowym), w ktorym wspotrzedne & i &, naleza
do zbioru

z“;z(fl,;‘z)e[—l,+1]><[—1,+1]. (30)

Przyjmujemy w elemencie skonczonym lokalny ortogonalny uktad wspoirzednych x,X,, X,
wraz z krzywoliniowym ukladem okreslajacym wspotrzedne naturalne &,&,. Wektory

wspotrzednych i przemieszczen weztéw dla dowolnego elementu prostokatnego z czterema
weztami w narozach, w lokalnym uktadzie wspolrzednych zapisujemy w formie
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Nastepnie poszukujemy zwigzku pomiedzy elementem macierzystym a dowolna geometria
czterowgzlowego elementu skoniczonego. Poniewaz krawedzie elementu sa liniami
prostymi, wiec plaszczyzna interpolowana przez te elementy jest prostokresina,
i wspotrzedne X, X,,X, liniowo =zaleza od ¢&,&,. Zakladajac biliniowa funkcje

interpolacyjna, otrzymujemy wspotrzedne X(&) w postaci

X(§)2a1+0l2 SGtoyé+a,88,. (32)

Niewiadome wspotczynniki «; wyznacza si¢ rozwiazujac uktad réwnan wzgledem ¢, .

Mozemy, zatem wyrazi¢ geometrie elementu skonczonego poprzez znane wspotrzedne
wezlow w postaci

1 1 1 1]f;x X

1 1 -1 -1 1]]x X
X(é)zz[l & & 5152] 1 1 -1 41 :X :[Nl N, N, N4] :X v (33)

1 -1 1 -1)|,x X

gdzie funkcje ksztaltu N, (E’;) , mozemy przedstawi¢ w formie

:(8)= (1_61)£1+§2), NJ@F% (34)
WEEECSWERE e

Wtasciwy dobodr funkceji ksztaltu jest sprawa kluczowa w metodzie elementow skonczonych.
Problematyka doboru funkcji ksztattu jest szeroko opisywana w literaturze (patrz m.in. [33],

[32]). Powtarzajac podany sposob postgpowania w odniesieniu do wspotrzednych X, (&),
X, (&) T %, (&) otrzymujemy
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K, (38)

=[N, 1, N1, Ngly N, I]x=Nx

gdzie

(36)

o — O
= O O

Do opisu sktadowych pola przemieszczen elementu prostokatnego z czterema weztami
stosujemy te samg liniowa funkcje, ktora opisywata geometri¢ elementu

u, (8)
uz(g) :[N113 NoI, N, T, N413]q:N(I; (37)
us (8)

) T
gdzie q:{iul iUy U U U U U Uy Uy Uy U mu3}'

Macierz przemieszczenie - odksztalcenie B  otrzymujemy droga rézniczkowania
zatozonego pola przemieszczen, musimy zatem znalez¢é zwigzek pomiedzy pochodnymi.
Sformutujmy regule transformacji pochodnych wzgledem &, 1 wspotrzednymi X, . Zatem

rozniczkujac dowolng zalezno$ci wzglgdem &, otrzymujemy

o), o) % o0), o

a‘fl axl aé:l aXZ agl
o), _o() oy () o

05, 0% 0g 0% 0

(38)
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lub zapisujac w formie

{( )'él}:{xl'fl Xz'ﬁlH( )'xl}:\]{( )'xl}
(o] % %es ] |(), O | (39)

Jakobian przeksztatcenia J przyjmuje postaé

iX1 i X2
Nie Nooo Naoo Neo |l xx,
J= : (40)
vaifz Nz,fz N3,§2 N4,§2 kX KXo
m Xl m X2

gdzie odpowiednie pochodne funkcji ksztattu wynosza

N, N, N;. N, 1 (1+§2) —(1+§2) (_1_,_52) (1_52)
{N N }4{(1%) (1-&) (-1+¢&) _(1%)}- (41)

Lé szfz N3v52 48

Zatem Jakobian otrzymuje forme

3 :F“ J} @2)
NSNS
gdzie
3, :%.{ixl(gz +1)— % (& +1)+ % (& 1)+ mxi(l—(fz)}
1, :%-{ixz((fz +1)= 1% (& +1)+ %, (& -1)+ %, (1-&,)} .
Ja =g (&) 6 (1-8)+ % (61 (4 +D)
Do =3 (X (64D + % (1) (6 -1)- (6 +D)

Rézniczke wzgledem wspotrzednych X, X, zapisujemy jako

()ﬁ _ 11 ()'51 _7 ( )'51 _ ‘]_11 ‘J_12 ()'51
{< )J‘J {( >J‘J{( )HJ 322H< )} “

gdzie
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T ‘]22

J,, = ,
" det(J)

— J

J - _ 21
2 det(J)

3. = J;,

2 det(J) . )
\T — Jll

# det(J)

Powyzsze wyprowadzenia pozwalaja w jawny sposob zapisaé czgs$¢ liniowa wektora

odksztalcen w lokalnym uktadzie wspotrzednych

ith
it
iU
iU
U
Uy, b 00 b 0O OO b 0 O F
e={ u, (={0 00 00 ,c0 0 ,cOf "u3 =B.q, (46)
u,+U,| [ b 0 ¢ b O ,c b O c b oO||""
KUz
kUs
mul
mu2
mu3
gdzie
jb:‘]_ll N2,§1+‘T12 Nz,gz- ib:‘]_ll'Nl,51+‘]_12 1.2, (47)
D=y Na,g +Jp Na,gz v owb =y N4‘§1 +Jp N4‘¢
6= Ta N 35 Nog €= T Ny + 35Ny (48)
kC_‘]Zl'N3,§1+ zz'Na,gz* mC=‘121'N4,<§1+‘]22‘N4,.§2

Elementy Jakobianu przeksztalcenia .]_aﬂ wyznaczamy z zalezno$ci (45). Nastepnie cze$é

nieliniowa wektora odksztalcen wyznaczamy z zaleznosci

[ A Y A
1 1] 2
n=> (uy )2 +(u212)2 +(us )2 =3 0
2(”1,1 Upp Uy Uy, +Ug, us,z) U
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Budujac pomocnicze macierze A i G w formie

0 ¢, 0 C,|, (50)
B

@)
v}
@)
jus}
@)

b 0 0 b O O b 00 b0 O
¢ o0 0 , 0 0 ,c 0 O ,c 0 O
G [0 0 0 b0 0O O 0O boO
o c 00 ¢co0 o0 o0 0 ,c o0f ©
00 bO O b OO 0 0 b
000 c0 0 0 0 ,c 0 0 .
gdzie
B, =[bu+ bju+,bu], C=[icu+cu+,cu]
sz[ibiu2+jbju2+kbkuz], Cvz[iciu2+jcjuz+kcku2}, (52)
B, =[ b+ b uy+,bu, ], C,=[ic,uy+ ¢ uy+,Cu, ]

mozemy zapisa¢ czes¢ nieliniowa wektora odksztalcen w formie

n=%AGq=BNq.

R
BN

(53)

2.3. Przyklad analizy stanu odksztalcenia w czterowezlowym
izoparametrycznym elemencie membranowy 3D

Przyjeto nastepujace wspohrzedne wezldow czteroweztowego element skonczonego
w globalnym uktadzie wspoétrzednych

Xy 0 , X, 6 3 X, 6 Xy 0
1Ky p =900, 9, X, p =98, 43X, p =920, 1, X, 0 =450 (54)
1 X 0 , X5 5 3 X5 3 X5 2

Zatozono stan przemieszczenia weztow elementu w globalnym uktadzie wspotrzednych

U, (0] (U] (0] (U] (o] [.,u,] (o
U, t=Jo!, {,u,t=50!, 4,u,b=40t, {,U, b =10, (55)
U, o) [, o) WU, (1] [W,) (o
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Przyjeto konwencje numeracji wegztow i punktow catkowania przedstawiong na rys. 4.

X,

¢

Rys. 4. Konwencja numeracji weztow i punktow calkowania

Ograniczono si¢ do kwadratury Gaussa, ktora jest bardzo uzyteczna w metodzie
elementdow skoficzonych [13]. Pozwala uwzgledni¢ zmienno$é cech fizycznych
i geometrycznych w obszarze elementu skoficzonego. Dang funkcje zmiennos$ci cech
okreslamy przez interpolacje warto$§ci weztowych. Natomiast koncowa funkcje
aproksymujemy za pomoca warto$ci funkcji interpolacyjnych w punktach catkowania
Gaussa. Catkowanie przy wyznaczeniu macierzy sztywnosci przebiega wzgledem
wspolrzednych &,&, w obszarze elementu rodzimego. W ogélnym przypadku, catke

11 n N

dowolnej funkcji 3 obliczamy w postaci sumy J'IS(cf,n)dffdn:ZZwiij(hi,hj)
—1-1 i=1 j=1

gdzie: @, jest waga, h odcigta, N, stopniem catkowania w kierunku & ; @; jest waga, h;

odcigta, n; stopniem catkowania w kierunku ¢&,. Przyjete funkcje interpolacyjne sa tego

]
samego rzedu wzgledem argumentdéw &,&,, zatem stopnie catkowania w tych kierunkach
sa rowne n =n,. Dla rozpatrywanego przypadku funkcji biliniowych przyjmujemy
kwadraturg rzedu 2x2 z wagami @, =@, =1.

Obliczenia  wykonujemy dla 4  punktow  catkowania. I tak dla
& =+40,57735, &, =+0,57735 — punkt calkowania nr 1, otrzymujemy nastgpujace wartosci

funkcji ksztattu i ich pochodnych
N=[N, N, N, N,]=[0,62201 0,16667 0,04466 0,16667], (56)

N

N

e Moo Nio Nyo [0,39434 -0,39434 —0,10566 0,10566
N N, | |0,39434 010566 —0,10566 —0,30434| 7

15 2,8, N3v52 4.5

Wyznaczamy wektor wodzacy w punkcie catkowania elementu R (<";)
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R(§)=(N-X1)i1+(N-X2)i2+(N-X3)i3 =.

: . . (58)
=1,26795i, —0,41068 i, +1,3006 i,
Nastepnie okreslamy pochodne wektora wodzacego R(é) po wspolrzednych &
R, =(N, X )iy +(N, X, )i, +(N, - X, )iy = 59)
=-3i,+3,471691i,-2,07735 i,
oraz po wspotrzednych &,
R, =(N, -x)i;+(N, %X, )i, +(N, -X;)i, =
< ( ) 1) 1 ( % 2) 2 ( & 3) 3T (60)

=0i,—3,028313i,-0,577351,

Budujemy pomocnicze wektory niezbgdne do wyznaczenia lokalnego kartezjanskiego
uktadu wspotrzednych

& 5
t,=—",t,= , s =t +t,s, =t —t,, d

S1 SZ
= ,d, = .
2l V2, O

Ostatecznie lokalna baza w ortogonalnym uktadzie wspotrzednych w punkcie catkowania
przyjmuje postaé

j,=d, +d, =-0,70625 i, +0,42917 i, —0,56304 i,
j,=d, —d, =—0,23534 i —0,892397 i, — 0,38502 i, . (62)
js =, xj, =—0,6771i,-0,139416 i, +0,73126 i,

Latwo mozna sprawdzic, ze |jl| =1, |Jz| =1, |j3| =1 oraz np.
JaxJ, =j, =-0,235341i, -0,892397 i, —0,38502 i, .
Nastgpnym krokiem jest wykonanie transformacji wspohrzednych i1 przemieszczen

z globalnego uktadu wspotrzednych do lokalnego wyznaczonego w punkcie catkowania
przy pomocy macierz transformacji

-3 T
i —-0,70625 0,4291746 -0,56304
L= {j2}T =|-0,23534 -0,892397 -0,38502 |. (63)
{j3}T -0,6677 —-0,139416 0,73126

Otrzymujemy, zatem nast¢pujace wartosci wspotrzednych
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x) (18041) (,x) [-86821
X, +=40,4327 b, {,x, t=14,2346 |,
% |-01617) |,x,] [0,60369

X —-3,2642 X 2,8238 (64)
3 X, 1 =4-3,9192 ¢, < X, } =1-4,7993;,
3% —2,2530 e 0,60369
i sktadowych przemieszczen w lokalnym uktadzie wspotrzednych
1u1 o 2u1 0
U =4q,U,r =<0, U, =9,U, 0,
1u3 0 2u3 O
2Up —-0,56304 U 0 (65)
U, =4 ,U, »=<-0,385021;, u, =< ,u, r=40;.
3Ug 0,731261 JUg 0

Wyznaczamy nastgpnie macierze B,, A oraz G zdefiniowane zalezno$ciami (46), (51)
i (51)

0,1434 0 0 -0,0793 0 0 -0,0384 0 0 -0,0256 0 0
B.=| 0 0,1826 0 0 0,0097 O 0 -0,0489 0 0 -0,1434 0| (66)
0,1826 0,1434 0 0,0097 -0,0793 0 -0,0489 -0,0384 0 -0,1434 -0,0256 O

0,02163 0 0,01479 0 —0,02809 0
A= 0 0,02755 0 0,01884 0 -0,03578 |, (67)
0,02755 0,02163 0,01884 0,01479 -0,03578 -0,02809

014337 0 0 00793 0 0 00384 0 0  -0,025%7 0 0
018260 0 0 00097 0 0 00489 O 0 -0,1434 0 0

o| © om0 0 00793 0 0 00384 0 0 -002567 0

Tl o o180 0 0 0,0097 0 0 -0,0489 0 0 ~0,1434 0 (68)
0 0 014337 0 0 00793 0 0 00384 0 0 -0,02567
0 0 018260 0 0 00097 0 0 00489 0 0 01434 |

Za pomocg tych macierzy wyznaczamy stan odksztatcenia w elemencie

1 0,021630 0,000738 0,022368
g=e+n=B_q +EAGq =40,018838 +40,001197 ; =<0,020035; . (69)
0,042340 0,001880 0,044220
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Powtarzajac t¢ sama procedura obliczeniowa dla pozostatych punktow catkowania
otrzymujemy
Dla & =-0,57735, &, =+0,57735 — punkt catkowania nr 2

0,038749 0,003231 0,0419799
g=e+n=+0,009405;+<0,008559 0,0179642;, (70)
0,068848 0,010517 0,0793649

dla & =-0,57735, &, =—0,57735 - punkt catkowania nr 3

0,037077 0,01191 0,0489875
g=e+n=-<-0,00826+40,009789; =<0,0015318 ; , (71)
0,024506 0,021596 0,0461014

dla & =+0,57735, &, =—0,57735 — punkt catkowania nr 4

0,041528 0,008039 0,0495664
€=e+n=-0,019049:+40,002337 y =<0,0213861 ; . (72)
0,057720 0,008669 0,0663889

Celem weryfikacji otrzymanych analitycznie wynikow analizy stanu odksztatcenia
w elemencie membranowym wykonano geometrycznie nieliniowag analiz¢ porownawcza
w komercyjnym programie dysponujgcym w swojej bibliotece elementéw skonczonych
czteroweztiowym izoparametrycznym  tréjwymiarowym elementem  membranowym.
Przedstawione wyniki z programu obliczeniowego odnosza si¢ do punktéw catkowania,
pomimo iz ich wartoséci pokazane sg w weztach.

Poréwnujac otrzymane wyniki z analizy numerycznej z wykorzystaniem komercyjnego
oprogramowania (patrz rys. 5, rys. 6 i rys. 7) i przedstawione powyzej rezultaty obliczen
mozemy stwierdzi¢, ze przedstawiony sposOb analizy cztero-wezlowego membranowego
elementu skonczonego jest poprawny.

762


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Inc: 50 .0495664
Time: 41.000e+00

4.957e-02

2.237e-02 .0489875

.0223683

A

0419799 LX
locasel

Comp 11 of Total Straln

Rys. 5. Wartosci odksztatcen e w punktach catkowania

Inc: 50
Time: 1.000e+00 .0213861
2.139=-02
1.532e-03
.00153175
.0200356
i
lcasel .0179642

Comp 22 of Total Strain

Rys. 6. Wartosci odksztatcen b2 w punktach catkowania
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Inc: 50
Time: 1.000e+00 .OBE3589

7 .936e-02

4.422e-02
0461014

.0442199

leasel 0793849
Comp 12 of Total Strain

Rys. 7. Wartosci odksztatcen Yo =26, w punktach catkowania
3. Przyklady analizy ukladéw powierzchniowych
3.1. Analiza stanu naprezen w betonowej rurze gruboS$ciennej
Przyktad dotyczy analizy stanu naprezen w betonowej rurze grubo$ciennej obcigzonej

réwnomiernym obcigzeniem p = 200 kPa. Rura o wymiarach a =2 m, b = 3 m, wykonana
z betonu C25/30, rys. 8.

W tym celu niezbg¢dne bedzie wyznaczenie wartosci maksymalnych naprezen
obwodowych o, iradialnych o, w $ciance grubosciennej rury betonowe.
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Rys. 8. Geometra rury grubosciennej

W analizowanym przypadku mozemy wykona¢ obliczenia analityczne. W tym celu
niezbedne bedzie wyznaczenie warto§ci maksymalnych naprezen

o (r=b)=-p 73
op(r=a)=0
Naprezenia w $ciance obliczamy z nastepujacych relacji [1]
2 12
O'rr=A2+2-C AZ+Z-C=—p A:Zf—g
" = 1" = A
Gpp = ——5+2-C ~Z+2.c=0 c-_1pb
r r 2 p% - g2
otrzymujemy zatem
B p-b? (a2 B p-b? [ a
O b—[—l B A
Dla przyjetej geometrii otrzymujemy nastepujgce wyniki
o,(r=a)=0 o (r=b)=p=-0,2MPa
.p-b? 2 4 p? .- (76
o (r=2)=2P 2 _ 072MPa 4, (r=b)=2 2 p-_052MPa (76)
a“-b a“-b
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Wykresy i przebieg naprezen w analizowanej rurze grubosciennej przedstawiono na rys. 9.

!
I
/
/

Zpbzl(a -b’) Illll p(a’+b?)/(a’-b’)

Rys. 9. Wykresy naprezen

Metoda elementow skonczonych jest metoda przyblizona, w ktorej w przypadku
przyjecia nieodpowiedniego podziatu konstrukcji na elementy skonczone (wielkosci
elementu skonczonego) otrzymujemy btedne wyniki. Aby wykluczy¢ wplyw przyjetej
wielko$ci elementu skonczonego na otrzymane wyniki obliczen przeprowadzimy szereg
obliczen, w ktorych bedziemy dokonywali zageszczenia podziatu siatki MES. W przypadku
analizowane] konstrukcji okreslenie odpowiedniej gestosci siatki MES jest zwigzane
bezposrednio z aproksymacja geometryczng okrggéw zewngtrznego i wewngtrznego, ktore
przyblizane sg odcinkami prostymi. Nalezy unikaé¢ przypadku w ktérym dzielimy ten
odcinek na mniejsze elementy bez zmiany podziatu geometrii tuku. W tablicy 1 dokonano
poréwnania otrzymanych wynikow dla poszczegdlnych podzialdéw z rozwigzaniem
analitycznym. Prezentowane wyniki napre¢zen z analizy numerycznej zamieSzczone
w tablicy otrzymano z przecigcia panelu. Mapy naprezen dla podzial tuku 40x26 czgsci
i rozmiar elementu 0,47 oraz podziat tuku 240x160 czeSci i rozmiar elementu 0,08
przedstawiono na rys. 10 i 11. Warto zwrdci¢ uwage ze przy matych podziatach np. 40/26
(patrz rys. 10), z uwagi na do$¢ duzy podzial oraz automatyczny sposob generacji siatki,
widoczny jest brak regularno$ci w izoliniach naprezen.

W przypadku przyjecia rozmiaru elementdw skonczonych, ktore nie sg powigzane
z rozmiarem odcinkow aproksymujacych okregi otrzymujemy nieprawidtowe wyniki
naprezen, patrz rys. 12. W przypadku analizy uktadéw krzywoliniowych rozmiar elementow
skonczonych winien by¢ powiazany z dobrang wielkoscia aproksymaciji krzywoliniowych
cze$ci konstrukeji.
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Tablica 1. Wyniki analizy MES

Podziat okregow fo Cpp
/Iwielkosé MPa MPa
elementu
skoniczonego
1 2 3 4 5
Wynik $cisty -0,20 0,00 -0,52 -0,72
40x26//0,47 -0,20 -0,08 -0,51 -0,73
60x40//0,31 -0,18 -0,05 -0,51 -0,74
120x80//0,15 -0,19 -0,02 -0,52 -0,73
240x160//0,08 -0,20 -0,01 -0,52 -0,72

Rys 10. Mapy naprezen rddlalnych 1 obwodowych p0d21a1 tuku 40x26 rozmiar
elementu 0,47

Rys. 11. Mapy napre¢zen radlalnych i obwodowych podziat tuku 240x160 rozmiar
elementu 0,08
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sYY, (MPa)
Radialny (wspélrzedng) x=0, z=0

sYY, (MPa)
; Radisiny (wepGirzedne) x=0, 20
Rys. 12. Mapy naprezen obwodowych — podziat tuku 40x26, rozmiar elementu 0,08 i 0,02
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3.2. Analiza plyty kwadratowej

Wyznacz warto$ci maksymalnych przemieszczen oraz wykresy momentdw zginajacych
dla wolnopodpartej plyty kwadratowej (rys. 13) od obcigzenia rownomiernie roztozonego
przylozonego na catej powierzchni ptyty q = 2 kPa. W obliczeniach pominaé wptyw ciezaru
wlasnego. Ptyta 0 grubosci 15 cm ma wymiar boku a = 4,2 m i jest wykonana z betonu
C25/30.

q(x,x,) b2

1%
Rys. 13. Geometria plyty

W rozwigzaniu analitycznym ptyty skorzystamy z rozwigzania typu Naviera za pomocg
podwojnego szeregu Fouriera [2]. Dla dowolnej prostokatnej ptyty o wymiarach axb i dla

dowolnego obcigzenia q(xl, Xz) mozemy je opisa¢ nast¢pujaca funkcja

Q(Xl,Xz):iiamn'sinm.z'xl~sinn'7;.xz , (77)
m=1 n=1
otrzymujemy zatem
4 5 CMezeX . Nz
amnzﬁ_([.([q(xl,xz)sm - sin— dx,dx, . (78)

Zaktadamy w ogdlnym przypadku rozwigzanie rOwnania

VAW (X, %, ) =@, (79)

E-h®

T a2y
gdzie 12-1-v7) (sztywno$¢ plytowa),
W postaci
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o0 00

. m T Xl - n‘7Z-X2
w(x, X, ) ZZWmn -sin ,

(80)
m=1 n=1 b
spelniajace  warunki brzegowe swobodnego podparcia. Podstawiajac do rdéwnania
rozniczkowego otrzymujemy zwigzek
m-z 2 n-z 2]’
o[ e
Dokonujac przeksztatcen i podstawien otrzymujemy
a
Wi (X4, %; ) = 2mn o2
5 [(m.ﬂj {n 7[) }
a b
0 o - (82)
L MezeX . NemeX
Wi (%0, % ) = 4 ZZ o sin———sin—
m=1 n=1 m n
+ J—
( aJ 3 |
Przyjmujac statg warto$¢ obciazenia q (Xl, Xy ) =( otrzymujemy
Wi (X%, ) = qe ZZ ' 2'Sinm.ﬁ.xl'smn.ﬁ.x2 )
mina [mjz (njz a b (83)
m . n . +| —
a b
dla mn=1357,....
. . a b
Wyznaczamy zatem maksymalne przemieszczenie w| x, = > Xy = 5
( )M,l
a b 16-0 < -1) 2
W(Xl‘;xzzg} WY 2 84
D-7° o [[mjz [njzl (84)
m-n- +
a b
Przyjmujac dodatkowo, ze a = b, oraz m = n = 1 otrzymujemy
a b) 16-q-a*1 q- a4
Wrpax =W| X =—, X, =— |=—————=0,00416- 85
max (1 2 2 2) D~7T6 4 D ( )
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W pracy [3] mozna znalez¢ inne rozwigzanie(zapisane w osiach X3, X2)

W(X3'X2):
4
:4qa Zi 1—; 2+a”btgha—“b cosha, X, —a X, sinha, X, |¢sina, x,’ (86)
D7Z'5 ns ab 2 2 n"*2 n“*2 n”2 n”3
" 2cosh —"—
gdzie:
n=135... a, :”?”. @87)

Dla ptyty kwadratowej (a = b) przyjmujac jeden wyraz szeregu (n = 1) daje on wartos$é
ugiecia w $rodku plyty (X, =1/2a;X, =0) otrzymuje si¢ z niego warto$¢ ugiecia

n=135... a, =—, (88)

4
W, =0,00406 qg . (89)

7 rozwigzania tego warto$ci momentow zginajgcych zapisujemy jako

2 _
:4Q? ia P bK 2 +athghaLbjcoshanX2—anxzsinhanxz} sina, x,
SN 2C08h% v 2 2

| (90)

+ ”btgha”b
1-v 2 2

3 37
7 wn ZCoshOCTnb

2
m,, =2(1-v) qas is cos aoncxg K“ agb tgh agb
" M cosh ?

4ga’ < 1 1-v v« . .
coshe, X, —a,X,sinha, X, |¢sina, X,

jsinh o, %, — X, COsh anxz}

Dla ptyty kwadratowej obcigzonej rownomiernym obcigzeniem ( warto$¢ przgstowego
momentu zginajacego wynosi

My max = My, max =—0,0475¢a’. (91)
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Gloéwne momenty zginajace mozna obliczy¢ ze wzoru

My = %(mX3 +m, )i%\/(mX3 -m, )2 +4(mX3X2 )2 . (92)

Dla punktow na przekatnej plyty kwadratowej gdzie m, =m, otrzymujemy

m,,, =m, k= m., - (93)

Wykres momentéw zginajacych otrzymanych z powyzszego analitycznego rozwigzania
przedstawiono na rys. 14.

g=const
| Y v vyvv v vvyvy vy | |
= |
AN
a |
1
\ m,,=0,0297qa’

m]l = mx3max: 0’0475qa2

N\

%, m,,=0,0297qa’ 2,

Rys. 14. Momenty zginajace w ptycie kwadratowej obcigzonej rownomiernie

Dla przyjetego betonu C25/30 i grubos$ci ptyty h = 0,15 cm sztywnos¢ ptytowa wynosi

_ E-h® 31000000 kPa-(0,15m)’ 104625 kNm
12-(1-v?) 12(1-0,2°) 11,52

=9082 kNm  (94)

Dla przyjetych wymiaréw plyty i obcigzenia otrzymujemy wyniki
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4 4
42 _ 4 oo406. 242
9082

Wiy = 0,00406- =2,78-10"m

mx3 max — _Ov 0475- q- a2 = _0, 0475-2- 4, 22 = —1, 68 kNm (95)
my; = 0,0297-q-a% =0,0297-2-4,2% =1,05 kNm
Na podstawie przeprowadzonej analizy zbiezno$ci podzialu konstrukcji na elementy

skonczone (patrz rys. 15 i 16) przyj¢to jako miarodajny podziatl krawedzi plyty na 64
elementy (64x64). Ostateczne wyniki analizy numerycznej przedstawiono narys. 17 i 18.

0,030
o o

_ o . . -
£ 0,028 18
E
D
=
& 0,026 10
N
3 o krzywa zbiezno$ci
1S rozwigzanie teoretyczne
S 0,024 | Y
o

0,022 = - . :

0 4000 8000 12000 16000
liczba elementow skonczonych
Rys. 15. Analiza zbiezno$ci rozwigzania — przemieszczenia
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2,2

1,8 -
16 1o o o
1,4 -

1,2 1 o krzywa zbieznosci
10 4 * * == rozwijzanie teoretyczne
1

moment M [kNm]

0,8 1
0,6 -

0 4000 8000 12000 16000
liczba elementow skonczonych
Rys. 16. Analiza zbiezno$ci rozwigzania — maksymalny moment przgstowy

wu D 1 z L z EXY] 3 Ca] _ au

/ ' “1_Kraw(3)
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X (kNm/m) -
. Nm/m)*(m)
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|' -8 Nm/m)*(m)

! _ 019

e
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041
. 056
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o
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Rys. 17. Mapa i wykres momentdw zginajacych i m11 — Coons, podzial 64x64
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Rys. 18. Mapa i wykres przemieszczen pionowych — Coons, podzial 64x64

3.3. Analiza plyty stropowej

Przygotowujac model obliczeniowy ptyty stropowej (rys. 19), wykorzystujac mozliwosci
programow obliczeniowych, poprzez zabiegi i modyfikacje modelu mozna dokonywac
sprawdzenia np. warunkow przebicia w obrebie projektowanych gltowic w obrebie stupow,
patrz rys. 20.

T ﬂ ““““““““““““ R j

R

Rys. 19. idok na k:);ls?l{lkcjf; analizdwanego stropu [22]

775


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Rys. 20. Siatka MES w obrebie glowicy wraz z wykresami sit tnacych w analizowanych
odcinkach [22]

odcinek typu 1 - sprawdzenie
$cinania dwukierunkowego
(przebicia)

odcinek typu 2 - sprawdzenie
$cinania liniowego

<4d
2d 2d

2d 2d i

.d ___|_Q
e

zdIL 2“U

Rys. 21. Odcinki do sprawdzenia $cinania dwukierunkowego i $cinania
jednokierunkowego [21]

Szczegdtowego opisu obliczania no$nosci na przebicie potaczenia glowicy ze stupem
z wykorzystaniem tzw. metody bezposredniej opisano w pracach [21, 22]. Metoda
bezposrednia polega na wydzieleniu odcinkéw tzw. typu 1 i typu 2 (rys. 21) oraz
sprawdzeniu poprzez poréwnanie istnicjgcych w plycie stropowej sit tnacych,
z dopuszczalnymi sitami tnagcymi obliczonymi na podstawie podpunktu 6.4.4 normy EC2

[N1]. Sit¢ z modelu numerycznego Vi, s nalezy odczytywac jako gtdéwna sit¢ tnaca.
W przypadku stosowania innych metod sprawdzenia warunkow przebicia w metodzie

bezposredniej ulega zmianie sposéb obliczania Vee oraz lokalizacja przekroju kontrolnego
dopasowanego do wytycznych normowych.
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W przypadku analizowanego stropu grubo$¢ glowic zostala tak dobrana aby nie
wystapito przebicie wewnatrz projektowanego pogrubienia, rys. 22. Przyktadowy rozktad sit
$cinajacych w analizowanych przekrojach kontrolnych przedstawiono na rys. 23. Natomiast
rzeczywisty rozklad sit §cinajacych w odcinakach liniowych typu L i C przedstawiono na
rys. 24 i 25. Por6wnania warto$ci wyznaczonych sit $cinajacych z wartoSciami
dopuszczalnymi dokonano w tablicy 2. Przeprowadzone obliczenia wskazujg poprawno$é
przyjetych rozwigzan konstrukcyjnych.

4
l1
A

Rys. 22. Potencjalne miejsca zniszczenia gtowicy przez przebicie w uktadzie plyta-stup

Rys. 23. Rozktad sit $cinajacych w przekrojach kontrolnych [22]
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Section L1, Vmaxremer = 54,42 KN/m

Rys. 24. Rozktad sit $cinajacych w odcinakach typu L [22]

Section C1, vmaxremcr = 50,42 kN/m

g

Section C3, Vmaxremcs = 43,71 kN/m

L

g T f
[

Rys. 25. Rozktad sit $cinajacych w odcinakach typu C [22]

3 — 1 T 1
[

& " o & 3 8

=
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Tablica 2. Poréwnanie warto$ci wyznaczonych sit §cinajacych z dopuszczalnymi

warto$ciami
Odcinek Vinax FEM Vg -d

1 2 3

L1 Viax,pem = 54.42KN/m Ve eco -d =126 kN/m
L2 Viax rem = 25.66 kKN/m Vg gc, -d =155kN/m
L3 Voo rew = 44.94kN/m Ve eco -0 =126KN/m
L4 Voo rew = 35.62kN/m Ve ec, -d =155KN/m
C1 Voax.rem = 50.42KN/m Vg eco -d =140kN/m
C2 Voo rew = 57.04kN/m Ve ec, -d =140kN/m
C3 Viacrem = 43.71KN/m Vg eco -d =140kN/m
ca Voo rew = 41.43KN/m Ve ccp -d =140kN/m

4, Posumowanie

Rozwo6j narzedzi obliczeniowych otwiera nowe mozliwosci przed projektantami
konstrukcji. Jest takze impulsem do tworzenia coraz bardziej nietypowych konstrukcji [34].
W dostgpnych na rynku programach MES zazwyczaj ptytowe i powlokowe elementy
skoniczone bazuja na teorii ptyt cienkich Kirchhoffa, $rednio grubych Mindlina-Reisnera lub
teorii Kirchhoffa-Love’a [35]. Swiadomy i odpowiedzialny projektant/inzynier korzystajacy
z narzedzi obliczeniowych winien by¢ w pelni $wiadomy ograniczen (zalet i wad) jakie
niesie ze sobg stosowanie wybranego typu elementu skonczonego zaimplementowanego
w stosowanym programie obliczeniowym. Przyktadowo w przyktadzie 3.2 w obliczeniach
numerycznych stosowany byt element powierzchniowy — ptytowy — czworokatny —
czteroweztowy — typu DKMQ (the Discrete Kirchoff — Mindlin Quadrilateral, [36], [37]).

Wykonywanie obliczeh wymaga zapoznania si¢ nie tylko z rodzajem konstrukcji, typem
elementu skonczonego i liczbg stopni swobody w wezle lecz takze z konwencjg znakowsa
obowigzujaca w danym programie obliczeniowym. Znajomo$¢ teorii i rozwigzan
analitycznych jest niezbgdna do tworzenia modeli w MES i przy wykonywaniu obliczen
[38]. Duzy wptyw na poprawno$¢ analizy numerycznej oraz uzyskane wyniki symulacji
maja takie parametry jak gestos$¢ siatki elementow skonczonych, sformutowanie elementu
skonczonego czy schemat catkowania rownania ruchu [39].

Odwotujac si¢ do zapisow zawrtych w normie do projektowania konstrukcji betonowych
i zelbetowych z 1945 roku [N2] mozna stwierdzi¢, ze modelowanie numeryczne jak i caty
proces projektowania konstrukcji betonowych i zelbetowych wymaga specjalnego
przygotowania zawodowego, wobec czego osoby projektujace powinny posiadaé
odpowiednig wiedze i doswiadczenie w tej dziedzinie [N2].
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