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Streszczenie

W artykule przedstawiono metode modelowania i analize ukladu skladajacego sie z przemieszczajacej struny
w kontakcie z elementami o parametrach skupionych. Réwnania ruchu rozwazanego ukladu wyprowadzane sa me-
toda hybrydowa, ktéra wykorzystuje metode dekompozycji modalnej oraz elementéw skonczonych. Zredukowany
model modalny zbudowano dla podukladu nieuwzgledniajacego przyspieszenia Coriolisa i nieproporcjonalnego
ttumienia. Zjawiska te modelowano z zastosowaniem dyskretyzacji przestrzennej. Przedstawiona metoda hybry-
dowa modelowania jest skuteczna, co potwierdzily obliczenia numeryczne i symulacje komputerowe, z ktérych
cze$é przedstawiono w pracy. Umozliwia ona wzglednie latwe otrzymanie modelu niskiego rzedu o odpowiedniej
i wymaganej doktadnosci.

Stowa kluczowe: modelowanie, uklady mechaniczne, uklady dynamiczne, drgania, metoda elementéw

skoniczonych

MODELLING OF MOVING STRING IN CONTACT
WITH LUMPED PARAMETERS SUBSYSTEM

Summary

The paper presents the method of modelling and analysis of discrete-continuous systems containing traveling
string. In the proposed method a hybrid model of the considered system is constructed. It consists of reduced
modal model of the string without Coriolis phenomena and without non proportional damping. Simple lumping
method is next applied to model omitted phenomena witch are difficult to handle with the modal decomposition.
Proposed method of modelling is effective and enables to obtain low order model of a required accuracy. Some

simulation results show effectiveness and accuracy of the method proposed.
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. WSTEP

Zagadnienie analizy drgan przemieszczajacej sie
struny jest przedmiotem badan opisywanym w wielu
publikacjach naukowych [2,3]. Struna taka moze byé
bowiem rozwazana jako model fizyczny wielu typowych,
ale zarazem waznych z praktycznego punktu widzenia
uktadéw technicznych. W szczegdlnosci moze byé mode-
lem paséw transmisyjnych, lin w urzadzeniach dzwigo-
wych i wyciagowych, taém magnetycznych, lin trakcji
elektrycznej, tanicuchéw i wielu innych. Badania drgan

przemieszczajacych sie translacyjnie ukladéw ciagltych
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(o parametrach rozlozonych) sa wazne i ciekawe réwniez
z teoretycznego punktu widzenia. Uklady takie sa bo-
wiem najprostszymi przyktadami ukladéw “zyroskopo-
wych” (gyroscopic systems), do ktérych w ogdélnosci
zalicza sie uklady przemieszczajace sie translacyjnie
i rotacyjnie. Réwnania takich ukladéw zawieraja czyn-
nik zwiazany z przyspieszeniem Coriolisa (w przypadku
ukladéw z przemieszczeniem liniowym) lub zwiazany
z oddzialywaniami zyroskopowymi (w przypadku prze-
mieszczen  rotacyjnych).  Obecnodé

tego czynnika
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w réwnaniach sprawia, ze sa to rownania niesamosprze-

zone (z powodu sko$no-symetrycznych —macierzy
w modelu matematycznym ukladu o parametrach sku-
pionych lub czynnika ,zZyroskopowego” w modelu o
parametrach rozlozonych). Sformulowanie warunkéw
ortogonalnoéci w celu przeprowadzenia dekompozycji
modalnej jest w takich przypadkach trudne lub niemoz-
liwe. Dodatkowe trudnosci w analizie ciagtych uktadéw
przemieszczajacych sie moga wynikaé z koniecznosci
uwzglednienia np.:

przemieszczenia z niezerowym

przyspieszeniem, zjawisk nieliniowych (np. nieliniowe
tarcie wewnetrzne lub zewnetrzne) lub z oddzialywan
z innymi ukladami.

Przedmiotem badann w niniejszej pracy sa drgania
poprzeczne przemieszczajacej sie struny oddzialujacej
z uktadem mechanicznym o parametrach skupionych
(rys. 1). Model takiego ukladu mozna uzyskaé, stosujac
metode elementow skonczonych lub postugujac sie
znanym opisem struny za pomocg réwnan roézniczko-
wych czastkowych.

Metoda sztywnych elementéw skonczonych [4] po-
zwala otrzymaé przyblizony model ukladu rzeczywiste-
go, ktorego dokladno$¢ zalezy od liczby elementow
skoniczonych. Im wigksza ich liczba, tym model jest
dokladniejszy. Istnieje jednak optymalna gesto$é podzia-
hu i liczba elementéw skoniczonych, powyzej ktérej bledy
zaokraglen i obliczen numerycznych zaczynaja odgrywaé
decydujaca role. Stosowanie metody elementéw skoniczo-
nych dla ukladéw smuklych jest nieuzasadnione. Wy-
magaloby bowiem gestej siatki podzialu dla zachowania
elementow

odpowiednich  proporcji  zastosowanych

skoficzonych. Ponadto rzad modelu (liczba réwnan
rézniczkowych odpowiedniego rzedu) ro$nie proporcjo-
nalnie do liczby elementéw skonczonych. W wielu przy-
padkach interesuja nas jednak modele mozliwie niskiego
rzedu (np. w modelowaniu obiektéw automatycznego
sterowania). Jedna z metod redukcji rzedu modelu jest
dekompozycja modalna. Pewnym ograniczeniem tej
metody jest konieczno$¢ formulowania warunkéw orto-
gonalnosci. W pracy zaproponowano metode hybrydowa,
ktéra taczy zalety metod opisu ukladéw ciaglych z
metodami modelowania uktadéw  dyskretyzowanych
przestrzennie. W proponowanym podejéciu model calego
uktadu sklada sie z dwéch czesci: zredukowanego mode-
lu modalnego, otrzymanego na podstawie opisu ciagltego
za pomocg réwnan rézniczkowych czastkowych, oraz
modelu otrzymanego na podstawie dyskretyzacji prze-
strzennej. Model modalny buduje sie dla tej czeéci
uktadu, w ktérej pomija sie zjawiska nieliniowe i efekt
Coriolisa. Pominiete zjawiska i efekty uwzglednia sie
nastepnie w modelu dyskretnym (rys. 2). Konstruowanie
takiego hybrydowego modelu jest wzglednie tatwe i
polega na budowaniu modelu modalnego dla prostego
uktadu samosprzezonego drugiego rzedu o parametrach
wykorzystaniu  elementarnej

roztozonych i metody

dyskretyzacji przestrzennej. Dokladno$é otrzymanego
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modelu hybrydowego zalezy od liczby uwzglednionych
modéw w czesci modalnej i liczby elementéw skonczo-
nych wystepujacych w drugiej czeéci modelu. Przy czym
warto zaznaczy¢, ze rzad modelu (liczba réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych drugiego rzedu) zalezy tylko od
ztozonoéci czeSci modalnej modelu, a nie zalezy od
gestosci siatki dyskretyzacji przestrzennej stosowanej
w modelowaniu zjawisk nieuwzglednionych w modelu
modalnym. Metode modelowania hybrydowego opisana
powyzej autorzy zastosowali z powodzeniem do analizy
dynamicznej wielu innych uktadéw, w tym takze do

modelowania ukladéw ,zyroskopowych” [1,5-13].

Rys. 1. Badany uklad [3]

Zredukowany model modalny

czesci ukladu

I

Model o parametrach skupionych

pozostalej czesci uktadu

Rys. 2. Ogdlna posta¢ modelu hybrydowego

2. MODEL UKLADU

Réwnanie rézniczkowe opisujace rozwazany uklad
jest nastepujace [3]

PAW, (x,6)+2UpAw ,(x,t)+ Uszwxx (x,t)—Fw_(x,t)=
=—[k,w(x,t)+c w,(x,t)+ m,w,(x,t) - Fgw_ (x,1)]0(x - x,) ’

gdzie:

w - przemieszczenie porzeczne (odksztalcenie) struny,
P - gestosé [kg/m?,

A — przekrdj poprzeczny [m?),

U — predko$¢ przemieszczania sig struny [m/s],

Fg — sila tarcia na styku struna — ukltad mechaniczny,

P
F=
{P-F@

P — naciag struny [N],

Xy <x<L
0<x<x,

| — dlugo$¢ struny [m],

2 — wspélrzedna miejsca oddziatywania z podukladem
mechanicznym [m)],

m. — masa skupiona [kg],

k. — wspolezynnik sztywnosci [N/m],

¢z — wspolezynnik tlumienia [Ns/m],

0 — delta Diraca,

(+)t— oznacza pochodna czastkowa wzgledem czasu,
()« - oznacza pochodng czastkowa wzgledem zmiennej

przestrzennej x.

(1)
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Aby umozliwi¢ weryfikacje uproszczonego modelu
hybrydowego zbudowano model referencyjny opisany
rOwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Do rozwiaza-
nia réwnan opisujacych model dokladny zastosowano
metode transmitancji ukladéw o parametrach roztozo-
nych [14, 15].

Przyjeto dane liczbowe:

p=8-10° [kg/m’], d=10% [m], =1 [m], P=80 [N],
Fg=0.75P, U=30[m/s], k.=3000 [N/m], m.=0.05 [kg]

Na rys. 3 przedstawiono charakterystyke czestotliwo-
$ciowa modelu referencyjnego opisanego réwnaniami
rézniczkowymi czastkowymi. Pokazuje ona wplyw efektu
Coriolisa na wlasnosci dynamiczne rozwazanego ukladu.
Wykonano ja dla jednostkowego wymuszenia sitlowego
przylozonego w punkcie 2. W tym samym punkcie
rejestrowano réwniez przebieg przemieszczenia badanej
struny.
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Rys. 3. Wplyw efektu Coriolisa na wiasnosci dynamiczne
uktadu dla modelu referencyjnego

3. MODEL HYBRYDOWY
ZREDUKOWANY

Przepisujac réwnanie (1) w nastepujacej postaci

pAw, (x,6) + U pAw_(x.t) — Fw_(x,1) +
+ [k, w(x, t) + mw, (x,0)]0(x —x)) =D,

(2)

gdzie @, = -2UpAw,, (x,t) —[c,w,(x,t) — Fyw (x,0)]0(x — X;) »

otrzymano po lewej stronie réwnania (2) te cze$¢ mode-
lu, dla ktorego zostanie dokonana dekompozycja modal-
na, a czlony znajdujace si¢ po prawej stronie beda
modelowane z zastosowaniem dyskretyzacji przestrzen-
nej. W zwiazku z tym prawa strone réwnania nalezy
potraktowaé¢ jako wymuszenie skupione z przedzialem
dyskretyzacji Azj. Stosujac zatem metode dyskretyzacji
przestrzennej dla czynnikéw pominietych w réwnaniu
(2) (sily

otrzymano réwnanie:

Coriolisa, sile tarcia skupionego i tlumienia),

pAw, (x,6)+ (U pAd — F)w,_(x.) +
+ [k w(x,t)+ mw,(x.0)]6(x—x,) =D,
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gdzie:
D =—[c,w,(x,t)- F(_)wx(x,t)]ﬁ(x —X,)—

= 2UpAw, (x.1)Ax,S(x — X,) '

j=1
7=1,..,m, m — liczba elementéw skonczonych.
Schemat modelu hybrydowego prezentuje rys. 4.

Fo

C:
7y
W (Xo,1)

FCZ Wx(x 0,1 )

Zredukowany model modalny dla czesci ukladu
opisanego lew3 strona rownania 3

FCI FL’n

FL{I'

y xr(-xla Fcz "Wxt(sz)

2UpAAx,

"Wxt(-xjat )

2UpAAx;

th(x m» t )
A, Y

2UpAAx,

2UpAAX,,

Rys. 4. Struktura modelu hybrydowego

W kolejnym etapie nalezy zbudowaé¢ model modalny
dla ukladu opisanego réwnaniem (réwnanie struny z
pominieciem oddziatywania Coriolisa, tlumienia i sily
tarcia)

AW, (x,0)+ (U pA— F)w_(x,1)+
+kw(x, )+ mw, (x.0)]0(x —x,) =D,
przy czym rownanie to reprezentuje trzy poduklady:

dwie struny o réznych dlugosciach i sitach naciagu oraz
element o parametrach skupionych — rys. 5.

N
k
2 m
U - U
Fosiied
F=P-Fg 2, F=P
X0 2
! v

Rys. 5. Dekompozycja ukladu do analizy modalnej

Stosujac metode transmitancji dla ukladéw o para-
metrach rozlozonych [14, 15], wyznaczono funkcje wla-
sne i czestosci wlasne ukladu czeSciowego pokazane na
rys.
w punkcie zo. W tym samym punkcie rejestrowano

6. Uklad wymuszano sila jednostkowa przylozona

réwniez odpowiedZ w postaci przemieszczenia.
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Rys. 6. Postaci drgan struny bez efektu Coriolisa: a) pierwsza,
b) druga, c) trzecia, d) czwarta, e) piata, f) szdsta

Po transformacji Laplace’a przy zerowych warun-
kach poczatkowych réwnanie (4) przyjmuje postaé

PAS*W(x,8) + (U pA— F)w_ (x,5) + )
+lkw(x, s) + ms*w(x. )l (x—x,) =B,

gdzie

D =—[c,sw(x,s)— Fyw, (x,8)]0(x—x,)—

=Y 2UpAsw, (x.5)Ax,5(x - x,) ’

J=1
s — argument przeksztalcenia Laplace’a.

Stosujac dekompozycje modalng, mozna model matema-
tyczny (5) przedstawi¢ w postaci

msE()+h () = =3 LY, (x,)~ CY,(x,) - FY,(x,) , (6)
s =

gdzie:
1
m, = pA[ Y] (x)dx+m. Y] (x,),
0
k7 = m7a)12 )
F,=-2p4U0w,(x,;,5)Ax,,
F=F@Wx('x0’s) ’
C = Czwt('xoas) ’
zad:

Y, (x) - funkcja wlasna odpowiadajaca itej czestosci
wlasnej,

o, — ita warto$¢ wlasna,

m; — t-ta masa modalna,

ki — #ta sztywnos$¢ modalna,

{— zmienna modalna,

i=1,.., n (liczba moddéw),

j = 1,..,m (liczba elementéw skoiiczonych, oddzialywan
sit Coriolisa),

zj — wspoOlrzedna j-tego elementu skonczonego,

przy czym zaktadamy, ze:
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W(x,,5) = i%amx @), (3,9 =LY E,),

n

W(,8) = S L) w500 = DO

i=1

Réwnania (6) sa to réwnania modalne ukladu z rys.
5 zawierajace wymuszenie w postaci sil Coriolisa oraz
uwzgledniajace oddzialtywania poduktadu o parametrach
skupionych.

Szczegbdltowy schemat blokowy odpowiadajacy ukla-
dowi réwnan pokazano na rys. 7.

Rys. 7. Schemat ogdlny modelu hybrydowego: a) oddzialywania
podukladu o parametrach skupionych, b) model modalny,
¢) oddzialywania Coriolisa

Otrzymany model jest modelem hybrydowym skla-
dajacym sie z modelu modalnego wyodrebnionej czeéci
rozwazanego ukladu i modelu dyskretnego (otrzymanego
metoda dyskretyzacji przestrzennej) opisujacego wplyw
sit Coriolisa. W ten sam sposéb uwzgledniono skupiona
site tarcia i ttumienie w oscylatorze mechanicznym.

4. WYNIKI SYMULACIJI

Dla otrzymanego modelu modalnego (rys. 7) wyko-
Wiyniki
zaprezentowano na rys. 8 i 9. Rys. 8 przedstawia cha-

nano obliczenia w dziedzinie czestotliwosci.

rakterystyke czestotliwosciowa zredukowanego modelu
modalnego, ukladu z rys. 5. Model zostal poréwnany
z modelem referencyjnym. W zakresie rozwazanych
czestotliwodci model zredukowany jest zgodny z doktad-

nym modelem referencyjnym.
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Rys. 8. Poréwnanie modelu modalnego struny bez efektu

Coriolisa z modelem referencyjnym

Otrzymany model zredukowany powiazano nastepnie
z czeSciag modelu o parametrach skupionych. Uzyskano
w ten spos6b model hybrydowy. Charakterystyki czesto-
tliwoéciowe dla zredukowanego modelu hybrydowego
odpowiadajacego pelnemu ukladowi (rys. 1) przedsta-
wiono na rys. 9.

20 T T T T T T T T T
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g !

‘o 20 ;
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Rys. 9. Poréwnanie modelu hybrydowego struny z efektem
Coriolisa z modelem referencyjnym (pochodna funkcji wlasnej
mnozona przez sile tarcia)

W zakresie czestotliwosci odpowiadajacych uwzgled-
nionej liczbie modéw otrzymano pelna zgodno$é modelu
hybrydowego z modelem referencyjnym.

5. PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowano metode modelowania
uktadu dyskretno — ciagglego skladajacego sie
7 przemieszczajacej sie struny i poduktadu
mechanicznego o parametrach skupionych.
Zaproponowano hybrydowsa, metode opisu
matematycznego polegajaca na zastosowaniu

dekompozycji modalnej i dyskretyzacji przestrzennej.
Zredukowany model modalny zbudowano dla tej czesci
uktadu, ktéra nie zawiera komponentéw utrudniajacych
opis modalny. W tym przypadku sa to sity Coriolisa i
cze$é odzialywan podukladu o parametrach skupionych.
Nieuwzglednione w  modelu modalnym zjawiska
wprowadzono do modelu z zastosowaniem dyskretyzacji
przestrzennej formalnie jako wymuszenie w modelu
modalnym. Dokladno$é otrzymanego modelu zalezy od
liczby modéw czesci modalnej modelu oraz od siatki
podzialu przestrzennego w czeéci drugiej modelu
hybrydowego, przy czym rzad modelu nie zalezy od
szczegblowosci dyskretyzacji przestrzenne;j.
Zaproponowana metoda pozwala konstruowaé¢ modele
niskiego rzedu o wymaganej dokladnosci. Przedstawione
przykladowe  obliczenia  potwierdzaja  efektywnosé
zaproponowanego podejscia w modelowaniu rozwazanej

klasy ukladéw dynamicznych.
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