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PLYNNE PRZESTRAJANIE PASMA FILTRU ULAMKOWOOPOZNIAJACEGO
ZWYKORZYSTANIEM FUNKCJI SKLEJANYCH

SPLINE BASED CONTINUOUS BANDWIDTH ADJUSTMENT OF FRACTIONAL DELAY FILTER

Streszczenie: Przedstawiona metoda projektowania filtrow
ulamkowoopézniajacych definiowanych w dziedzinie czesto-
tliwo$ci umozliwia, poza okre§leniem jego opézZnienia, swo-
bodne sterowanie szeroko$cia pasma. Przestrajanie pasma
filtru jest tu realizowane z uzyciem funkcji sklejanych trze-
ciego stopnia, interpolujacych wspélczynniki definiujace
charakterystyke czestotliwosciowa. Zaproponowane rozwig-
zanie odpowiada uzyciu metody okien przesuwanych, stad
uzycie tych filtr6w pozwala na sterowanie chwilowa szero-
kos$cia pasma w algorytmie zmiany szybkosci probkowania.
Abstract: The presented method of frequency domain frac-
tional delay filter designing allows, apart from specifying its
delay, for free control of the filter’s bandwidth. The band-
width adjustment of the filter is implemented by means of
cubic spline interpolating the coefficients defining the fre-
quency response of the filter. Since the proposed method cor-
responds to the offset window method, the use of these filters
allows for control of the instantaneous bandwidth in the
sampling rate conversion algorithm based on proposed var-
iable fractional delay filter.

Stowa kluczowe: filtr ulamkowoopézniajacy, funkcje skle-
jane trzeciego stopnia, przestrajanie szeroko$ci pasma,
zmiana szybkoSci probkowania.

Keywords: fractional delay filter, cubic splines, adjustable
bandwidth, sampling rate conversion.

1. WSTEP

Niewatpliwg zaleta cyfrowego przetwarzania sygna-
tow jest mozliwo$¢ realizacji opdzniania sygnatu wiernie
zachowujacego przebieg sygnatlu poprzez przechowanie
dyskretnych probek w buforze i przekazanie ich dalej z
opoznieniem. Prosta realizacja takiego opdznienia jest
jednak ograniczona wytacznie do opdzniania o catkowitg
liczbe odstgpow probkowania. Jezeli konieczne jest zrea-
lizowanie opdznienia, ktore przektada si¢ na niecatkowita
wielokrotno$¢ odstgpow probkowania, to konieczne jest
zastosowanie cyfrowych filtréw utamkowoopo6zniajacych
(FD — fractional delay) [6], ktore jedynie aproksymuja
idealne opoznienie.

W wigkszosci tego typu rozwigzan stosuje si¢ petno-
pasmowe filtry utamkowoopo6zniajace, ktérych zadaniem
jest jedynie opoznianie sktadowych przetwarzanego sy-
gnatu. Jednak w niektorych zastosowaniach pozadane
jest, aby taki filtr dodatkowo ograniczat pasmo sygnatu.
Przyktadowo uzycie filtrow utamkowoopdzniajacych do

zmiany szybko$ci probkowania moze dodatkowo wyma-
gac ograniczenia pasma sygnatu, zeby zredukowac znie-
ksztatcenia aliasowe. W pracy zaproponowano rozwigza-
nie pozwalajace na swobodne sterowanie szeroko$cia pa-
sma filtrow DFT-VFD (filtréw utamkowoopdzniajacych
0 zmiennym opo6znieniu definiowanych w dziedzinie cze-
stotliwosci dyskretnej) ([3], [4], [5]), w ktorym do reali-
zacji tego zadania wykorzystano funkcje sklejane trze-
ciego stopnia [7].

2. FILTR DFT-VFD O PRZESTRAJANYM
OPOZNIENIU

Filtr FD o kontrolowanym op6Znieniu (VFD — va-
riable fractional delay) jest filtrem aproksymujgcym
transmitancje [6]

Hl‘d(z) = Z_Td, (1)

gdzie 7, = D + d jest opdznieniem catkowitym wyrazo-
nym w odstepach probkowania [Sa], skladajagcym sie
z czgsci catkowitej D € Z i utamkowej d € [-0,5;0,5).
Transmitancja (1) odpowiada nastepujacej idealnej cha-
rakterystyce czestotliwosciowej

Hiq(f) = exp(—j2nf14) )

oraz nierealizowalnej (nieskonczonej i nieprzyczynowej)
odpowiedzi impulsowej

hiq [n] = sinc(n — 7). 3)

2.1. Filtr DFT-VFD

Nierealizowalnos¢ idealnego filtru FD wymusza sto-
sowanie filtrow o skoniczonej liczbie wspotczynnikow,
ktorych charakterystyka czgstotliwosciowa aproksymuje
charakterystyke idealng (2). W tej pracy zajmujemy sie
filtrami FD typu FIR definiowanymi poprzez wspotczyn-
niki DFT stanowigce probki ich dyskretnej charaktery-
styki czestotliwosciowej ([1],[4],[5]), ktora dla nieparzy-
stej dtugosci odpowiedzi impulsowej N ma postaé

Hy[k] = Ry ~**Hql[k], (4)

gdzie R, = exp(j%rd), a Hy[k] jest ciggiem probek
zmodyfikowanej charakterystyki

N-1
OSkST—p

Cd._jsd'
Hylk] = —Jomn e 0 p < g <2 (5)
Hg[N — k], %<k<N



A\ MOST

gdzie c; = cos(mty) i s4 = sin(mwzy).

Zauwazmy, ze charakterystyka (5) jest okre$lona
wylacznie przez p wspdtczynnikéow a; (i =1,...,p), a
wysoka doktadnos¢ aproksymacji mozna uzyskac juz dla
zaledwie trzech wspotczynnikow (p = 3) [1]. Zestaw
wspotczynnikow a optymalny dla danej specyfikacji fil-
tru oraz zatozonej wielko$ci parametru p mozna znalez¢
iteracyjnie ([1], [2]) minimalizujac pasmowe kryterium
LS [6] w zaktadanym pasmie aproksymacji (0, f;,)

LSE(f) = [/ MAE()*df, (6)
gdzie
MAE(f) = [Hy () = Hia (P (7)

jest modutem zespolonego bledu aproksymacji, a Hy (f)
jest zespolong charakterystyka czestotliwosciowa N-
probkowego filtru FD typu FIR.

Przebieg btedu (7) dla przyktadowego projektu, z
zaznaczonymi punktami charakterystyki w pa$mie nie-
specyfikowanym (przejsciowym) wymuszanymi przez
wspotczynniki @; pokazano na rys. 1. Zauwazmy, ze w
pozostatych punktach probkowania N-punktowej DFT
wymuszany jest zerowy btad aproksymacji. Ograniczenie
w (5) liczby wspotczynnikow definiujgcych filtr do zale-
dwie p = 3 skutkuje widoczna na rys. 1 rozbiezno$cia po-
miedzy otrzymanym rozwigzaniem a rozwigzaniem opty-
malnym minimalizujagcym wylacznie btad LSE (6).

————— MAE_opt_LS
—— MAE_POCS
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Rys. 1. Modul zespolonego bledu aproksymacji filtru FD
optymalnego w sensie pasmowego kryterium LS (linia
przerywana) dla N=31, f, = 0.4, d=0.25 oraz odpowia-
dajgcego mu filtru DFT-VFD optymalnego dla p=3 [1]

2.2. Odpowiedz impulsowa filtru DFT-VFD

Filtr o charakterystyce (4) mozna zaimplementowaé
bezposrednio w dziedzinie DFT, w oparciu o strukture z
probkowaniem w dziedzinie czgstotliwosci, lub bezpo-
srednio w dziedzinie czasu, korzystajac z jego odpowiedzi
impulsowej uzyskanej metodg okien przesuwanych

hqln] = w(n — d)hyq[n], (8)
gdzie okno przesuwane

w(n—-d)
sinc((n-t4)/N)

wn—d) = C))

bazuje na oknie kosinusowym (dla N parzystego)
wo(m) = Soficos (- D)) (10)
albo (dla N nieparzystego)

we(n) = o + Z, frcos (B -D)) ()

o wspotczynnikach fB; powigzanych ze wspotczynnikami
«; charakterystyki (5) nastepujaco

Bo=ay, Bi=ai1—a;, i=12,..,p—1. (12)

Zauwazmy, ze zaleznos¢ (8), w ktorej okienkowana
jest idealna odpowiedz impulsowa, mozna przeksztalci¢
do zaleznosci

haln] = w(n — d)higq[nl, (13)
gdzie okienkujemy bezposrednio oknem kosinusowym
(10) albo (11) odpowiedz impulsowsg

hig[n]
higaln] = —=—

sinc((n—tg)/N) asincy(n —14), (14)

ktorg otrzymujemy jako IDFT N probek dyskretnej cha-
rakterystyki idealnej (2)

Higolk] = Hig(k/N), k =0,1,..,N —1.  (15)

Zatem zaleznos$¢ (13) mozna w dziedzinie DFT wyrazi¢
jako splot kotowy (®) N-punktowego widma DFT prze-
sunietego okna kosinusowego ((10) albo (11)) oraz N-
punktowej zmodyfikowanej charakterystyki (15)

Hd[k] = Wylk] ® Hid,a[k]v (16)
co jest alternatywnym opisem zaleznosci (5).

Zauwazmy, ze skladowa rzeczywista charaktery-
styki H;q o [K] jest stala i, przy warunku

YoBi=1, a7

splot (16) nie zmienia tej sktadowej. Z kolei sktadowa
urojona tej charakterystyki zmienia znak po przekrocze-
niu czestotliwoscei Nyquista (k > N/2) i, w efekcie splotu
(16), pojawia sie ,,utemperowane” przejScie wokot cze-
stotliwosci Nyquista, co zilustrowano na rys. 2.

Hig,am[k] . Wd[k]ﬁ ; Hamlk] I
L B B (I”’Z]I*
e

Rys. 2. llustracja zaleznosci (16)

2.3. Przestrajanie pasma filtru DFT-VFD
Rozwazmy teraz mozliwo$¢é zmiany szerokosci pa-
sma filtru FD przy zatozeniu, ze korzystamy z charakte-
rystyki (5) zdefiniowanej przed niewielka liczbe wspot-
czynnikdw modyfikujacych jego dyskretna charaktery-
styke.

Zeby zmieni¢ szeroko$¢ pasma filtru FD okreslo-
nego przez wspotczynniki @ (lub £ (12)) w metodzie
okien przesuwanych ((8) lub (13)) wystarczy zastgpi¢ od-
powiedz idealnego filtru FD odpowiedzia impulsowa jego
odpowiednika o ograniczonym pasmie. Odpowiada to za-
stapieniu odpowiedzi (14) odpowiedzig
2Bsinc(2B(n-tq))

sinc((n—tq)/N) = asinCy,p (n—174). (18)

hid,a,B [n] =

Nalezy przy tym pamietaé, ze tylko dla unormowanej sze-
rokosci pasma

__ N-2Ak
T 2N

B

: (19)
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gdzie Ak jest liczbg catkowitg, N-punktowe DFT tej od-
powiedzi ma prostg posta¢ ([3], [4]).

Dla Ak = 0 otrzymujemy przypadek oméwiony w
poprzednim podpunkcie. Zaprojektowane (zawczasu) dla
tego wariantu wspotczynniki @ wykorzystujemy do pro-
jektowania filtrow dla pozostalych przypadkow uzysku-
jac zmienie szerokosci pasma.

Aby okresli¢ dyskretng charakterystyke pasmowego
filtru FD dla Ak # 0, charakterystyke Hiy,plk] =
DFTy{hiyq5[n]} dla N nieparzystego wygodniej jest
przedstawi¢ za pomoca charakterystyki zmodyfikowanej

N-1

cauq[k] — jsquq[k], k < —

Aiaslk] = 2. (0)
e {cduz [K] + jsau [K], k > 2=

mﬂemm]=uﬁ;—k—AqﬁuﬂH=udw—1—
k], gdzie u[k] jest skokiem jednostkowym. Schematycz-
nie zilustrowano to na (rys. 3).

a) b)

T a7 el
SR R

Rys. 3. llustracja rozkladu charakterystyki (20) dla jej
(a) sktadowej rzeczywistej i (b) urojonej dla Ak=1

Oznacza to, ze w zaleznos$ci (16) operacje splotu
mozna roztozy¢ na dwa sploty: z przesunigtym skokiem
jednostkowym oraz z jego odwrdéconym w czestotliwosci
odpowiednikiem (rys. 4). W efekcie splotu u, [k] z W, [k]
otrzymujemy cigg wspolczynnikow

Akl = A + alk])/2 (21)

0 wartosciach w zakresie od 0 do 1, z 2p warto$ciami roz-
nymi od 0i 1. W rezultacie dyskretna charakterystyka fil-
tru FD o zmienionej szerokosci pasma jest okreslona
przez zmodyfikowang charakterystyke, ktora dla Ak > 0
w pasmie przepustowym przyjmuje wartosci ¢ — jSg, W
pasmie przejsciowym przyjmuje od p do 2p wartosci
Arelk]cy — jatim[k]sq (rys. 4) oraz w pasmie zaporowym
wartosci 0. Wspolczynniki z pasma przejsciowego sg po-
wigzane ze wspotczynnikami A w nastepujacy sposob

a,o[k] = A[k — Ak] + A[—k + Ak] (22)
oraz

Aim[k] = Alk — Ak] — A[—k + Ak]. (23)
a) b)

[k - Ak)} TTT

i

HTT iil—k+Ak] l '
T‘\ungun : —A[—k + Ak]

Rys. 4. llustracja wyznaczania wspotczynnikow (a) Qe
(22) oraz (b) @y, (23) na podstawie przesunietych
wspotezynnikéw A (21)

il

Zauwazmy, ze dla Ak # 0 sktadowa rzeczywista
charakterystyki zmodyfikowanej Hyg . 5[k] nie jest stata
(rys. 3a) i konieczna jest rowniez modyfikacja sktadowej
rzeczywistej charakterystyki zmodyfikowanej projekto-
wanego filtru (rys. 4a). Dodatkowo dla Ak < 0 zamiast
pasma zaporowego pojawia si¢ pasmo aliasu, w ktérym
filtr cechuje zmienione wzmocnienie zalezne od jego
opo6znienia. Filtr taki moze mie¢ jednak praktyczne zasto-
sowanie, np. w przypadku realizacji algorytmu zamiany
szybkosci probkowania (SRC — sampling rate conver-
sion), gdzie wykorzystujac takie filtry mozna uzyskaé po-
szerzenie pasma przepustowego filtru interpolacyjnego.

Przyktadowe charakterystyki pasmowych filtrow
FD uzyskanych na podstawie wspotczynnikow a otrzy-
manych dla pelnopasmowego filtru DFT-VFD o N = 31,
d = 0.25, f, = 0.4, p = 2 dlaréznych Ak przedstawiono
na rys. 5 (im wigksze Ak tym wezsze jest pasmo filtru —
rys. 5a). Optymalne rozwigzanie w zadanym pa$mie
aproksymacji uzyskano dla a; = 0.40803 i a, =
0.90719. Jak widaé btad aproksymacji w pasmie aprok-
symacji oraz w pasmie przepustowym zachowuje taki
sam charakter niezaleznie od parametru Ak (rys. 5b).

Poniewaz prezentowana tu metoda projektowania
filtrow FD jest powigzana z metoda okien przesuwanych,
filtry zbiorcze algorytmow zmiany szybkosci probkowa-
nia wykorzystujacych te filtry [3] nie wykazuja silnych
listkow w ich pasmie zaporowym (rys. 6), @ zmiana sze-
rokosci pasma filtrow FD przenosi si¢ na szerokos$¢ pasma
filtru interpolacyjnego. Jednoczesnie, na rys. 6 mozna za-
obserwowac efekt poszerzenia pasma zbiorczego filtru in-
terpolacyjnego dla Ak = —1.

a) b)

0 01 02 04 05 0 01 0z 03 04 0

f[11Sa] 1[1/3a)

Rys. 5. (a) Charakterystyki amplitudowe oraz (b) modut

zespolonego bledu aproksymacji pasmowych filtrow FD

dla 4k=10, 6, 4, 3, 2, 1 oraz 0; przypadek dla 4k=0 wy-
kreslono pogrubiong linig

-50

-100

f[1/Sa)
Rys. 6. Charakterystyki amplitudowe filtrow interpola-
cyjnych dla L=7 krotnej interpolacji realizowanej z uzy-
ciem pasmowych filtréw FD dla Ak=10, 6, 4,3,2,1,0
oraz —1; przypadek dla Ak=0 wykreslono
pogrubiong linig, a dla Ak=—1 linig przerywang

3. PLYNNE PRZESTRAJANIE PASMA

Ograniczeniem rozwigzania przedstawionego W po-
przednim punkcie jest to, ze umozliwia ono tylko sko-
kowa zmiang szerokosci pasma filtru FD. Wynika to z
tego, ze prosta posta¢ charakterystyki bazowego zaliaso-
wanego idealnego filtru FD wystepuje tylko dla catkowi-
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tych wartosci Ak. Zauwazmy jednak, ze w prezentowa-
nym w poprzednim punkcie rozwigzaniu zmiana szeroko-
$ci pasma projektowanego filtru sprowadza si¢ do przesu-
wania w prawo 0 Ak pozycji wektora wspotczynnikoéw
Alk] (21) wykorzystywanego do wyznaczania wektoréw
wspotczynnikow a...[k] (22) oraz a;,[k] (23).

Z tego spostrzezenia wynika koncepcja zapropono-
wanej tu metody projektowania filtru FD o plynnie prze-
strajanej szeroko$ci pasma. Zamiast zaktada¢, ze zmie-
niamy szeroko$¢ pasma idealnego prototypu filtru, prob-
kujemy bazowy wektor w punktach k — Ak dopuszczajac
niecatkowita warto$¢ parametru Ak. W tym celu ko-
nieczne jest interpolowanie wspotczynnikow A[k] w ob-
szarze zmiany ich wartosci z 0 na 1. Uwzgledniajac
ptynny charakter zmian tych wspotczynnikoéw rozwazmy
wykorzystanie funkcji sklejanych trzeciego stopnia (cubic
spline) [7] do wyznaczania warto$ci wektora A[k — Ak]
znajdujacych si¢ pomiedzy wyjsciowymi warto$ciami.
Dodatkowo, przy wyznaczaniu wspotczynnikow skraj-
nych segmentéw mozemy wykorzystac¢ zatozenie, ze war-
tosci tego wektora poza pasmem przejsciowym sg stale,
rowne 0 ponizej tego pasma oraz 1 powyzej. Przyktad
przebiegu wspotczynnikow A (21) filtru FD w poprzed-
niego punktu pokazano na rys. 7a, na ktérym zaznaczono
réwniez wartosci, ktore obliczono w oparciu o funkcje
sklejane na potrzeby realizacji filtru dla Ak = 4.5. Z kolei
narys. 7b przedstawiono przebiegi wspotczynnikow obli-
czonych z niecatkowitym przesunieciem: A[k — Ak] oraz
—A[—k + Ak], anarys. 7c i d obliczone na tej podstawie
wspotezynniki a,., (22) oraz a;,, (23).
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Rys. 7. Ilustracja przeprobkowania wspotczynnikow A.
(a) wspolczynniki A z zaznaczonymi wartosciami, pobie-
ranymi z przesunigciem, (b) wspolczynniki A[k — Ak] i
—A[—k + Ak] oraz (c) wspdlczynniki a,, i (d) a;,, dla
Ak=4.5

Zbiorcze filtry interpolacyjne dla L = 7 bazujace na
pasmowych filtrach FD projektowanych metodg przestra-
jania szerokosci pasma uzyciem funkcji sklejanych poka-
zano narys. 8. Jak wida¢ udalo si¢ uzyskac efekt przestra-
jania pasma filtru zbiorczego, co potwierdza, ze pasmo
sktadowych filtrow FD uleglo zmianie. Obserwujemy
jednak pewne pogarszanie si¢ charakterystyki wraz ze
wzrostem odstrojenia parametru Ak od warto$ci catkowi-
tej. Jest to koszt uzyskania mozliwosci prostej realizacji
ptynnego przestrajania szerokosci pasma filtrow FD defi-
niowanych w dziedzinie DFT poprzez niewielkg liczbe
wspotczynnikow a.

4. PODSUMOWANIE

W pracy zaproponowano metode projektowania po-
zwalajaca na plynne przestrajanie opdznienia utamko-
wego oraz szerokosci pasma filtru FD. Przektada si¢ to na
mozliwos¢ ptynnego przestrajania szerokosci pasma filtru

interpolacyjnego algorytmu SRC realizowanego z uzy-
ciem tych filtrow, w tym tez poszerzania tego pasma. W
efekcie rozwigzanie to umozliwia swobodne dopasowy-
wanie si¢ do biezacych potrzeb i wlasciwosci przeprob-
kowywanego sygnatu.

a)

0

-50

-100 +

b)

-50

-100

o f[1/Sa)

Rys. 8. Charakterystyki amplitudowe filtrow interpola-
cyjnych dla L=7 krotnej interpolacji realizowanej z uzy-
ciem pasmowych filtréow FD dla Ak=4,4.25,4.5,4.75
oraz 5; przypadek dla Ak=5 wykresiono pogrubiong li-
nigq, a dla AK=4 liniq przerywang. (a) petny zakres pa-
sma filtru interpolacyjnego, (b) powigkszony fragment
wokot pasma przejsciowego

Dalsze prace nad zaproponowanym rozwigzaniem
beda ukierunkowane na poszukiwanie innych rozwigzan
przeprobkowwania wspotczynnikéw A pozwalajacych na
zmniejszenie stopnia pogorszenia si¢ jakoéci filtru FD dla
utamkowych przesunigé¢ i weryfikacje czy, i 0 ile, mozna
poprawic jako$¢ tych filtrow.
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