
����������	
	���
	
	���	��	
	������	�

� �������	��������	��� !"������#�!�#$%	&�' ��#$! (�	���)�(�

���

��������"	 *�+! �#( �

��������	
���
�������������

����	
������	��
�����

��
��������	�	���	��������������	
�	�������	������


������ �

,	#�'+	�-����' ��#. 	-����� �/+	-��#����	��	0����� �(�	��#�'���1�	-��	��1'2���
�-�3! �)	 (��+! (�#�.!�#$	 ��4!�	 �����4�5	 ����'	 1��"���%	 -�'�1�.6#�	 !�	 ����6- �! +
� �# 	-��#����	1��"��	1�0# ��%	!���� ���	0����� �(�	��#�'���1�	1��"��	1��-�������7

Umieszczenie grafu G	 81�0# �9	 �	 1��" �	 H	 81��-������9	 -�'�1�	 !�	 ���������! +
� ���#$�/(��	1��"+	G	�	� ���#$�/( 	1��"+	H	����	���������! +	(���2�� 	1�0# �	�	��-�:
� ��! �	0# �4( 	1��-��a���7	���"	1�05	��-����!�+.�	� �5	(��+! (+.6#�#$	� 2	��	��;6	-��#�:
���%	!���� ���	1��"	1��-�����	����2-!6	��#$ ��(�+�2	��(�!�! �	��#$	����)7

�-����' ��#.�	�-�3! �)	(��+! (�#�.!�#$	-�'�1�	���#���	!�	��;��! +	���������:
! �%	(����	� ! ��' �+.�	(�����	��! (�.6#�	�	-�����;�	+4�# �	����2-#��#$	0# �4�(	�	1��" �
��#�'owym.

Dotychczas wiele prac -�0� 2#�!�	-���-��(�� 	('���#�!��+%	�	(�����	1��"�	G i H
�6	 1��"�� 	 -�o���� 7	��!	����'	 �����/	 ��-��-�!���!�	 -����	��! �!�	  	 �+�;���+1$	 <�=%
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�#��0! �.	 <�>?=7

&���.0# �	('���#�!�	!�(/���	�1��! #��! �	�� 6��!�	�	.��!�' ��0# 6	(���2�� %	�����!�
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����'	��4�!�	+� ���#��! �	1��"��	�	1��"�#$	;�/	�����4�!�	�	-��#�#$	<@>A=7	�����:
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Niech G = (VG, EG) jest grafem umieszczanym, a H = (VH, EH) grafem docelowym.

Definicja 1

&��2	 "+!(#. 	 8ϕ% π) nazywamy umieszczeniem%	 .�4�' 	 ϕ	 -���-���6�(��+.�	 ��4!�:
�����0# o��	 � ���#$�/( 	 1��"+	 G	 � ���#$�/(��	 1��"+	 H, a funkcja π� -���-���6�(��+.�
(���2�� ��	1��"+	G	0# �4( 	�	1��" �	H7	�#��� 0# �	0# �4(�	π({v, uC9	�'�	(�4��.	(���2�� 
Dv, u} ∈ EG	/6#��	� ���#$�/( 	ϕ(v) i ϕ(u) w grafie H.

�;�	�-������ 5	����'	��4�!�%	(�! �#�!�	.���	����! �	��	1��"��	-���������	��4! :
#+.6#�#$	 -���#��1�'!�	 (���2�� �7

Definicja 2

Funkcje wG oraz wH	-���-���6�(��+.6	(���2�� ��	1��"��	G i H dodatnie wagi na-
zywane ������	
��
7	,	-���-��(+	('���#�!��	>	;��	��1	>	"+!(#.�	 ��	��4!�	+��4�5	��
��4����0# ���	���!e 1. 
�����	
���	
���
	�	1��" �	!�������	�+�2	��1	(���2�� 	�#$�:
��6#�#$	�	.�.	�(/��7

&���������	 (����� +�	 .�(�0# %	 �'�	 ����'+	 ��4�!�1�%	 �� 6��!�	 .���	 �	 �-�3! �! ��
�! (�.6#��	�	���6- �! �	(���2�� 	1��"+	1�0# �	-����	0# �4(2	1��"+	1��-������7	��4!�	��:
���	���" ! ���5	!���2-+.6cy cel optymalizacyjny.

Definicja 3


�����	��� �������
 {v, u} ∈ EG w umieszczeniu (ϕ%� π9	 !�������	 �/+1�05	 0# �4( 
π({v,uC9	-��� �'�!6	-����	�/+1�05	(���2�� 	Dv, u}. 
�����	�����
���	���
� (ϕ,�π) nazywa-
my maksy��'!6	 ��'���#.2	 (���2�� 	 Dv, u} po	 ������( #$	 (���2�� �#$	 �	 EG. ���������
������	��� ��
���	���
� grafu G w H	 !�������	 !�.�! �.��6	 ��'���#.2	 +� ���#��! �	 -�
������( #$	-�-���!�#$	+� ���#�eniach (ϕ,�π) grafu G w graf H.

���2;!��%	������	 �����4�! �%	(����� +�	�-����' ��#�.!��	 .���	+0���! �!�	wersja dy-
la��#. %	(����	�	!��+��'!�	�-���;	.���	�! �.	���4' ��	!�	�-�3! �! �	-�.���!#��#$	(���2�� 7

Definicja 4

�����
��������	�����
���	���
� (ϕ%�π9	!�������	 '����	�+��	��'���#. 	(���2�� 	1��"+
1�0# �	 -����	 /6#�!6	 ' #�;2	 (���2�� 7	���������� �����
�� ������	��� ��
���	���
� grafu G
w H	 !�������	 !�.�! �.��6	 0���! 6	 ��'���#.2	 +� ���#��! �	 -�	 ������( #$	 -�-���!�#$
+� ���#�eniach (ϕ%�π9 grafu G w graf H.

E�	 ���+!(+	 �	 -�������� �!�	 �����/�	 +� ���#��! �	 -���(/�����1�	 1��"+	 8���7	 ��9
�	 1��" �	 8���7F�;97	 &���(/�����%	 ��'���#.�	 (���2�� 	 Dc, dC	 ��!�� 	 GH@	  	 .���	 !�.� 2(���
�-�0���	 ������( #$	 (���2�� 	 1��"+	 1�0# �7	 ���	 �����%	 ��'���#.�	 ��-����!����!�1�
+� ���#��! �	8���7	�#9	��!�� 	GH@7	,����	��+��4�5%	4�	(���2�3	�	�����	I	�	1��" �	1��-�:
�����	 ! �	 .���	 ��(���������!�	 8-�� ��	 /6#��! �	 ;��-�0��d! �	 �;�����	 � ���#$�/(��	 b
i e9%	 ��� ���	 ! �.	 ��(���������!�	 .���	 0# �4(�	 �	 (������.	 �/+1�0# 7	 B����(o��%	 �1��! �
�	��" ! #.6%	 ��-+��#��'!�	 .���	� �'�(���!�	��(���������! �	 ��.	 ����.	(���2�� 	1��"+	1�:
�-������	��	������ �! �	��4!�#$	-�/6#��)7
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&����!�! �	�'1�������	��4�!�1�	+� ���#��! �	1��"��777 ��@

#�������&���(/�����	+� ���#��! �	8#9	��4�!�1�	1��"+	8�9	�	1��" �	8;9

$��%
���
��&����'�	���"
��

�����!�	 �-����' ��#.�	 ��'���#. %	 .�(	  	 0���! �.	 ��'���#. 	 �6	 -��;'���� 	 E&:��+�!�:
� 	<A=7

��4!�	 ��+��4�5%	 4�	 �-����'!�	 �����05	 ��'���#. 	 -���	 +� eszczaniu grafu w siebie
jest równa jed!�0# 7	,	-���-��(+	0���! �.	��'���#. %	�-� �+�	��4�	;�5	�! �.���	��	.��!�:
0# 7	��	 ��	� �.�#�%	�	 ��#��1�l!�0# %	 1��	��1 	 !�	 (���2�� �#$	 ! �	 �-�/! �.6	 ! ����!�0# 
���.(6��7

����+.6#	��'�1/�0# ���	(����� +�	�-����' ��#. % redukujemy problem do znalezienia
odwzorowa! �	� ���#$�/(��	>	! �	�+� ��	 ��.����5	 � 2	 -��;'����	-����� �/+	 0# �4�(%
1��4	��;��	�-����l!�#$	-�/6#��)	�F1��" �	1��-������	.���	!��+��'!�	 	-�'�1�	!�	��;����
0# �4( 	�	!�.(������.	��'�1/�0# 	-�� 2���	��!�� 	� ���#$�/(�� 7

,	�1�'!��	-���-��(+%	1��	! �	����	�����(���.	  !"����#. 	�	 ���+(�+���	1��"+	1�:
�-������%	�����	��+��4�5%	4�	��4�	�!	;�5	�����4�!�%	.�(�	1��"	-�/!�	�	��1�� 	!�	(���2:
�� �#$	�-�/! �.6#�� 	! ���w!�05	���.(6��7	,	-��(��#�	 !���!#.2	1��"+	1��-������	H ��4�:
��	����6- 5	1��"��	-�/!��	HJ	�	��1�� 	!�	(���2�� �#$	���!�� 	��'�1/�0# ��	-�� 2���
��-�� ��! � 	� ���#$�/(�� 	�	1��" �	H7	��(�	��� �!�	! �	�� �! �	�����0# 	��'���#. 	�! 
0���! �.	��'���#. 7

&���;! �	 ��4���	 -���6- 5	 �	 1��"��	 G7	 &�/!�	 1��"	 ��4�!�	 G’ pows��/�	 !�	 ;�� �
� ���#$�/(��	 G	 -����	 !���! �	 (���2�� ��	 ��1	 ���!�#$	 !�.(�������	 0# �4(��	 -�� 2:
���	��-�� ��! � 	� ���#$�/(�� 	! �	�� �! �	�����0# 	��'���#. 7	E�'�4�	��+��4�5%	4�	! �
��4���	 �	 ��!	 �-���;	 ����2-���5	 1��"+FG	 �	 -���-��(+	 �-����' ��#. 	 0���! �.	 ��4onej
dylatacji.
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&����������	 ��1��! �! ��	 �����4�!��	 �	 -��#�	 .���	 -����!�! �	 �'1�������	 �'�
-��;'��+	+� ��z#��! �	1��"��	�	1��"�#$	�-����' �+.6#�#$	��'���#.2	����	0���! 6	��'���:
#.27	��+��4��%	4�	��1 	-���-o��6�(���!�	�6	�����!�	��	(���2�� 	1��"+	1�0# �%	.�(	 	��
(���2�� 	1��"+	1��-������7
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. �
�
���	 0�$Q1R

. ����
��'�
�	����
�	�	
���	������#
��!��	0�$Q�KM1R

. ����
��'�
�	����
�	�
�	
���
	�
 ��	���	�������	���#	����*����	0�$Q��KM1R

. ����
��'�
�	����
�	�	
���	������#
��!�	�	����������	�������	������'����	0�$Q�-431R

. ����
��'�
�	 ����
�	 �
�	 
���
	�
 ��	 ���	 �������	���#	 ����*���	 �	 ����������

�������	 ������'����	 0�$Q��-431R
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7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

BF 1,57 10,9 98,4 965 9670 – – – – – 

BAC 1,20 9,37 73,9 499 2970 28400 – – – – 

BAC-LF 1,09 7,19 34,6 229 1350 11100 – – – – 

BAC-wLF 0,47 0,94 1,41 5,16 83,9 17,03 31,2 457 652 46500 

BAC-MST 1,25 4,53 21,7 161 1010 7430 15400 – – – 

BAC-wMST 1,87 9,22 63,6 523 3630 38600 – – – – 

BAC-SLF 1,25 6,72 29,7 293 922 14300 – – – – 

BAC-wSLF 0,62 0,93 1,87 6,88 96,3 60,9 470 759 1470 – 

BAC-SL 1,41 5,31 23,0 292 848 43700 – – – – 
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BAC-wSL 0,47 0,79 1,09 3,91 78,9 9,22 16,7 257 337 39500 
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6 7 8 9 10 11 12 13 

BF 0,62 3,13 23,5 239 2210 26200 – – 

BAC 0,79 4,22 34,4 311 2870 14700 195000 – 

BAC-LF 0,70 3,60 23,5 217 1190 6080 78500 – 

BAC-wLF 0,62 2,34 14,1 95,3 267 2020 11300 84900 

BAC-MST 0,78 3,59 25,0 148 1220 6760 148000 – 

BAC-wMST 0,74 4,22 29,7 223 2850 13000 – – 

BAC-SLF 0,94 3,60 23,4 155 1450 9750 89500 – 

BAC-wSLF 0,78 2,50 15,6 95,4 284 2090 21300 88100 

BAC-SL 0,78 3,75 23,4 175 1090 5490 183000 – 
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BAC-wSL 0,63 2,34 12,5 82,8 250 1870 10400 68500 
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dylatacji 5 6 7 8 9 10 11 20 50 100 

GRD 2,06 1,88 2,36 2,31 2,83 2,68 2,69 3,59 4,37 4,38 

GRD-LF 2,06 1,81 2,10 2,08 2,50 2,27 2,35 3,01 3,59 3,61 

GRD-wLF 1,19 1,23 1,48 1,39 1,50 1,48 1,62 2,03 2,40 2,56 

GRD-MST 1,63 1,55 2,09 1,91 2,38 2,19 2,37 3,02 3,57 3,57 

GRD-wMST 1,83 1,76 2,23 2,16 2,58 2,38 2,55 3,34 4,26 4,27 

GRD-SLF 2,06 1,75 2,08 2,10 2,49 2,42 2,42 3,10 3,44 3,44 

GRD-wSLF 1,19 1,20 1,43 1,37 1,51 1,45 1,62 2,04 2,41 2,45 

GRD-SL 1,82 1,80 2,19 1,99 2,31 2,22 2,34 3,00 3,32 3,34 

A
lg

or
yt

m
 

GRD-wSL 1,19 1,19 1,46 1,35 1,46 1,44 1,57 1,96 2,20 2,37 

����
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�� ��!�� 1,11 1,08 1,21 1,14 1,24 1,18 1,25 – – – 
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