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Porownanie algorytmow wazonego umieszczania grafow
w grafach minimalizujgcych opdznienia komunikacyjne

1. Wstep

W celu optymalizacji przydzialu procesow do srodowiska docelowego pod wzgledem
op6znien komunikacyjnych mozna rozwazy¢é model grafowy, polegajacy na zastapieniu
sieci procesow grafem go$ciem, natomiast srodowiska docelowego grafem gospodarzem.

Umieszczenie grafu G (goscia) w grafie H (gospodarza) polega na odwzorowaniu
wierzchotkdow grafu G w wierzchotki grafu H oraz odwzorowaniu krawedzi goscia w odpo-
wiednie $ciezki gospodarza. Graf go$¢ reprezentuje sie¢ komunikujacych sig ze soba proce-
s6w, natomiast graf gospodarz dostgpna architektur¢ wykonania tych zadan.

Optymalizacja opdznien komunikacyjnych polega wowczas na wybraniu odwzorowa-
nia, ktore minimalizuje koszty wynikajace z potrzeby uzycia zast¢pczych $ciezek w grafie
docelowym.

Dotychczas wiele prac pos§wigcono przypadkowi klasycznemu, w ktorym grafy G i H
sa grafami prostymi. Ten model zostal zaproponowany przez Moniena i Sudborough [1],
jednakze podobne rozwazania dla pewnych szczegodlnych klas grafow byly prowadzone
wczesniej [2—4].

Podejscie klasyczny naktada ograniczenie zwiazane z jednolitoscia krawgdzi, zard6wno
dla grafu goscia, jak i gospodarza. Aby usunaé to ograniczenie, zostata zaproponowana
modyfikacja, polegajaca na zastosowaniu wag [5]. Umozliwia to uzycie modelu do rozwia-
zywania rzeczywistych problemow, gdzie potaczenia, zar6wno wymagane, jak i dostgpne,
nie sa jednorodne.

Model wazony umieszczania grafoéw w grafach byt rozwazany w pracach [5-6]. Zosta-
ly tam zaprezentowane algorytmy, rozwiazujace zagadnienie wazonej dylatacji dla pew-
nych szczegolnych klas graféw. W odroznieniu od wcezesniejszych, niniejsza praca rozwaza
algorytmy dziatajace dla dowolnych graféw, a nie tylko dla specyficznych topologii. Dodat-
kowo, rozwazane algorytmy zostaly zaimplementowane, przetestowane i porownane pod
wzgledem czaséw dziatania i jakosci uzyskiwanych rozwiazan.
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2. Podstawy modelu wazonego

Niech G = (V;, E;) jest grafem umieszczanym, a H = (V;, E};) grafem docelowym.

Definicja 1

Parg¢ funkcji (¢, m) nazywamy umieszczeniem, jezeli ¢ przyporzadkowuje rozno-
wartosciowo wierzchotki grafu G wierzchotkom grafu H, a funkcja m przyporzadkowuje
krawgdziom grafu G $ciezki w grafie H. Oczywiscie $ciezka m({v, u}) dla kazdej krawgdzi
{v, u} € E taczy wierzchotki @(v) i @(u) w grafie H.

Aby wprowadzi¢ model wazony, konieczne jest dodanie do graféw parametréw rézni-
cujacych poszczegdlne krawedzie.

Definicja 2

Funkcje w; oraz w, przyporzadkowuja krawedziom grafow G i H dodatnie wagi na-
zywane diugosciami. W przypadku klasycznym — bez wag — funkcje te mozna uwazaé za
tozsamosciowo rowne 1. Diugosciq Sciezki w grafie nazywamy sumg wag krawedzi wcho-
dzacych w jej sktad.

Podstawowe kryterium jakosci, dla modelu wazonego, zwiazane jest z opdznieniem
wnikajacym z zstapienia krawedzi grafu goScia przez Sciezke grafu gospodarza. Mozna za-
tem zdefiniowa¢ nastgpujacy cel optymalizacyjny.

Definicja 3

rrrrrr

n({v,u}) podzielona przez dtugos¢ krawedzi {v, u}. Dylatacjq umieszczenia (@, ™) nazywa-
my maksymalna dylatacj¢ krawedzi {v, u} po wszystkich krawedziach z E,. Optymalng
dylatacjq umieszczenia grafu G w H nazywamy najmniejsza dylatacje umieszczenia po
wszystkich poprawnych umieszczeniach (¢, ) grafu G w graf H.

Odrgbnym, wartym rozwazenia, kryterium optymalizacyjnym jest usredniona wersja dy-
latacji, ktora w naturalny sposob jest mniej wrazliwa na op6znienia pojedynczych krawedzi.

Definicja 4

Sredniq dylatacjq umieszczenia (9, ) nazywamy iloraz sumy dylatacji krawedzi grafu
goscia przez taczna liczbg krawedzi. Optymalng sredniq dylatacjq umieszczenia grafu G
w H nazywamy najmniejsza $rednia dylatacj¢ umieszczenia po wszystkich poprawnych
umieszczeniach (@, ) grafu G w graf H.

Na rysunku 1 przedstawione zostalo umieszczenie przykladowego grafu (rys. la)
w grafie (rys. 1b). Przyktadowo, dylatacja krawedzi {c, d} wynosi 8/5 i jest najwicksza
sposrod wszystkich krawedzi grafu goscia. Tym samym, dylatacja zaprezentowanego
umieszczenia (rys. 1¢) wynosi 8/5. Warto zauwazy¢, ze krawedz o wadze 7 w grafie gospo-
darza nie jest wykorzystywana (pomimo faczenia bezposrednio obrazoéw wierzchotkow b
i e), zamiast niej wykorzystywana jest §ciezka o krotszej dtugosci. Dodatkowo, zgodnie
z definicja, dopuszczalne jest wielokrotne wykorzystywanie tej samej krawedzi grafu go-
spodarza do zestawiania réznych polaczen.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Poréwnanie algorytmow wazonego umieszczania grafow... 225

(b)

Rys. 1. Przyktadowe umieszczenie (c) wazonego grafu (a) w grafie (b)

3. Ogolne wlasnosci modelu

Zarowno optymalizacja dylatacji, jak 1 sredniej dylatacji sa problemami NP-trudny-
mi [6].

Mozna zauwazy¢, ze optymalna warto§¢ dylatacji przy umieszczaniu grafu w siebie
jest rowna jednosci. W przypadku sredniej dylatacji, optimum moze by¢ mniejsze od jedno-
$ci. Ma to miejsce, w szczegolnoscei, gdy wagi na krawedziach nie spetniaja nierownos$ci
trojkata.

Stosujac odlegtosciowe kryterium optymalizacji, redukujemy problem do znalezienia
odwzorowania wierzchotkow — nie musimy zajmowac si¢ problemem przydzialu $ciezek,
gdyz wybor optymalnych polaczen w grafie gospodarza jest naturalny i polega na wyborze
$ciezki o najkrotszej odlegtosci pomigdzy danymi wierzchotkami.

W ogoélnym przypadku, gdy nie mamy dodatkowej informacji o strukturze grafu go-
spodarza, warto zauwazy¢, ze moze on by¢ rozwazany, jako graf pelny z wagami na krawg-
dziach spehiajacymi nierownos$¢ trojkata. W praktyce instancjg grafu gospodarza H moze-
my zastapi¢ grafem petnym H’ z wagami na krawedziach réwnymi odlegtosciom pomigdzy
odpowiednimi wierzchotkami w grafie H. Taka zamiana nie zmienia wartosci dylatacji ani
sredniej dylatacji.

Podobnie mozemy postapi¢ z grafem G. Pelny graf wazony G’ powstaly na bazie
wierzchotkow G przez nadanie krawgdziom wag rownych najkrotszym $ciezkom pomig-
dzy odpowiednimi wierzchotkami nie zmienia wartosci dylatacji. Nalezy zauwazy¢, ze nie
mozemy w ten sposob zastgpowac grafu G w przypadku optymalizacji $redniej wazonej
dylatacji.

4. Zakres eksperymentu

Podstawowym zagadnieniem rozwazanym w pracy jest porownanie algorytméw dla
problemu umieszczania grafow w grafach optymalizujacych dylatacj¢ oraz $rednia dylata-
cj¢. Zauwazmy, ze wagi przyporzadkowane sa zarowno do krawgdzi grafu goscia, jak i do
krawedzi grafu gospodarza.
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4.1. Testowane algorytmy

Dla problemu optymalizacji dylatacji zostaly przetestowane algorytmy doktadne, na-
tomiast dla problemu optymalizacji §redniej dylatacji zostaly przetestowane rowniez za-
chtanne algorytmy heurystyczne.

Wyczerpujace przegladanie

Algorytm polega na sprawdzeniu wartosci dylatacji lub $redniej dylatacji dla wszyst-
kich mozliwych odwzorowan wierzchotkow grafu. Liczba wszystkich mozliwych przypo-
rzadkowan wierzchotkow grafu goscia w wierzchotki grafu gospodarza réwna jest liczbie
wariacji bez powtorzen |V;| elementowych ze zbioru Vy. Ztozono$¢ obliczeniowa zwigk-
sza dodatkowo potrzeba wyznaczenia wartosci dylatacji wazonej dla kazdego przyporzad-
kowania.

Pomijajac czas potrzebny na policzenie wszystkich odlegtosci w grafie gospodarza
mozna okresli¢ zlozono$¢ obliczeniowa nastgpujaco: O( Eg ||Vy V(I Vy | =1V DY)-

Algorytm wyczerpujacego przegladania oznaczany bedzie dalej symbolem BF.

Wyczerpujace przegladanie z backtrackingiem

Uzycie backtrackingu jest modyfikacja polegajaca na przyspieszeniu algorytmu prze-
gladajacego wszystkie mozliwe odwzorowania.

Mozliwe odwzorowania wierzchotkow generowane sa w sposob rekurencyjny, two-
rzac drzewo przeszukiwan. Korzeniem drzewa jest odwzorowanie puste, w ktorym zaden
wierzcholek grafu goscia nie zostat przypisany do wierzchotkéw grafu gospodarza. Lisémi
takiego drzewa sg odwzorowania kompletne, w ktorych wszystkie wierzchotki grafu goscia
maja obrazy w postaci wierzchotkow grafu gospodarza. Poszczegodlne $ciezki — od korzenia
do liscia — reprezentuja seri¢ wyborow wierzchotow grafu gospodarza, w ktére odwzoro-
wywane sa kolejne wierzchotki grafu goscia. Wezty posrednie reprezentuja czgsciowe od-
wzorowania, w ktorym pewien poczatkowy podzbior wierzchotkéw grafu goscia ma przy-
porzadkowane wierzchotki w grafie gospodarza.

Podczas przegladania mozliwych odwzorowan zapamigtujemy najlepsza dotychczas
warto$¢ wazonej dylatacji (lub $redniej dylatacji). Jesli rozwiazanie czastkowe, w pewnym
wezle posrednim drzewa rozwiazan, osiagnglo lub przekroczylo wartos¢ dylatacji rozwia-
zania, jak dotad najlepszego, wowczas mozemy poming¢ uzupehienie takiego rozwiazania
czastkowego. Tym samym usuwamy cze¢$¢ weztow z drzewa przeszukiwan i redukujemy
czas obliczen potrzebny do uzyskania rozwiazania optymalnego.

Sposdb generowania drzewa rozwiazan ma zasadnicze znaczenie w kontekscie mozli-
wosci pomijania jak najwigkszych poddrzew. Intuicja podpowiada, ze jezeli dostatecznie
szybko znajdziemy dobre rozwiazanie o niewielkiej dylatacji, wowczas wigksze poddrzewa
beda pomijane. Ma to zwiazek z zaniechaniem rozszerzania rozwiazania o umieszczenia
pozostatych wierzchotkow. Powodem zaniechania jest przekroczenie wartoéci dylatacji
W czg§ciowym rozwiazaniu.

Wplyw na generowanie drzewa rozwiazan ma migdzy innymi kolejnos¢ wierzchotkow
grafu goscia, zgodnie z ktdra uzupetniane sa rozwiazania czastkowe.
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Rozwazane byly modyfikacje algorytmu backtrackingu uwzglgdniajace nastgpujace
reguly kolejnosci wierzchotkow grafu goscia:

— losowa, (BAC);

— nierosnaco, wedtug stopni wierzchotkdéw, (BAC-LF);

— nierosnaco, wedlug sum odwrotnosci wag incydentnych krawedzi, (BAC-wLF);

— nierosnaco, wedlug stopni wierzchotkéw w minimalnym drzewie spinajacym, (BAC-MST);

— nierosnaco, wedlug sum odwrotnosci wag incydentnych krawedzi w minimalnym
drzewie spinajacym, (BAC-wMST);

— nierosnaco, wedlug liczby sasiadow w podgrafie indukowanym przez dotychczasowo
wybrane wierzchotki (jako pierwszy jest wybierany wierzchotek o najwigkszym stop-
niu w calym grafie gosciu), (BAC-SLF);

— nierosnaco, wedtug sum odwrotno$ci wag incydentnych krawedzi w podgrafie indu-
kowanym przez dotychczasowo wybrane wierzchotki (jako pierwszy jest wybierany
wierzchotek o najwigkszej sumie odwrotnosci wag incydentnych krawedzi w caltym
grafie gosciu), (BAC-wSLF);

— iteracyjnie, jako ostatni wybierany jest wierzchotek o najmniejszym stopniu, nast¢pnie
jest usuwany z grafu goscia i procedura jest powtarzana do wyczerpania wierzchotkow
(BAC-SL);

— iteracyjnie, jako ostatni wybierany jest wierzchotek o najmniejszej sumie odwrotnosci
wag incydentnych krawedzi, nastgpnie jest usuwany z grafu goscia i procedura jest
powtarzana do wyczerpania wierzchotkéw, (BAC-wSL).

Formalnie, ztozono$¢ obliczeniowa jest taka jak dla algorytmu wyczerpujacego prze-
szukiwania i wynosi O(| Eg ||V [V Ve |-1Vg DY) -

Podejscie zachlanne

Jezeli rozmiar problemu przekracza mozliwosci algorytmow doktadnych, moze oka-
za¢ sig konieczne zastosowanie algorytmu szybkiego, niedajacego gwarancji optymalnosci
rozwiazania.

Powyzszy postulat jest realizowany, migdzy innymi, przez rodzing algorytméw za-
chtannych. W algorytmach zachtannych decyzje czastkowe, prowadzace do kompletnego
rozwiazania, podejmowane sa w oparciu o kryterium maksymalizacji lokalnej funkcji celu.

W problemach umieszczania graféw w grafach pojedyncza decyzja dotyczy uzupel-
nienia czg¢§ciowego rozwiazania o umieszczenie kolejnego wierzchotka grafu goscia w wy-
brany, wolny wierzchotek grafu gospodarza.

Kolejnos¢ wierzchotkow grafu goscia, zgodnie z ktdra rozszerzane jest umieszczenie,
ustalana jest na poczatku algorytmu. Zgodnie z ta kolejnoscia (<), dla wierzchotka v grafu
goscia, wybierany jest lokalnie najlepszy, wolny wierzchotek x grafu gospodarza minimali-
Zujacy nastgpujace wyrazenie:

Y W (£,0(w))

o, Vo
W;V @
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Analogicznie jak w przypadku algorytmdw backtrackingu, rozwazane byty modyfika-
cje algorytmow zachtannych ze wzgledu na kolejno$é osadzania wierzchotkdéw grafu goscia.

4.2. Dane testowe

Dane testowe do eksperymentow stanowily grafy losowe o losowych wagach na kra-
wedziach.

Dla algorytmoéw doktadnych przeprowadzono eksperymenty dla graféow o maksymal-
nie 16 wierzchotkach, natomiast dla algorytméw zachtannych liczba wierzchotkow byta
maksymalnie réwna 100. Dodatkowo, dla pojedynczej instancji problemu, liczby wierz-
chotkow grafu goscia i gospodarza byly zawsze rowne.

Dla wszystkich przetestowanych graféw liczba krawedzi byta doktadnie dwukrotnie
wigksza niz liczba wierzchotkow. Dla zagwarantowania istnienia umieszczenia, jako go-
spodarze, wybierano wylacznie grafy spdjne.

Wagi dla krawedzi byly losowane w sposob rownomierny w przedziale [1...100].

5. Wyniki

W tabeli 1 zostaly zaprezentowane $rednie czasy dziatania algorytmow doktadnych
dla graféw o roéznej liczbie wierzchotkow. Dla kazdej liczby wierzchotkow zostato wykona-
ne 100 testow z réznymi grafami losowymi, a nastgpnie czasy dziatania zostaly usrednione.
Dla wszystkich algorytméw stosowane byly jednakowe zestawy grafow.

Tabela 1
Srednie czasy dziatania dla algorytméw dokladnych optymalizujacych dylatacje

Liczba wierzchotkéw graféw goscia i gospodarza

7 8 9 10 11 12 13 14 | 15 16

Czas dzialania [ms]

BF 1,57 | 10,9 ] 98,4 | 965 | 9670 | - S R -
BAC 1,20 | 937 73,9 | 499 | 2970 | 28400 | - | - | - -
BAC-LF 1,09 | 7,19 | 34,6 | 229 | 1350 | 11100 | - | - | - -

BAC-wLF 047 | 094 | 1,41 | 516 | 83,9 | 17,03 | 31,2 | 457 | 652 | 46500
BAC-MST 1,25 | 453 21,7 | 161 | 1010 | 7430 [15400| — | — -
BAC-wMST | 1,87 | 922 | 63,6 | 523 | 3630 | 38600 | - | — | - -

Algorytm

BAC-SLF 1,25 | 6,72 | 29,7 | 293 | 922 | 14300 - - - -

BAC-wSLF 0,62 | 093 | 1,87 | 6,88 | 96,3 | 60,9 470 | 759 |1470| -

BAC-SL 1,41 | 5,31 | 23,0 | 292 | 848 | 43700 - - | - -
BAC-wSL 0,47 | 0,79 | 1,09 | 3,91 | 78,9 | 9,22 16,7 | 257 | 337 | 39500
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W tabeli 2 znalazto si¢ poréwnanie czaséw dziatania dla algorytmow doktadnych,
optymalizujacych $rednia dylatacje. Procedura testowa byta taka sama jak w przypadku al-
gorytmoéw optymalizujacych dylatacjg.

Tabela 2
Srednie czasy dzialania dla algorytméw dokladnych optymalizujacych $rednia dylatacje

Liczba wierzchotké £6 Scia i d
Czas dziatania [ms] iczba wierzchotkow graféw goscia i gospodarza

6 7 8 9 10 11 12 13
BF 0,62 | 3,13 | 23,5 | 239 | 2210 | 26200 - -
BAC 0,79 | 4,22 | 34,4 | 311 | 2870 | 14700 | 195000 -
BAC-LF 0,70 | 3,60 | 23,5 | 217 | 1190 | 6080 | 78500 -

BAC-wLF 0,62 | 2,34 | 14,1 | 95,3 | 267 | 2020 | 11300 | 84900
BAC-MST 0,78 | 3,59 | 25,0 | 148 | 1220 | 6760 | 148000 -
BAC-wMST | 0,74 | 4,22 | 29,7 | 223 | 2850 | 13000 - -
BAC-SLF 0,94 | 3,60 | 23,4 | 155 | 1450 | 9750 | 89500 -
BAC-wSLF | 0,78 | 2,50 | 15,6 | 95,4 | 284 | 2090 | 21300 | 88100
BAC-SL 0,78 | 3,75 | 23,4 | 175 | 1090 | 5490 | 183000 -
BAC-wSL 0,63 | 2,34 | 12,5 | 82,8 | 250 | 1870 | 10400 | 68500

Algorytm

Wyniki poréwnujace algorytmy zachtanne, pod wzglgdem $redniej dylatacji uzyska-
nych rozwiazan, zostaly przedstawione w tabeli 3. W ostatnim wierszu, gdzie byto to moz-
liwe, podane zostaty rowniez wartosci optymalne $redniej dylatacji.

Wartosci sredniej dylatacji uzyskany(r:l:nl lr)(?:\:viz.a(zaﬁ dla algorytmoéw heurystycznych
Warto$¢ $redniej Liczba wierzchotkow graféw goscia i gospodarza
dylatacji s e | 7] 8| 9 10| 11]2 |50 |100
GRD 2,06 | 1,88 | 2,36 | 2,31 | 2,83 | 2,68 | 2,69 | 3,59 | 4,37 | 4,38
GRD-LF 2,06 | 1,81 | 2,10 | 2,08 | 2,50 | 2,27 | 2,35 | 3,01 | 3,59 | 3,61
GRD-wLF 1,19 | 1,23 | 1,48 | 1,39 | 1,50 | 1,48 | 1,62 | 2,03 | 2,40 | 2,56
£ | GRD-MST 1,63 | 1,55 2,09 | 1,91 | 2,38 | 2,19 | 2,37 | 3,02 | 3,57 | 3,57
‘é; GRD-wMST 1,83 | 1,76 | 2,23 | 2,16 | 2,58 | 2,38 | 2,55 | 3,34 | 4,26 | 4,27
< | GRD-SLF 2,06 | 1,75 | 2,08 | 2,10 | 2,49 | 2,42 | 2,42 | 3,10 | 3,44 | 3,44
GRD-wSLF 1,19 | 1,20 | 1,43 | 1,37 | 1,51 | 1,45 | 1,62 | 2,04 | 2,41 | 2,45
GRD-SL 1,82 | 1,80 | 2,19 | 1,99 | 2,31 | 2,22 | 2,34 | 3,00 | 3,32 | 3,34
GRD-wSL 1,19 | 1,19 | 1,46 | 1,35 | 1,46 | 1,44 | 1,57 | 1,96 | 2,20 | 2,37
Warto$¢ optymalna 1,11 | 1,08 | 1,21 | 1,14 | 1,24 | 1,18 | 1,25 - - -
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6. Whnioski

Algorytmy doktadne optymalizujace dylatacj¢ w czasie ponizej 200 sekund poradzity
sobie z grafami o kilkunastu wierzchotkach. Najlepszym z przetestowanych algorytmow
okazat si¢ BAC-wSL. Modyfikacja ,,wSL” umozliwia rozpatrywanie instancji problemu
wigkszej o okoto 4 wierzcholki, w poréwnaniu do metody czystego backtrackingu, zacho-
wujac zblizony czas poszukiwania rozwiazania. W efekcie umieszczanie grafow o 16 wierz-
chotkach zajmowato $rednio 39,5 sekundy. Nieco gorsza efektywnos¢ zaprezentowata mo-
dyfikacja ,,wLF”. Modyfikacja ,,wSLF” poradzita sobie z instancjami o 15 wierzchotkach.

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na rozbieznosci, jakie pojawiaty si¢ w czasach
wykonania dla roznych instancji problemu o takiej samej liczbie wierzchotkoéw. Okoto 90%
wszystkich 16-wierzchotkowych grafow byto umieszczanych optymalnie, przy uzyciu al-
gorytmu BAC-wSL, w czasie ponizej jednej sekundy.

W przypadku algorytméw doktadnych, optymalizujacych $rednia dylatacj¢, wyzna-
czenie rozwiazania okazato si¢ bardziej czasochtonne. Rowniez w tym przypadku najszyb-
szy okazal si¢ algorytm BAC-wSL. Algorytm ten w czasie $rednim 68,5 sekundy znajdowat
umieszczenia doktadne dla graféw o 13 wierzchotkach. Spadek wydajnosci, w stosunku do
optymalizacji dylatacji, wynika gltéwnie ze zmieszenia poddrzew drzewa rozwiazan, jakie
sa pomijane podczas przegladania.

Niestety, zaprezentowane algorytmy doktadne potwierdzaja swoja praktyczna nieuzy-
teczno$¢ dla grafow o liczbie wierzchotow przekraczajacej kilkanascie. Dla takich grafow
najlepsze rezultaty, optymalizacji §redniej wazonej dylatacji, osiagnat algorytm GRD-wSL.

Porownujac wartosci uzyskiwane przez algorytm GRD-wSL z optymalnymi, widaé ze
wraz ze wzrostem liczby wierzchotkéw blad wzgledny ma tendencj¢ do narastania.

Niniejsza praca absolutnie nie wyczerpuje tematyki zwiazanej z analiza algorytmow
umieszczania grafow w grafach. Warte dalszych badan wydaja si¢ zagadnienia zwiazane
z rozkltadem czasu dziatania algorytméw doktadnych dla réznych instancji o jednakowej
liczbie wierzchotkow. Warto§ciowym uzupelnieniem przestawionych wynikéw bytaby
réwniez analiza metaheurystyk w kontek$cie wazonego umieszczania graféw w grafach.
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