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Streszczenie w jezyku polskim

Tematem niniejszej pracy jest analiza probabilistyczna wrazliwos$ci mechanicznej
odpowiedzi konstrukcji inzynierskich na imperfekcje geometryczne oraz zmiang
wlasnos$ci materiatdéw. Z tematem tym $ciSle zwigzany jest problem estymacji
niezawodnosci konstrukcji, réwniez szeroko opisany w niniejszej rozprawie.

W  pracy dokonano przegladu metod wykorzystywanych w analizie
probabilistycznej oraz zaproponowano procedury wykorzystujace te metody w analizie
wrazliwosci niezawodno$ciowej. Opisane zostaly kolejno: metoda Monte Carlo (MC),
metody redukcyjne probkowania warstwowego (SS) 1 hiperszescianu tacinskiego (LHS),
metoda estymacji punktowej (PEM) oraz metoda powierzchni odpowiedzi (RSM).
Najwigcej uwagi poswiecono technice probkowania ukierunkowanego (TRS — Targeted
Random Sampling), na podstawie ktorej stworzono program komputerowy w srodowisku
MATLAB, umozliwiajacy poszukiwanie probek w otoczeniu stanu granicznego
konstrukcji. Osobny rozdzial poswigcono klasyfikacji i oméwieniu technik analizy
wrazliwo$ci, m.in. analizy jednoczynnikowej, projektowania przesiewowego oraz
analizy wariancji.

Przedstawione metody probabilistyczne wykorzystano w analizie kilku
przyktadow modeli prgtowych: kratownicy von Misesa, kolumnie Zieglera, wiezy
telekomunikacyjnej 1 kopuly pretowej. Wskazano optymalne sposoby okreslania
wrazliwosci mechanicznej odpowiedzi uktadu na zmiany poszczegélnych zmiennych
losowych.

We wnioskach podsumowano przeprowadzone obliczenia oraz okreslono
kierunki dalszych prac, ktorych nadrzednym celem powinna by¢ implementacja metod
probabilistycznych w standardowym projektowaniu konstrukcji.

Streszczenie w jezyku angielskim

This dissertation concerns a probabilistic sensitivity analysis of mechanical
response of engineering structures to geometrical imperfections as and to material
parameter variation. The issue is closely related to the problem of reliability-based
assessment of structures, broadly addressed in this dissertation too.

The thesis reviews the methods of probabilistic analysis and proposes procedures
to apply them in the field of reliability sensitivity analysis. The thesis covers the following
methods: Monte Carlo (MC), Stratified Sampling (SS), Latin Hypercube Sampling
(LHS), the Point Estimate Method (PEM) and the Response Surface Method (RSM).
However, most attention is focused on the Targeted Random Sampling technique, which
constituted the basis for a computer program in the Matlab software environment,
dedicated to samples search in the limit state vicinity of a given structure. A separate
chapter deals with the classification and discussion of sensitivity analysis techniques, e.g.
one at a time analysis, screening design and the analysis of variance.

The probabilistic methods presented in this paper were illustrated by selected
worked examples of bar structures: von Mises truss, Ziegler’s column,
telecommunications tower and reticulated shell. Due to the analysed examples, alternative
methods were pointed out to determine the sensitivity of the response to particular random
variations.

The concluding chapter summarizes different types of analysis and indicates
possible directions for further work, directed to implementation of probabilistic methods
in standard engineering calculations should be an overarching objective.
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Rozdzial 1. Przedmiot, cel i zakres pracy

1.1 Przedmiot rozwazan

Proces projektowania oraz budowania konstrukcji inzynierskich powinien by¢
przeprowadzony w sposob gwarantujacy jej bezpieczenstwo oraz odpowiedni komfort
uzytkowania. Trzema podstawowymi warunkami, ktore musi spetni¢ kazdy obiekt sg
kryteria: no$nosci, sztywnos$ci oraz statecznosci. Innymi stowy, postugujac si¢ definicjg
zawarta w normie PN-ISO-2394, konstrukcja musi by¢ zaprojektowana w sposob
zapewniajacy jej niezawodno$¢ czyli zdolnos¢ do wypetniania funkcji przewidzianych w
projekcie w danych warunkach eksploatacji Obliczenia deterministyczne, dominujace w
inzynierskiej analizie konstrukcji, nie dajg zadowalajacej odpowiedzi dotyczacej
niezawodnos$ci danego uktadu. Jedynie metody probabilistyczne, bedace przedmiotem
niniejszej pracy, pozwalaja na uwzglednienie faktu podlegania przez wielkosci
wykorzystywane w projektowaniu wptywom czynnikow losowych oraz umozliwiajg
oszacowanie ich bezpieczenstwa.

Dostepne 1 powszechnie stosowane inzynierskie narzedzia obliczeniowe nie
pozwalaja na przeprowadzenie pelnej analizy niezawodnos$ciowej. Nalezy podkresli¢, ze
w przeciwienstwie do programow inzynierskich wykorzystujacych liniowg a nawet
nieliniowag analiz¢ konstrukcji, programy umozliwiajace przeprowadzenie obliczen
probabilistycznych wymagaja od uzytkownika rozleglej wiedzy z zakresu rachunku
prawdopodobienstwa oraz statystyki matematycznej, przez co prawdopodobnie jeszcze
dlugo nie zostang w petni zautomatyzowane. Na chwile obecng inzynier nie dysponuje
»czarng skrzynka” za pomoca ktorej, po wprowadzeniu wedtug odpowiedniego wzorca
danych, uzyska wyniki bezposrednio wykorzystywane w projektowaniu. Z uwagi na
btyskawiczny rozw6j] mozliwosci obliczeniowych komputerow mozliwe (a nawet
konieczne) jest jednak wiaczenie metod probabilistycznych do standardowych analiz
inzynierskich. Pytaniem otwartym pozostaje w jakim zakresie takie obliczenia powinny
by¢ wykonywane?

Oczywista odpowiedziag na to pytanie jest: okreslenie prawdopodobienstwa
przekroczenia stanéw granicznych konstrukcji lub utraty przez nig stateczno$ci. Badajac
dostepne metody i1 algorytmy z tatwoscig mozna jednak stwierdzi¢, ze wlasnie takie

obliczenia sg najbardziej skomplikowane gdyz dotycza tzw. ogondéw rozkladow
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prawdopodobienstwa, matematycznie trudnych do zdefiniowania i wyznaczenia. Nawet
pobiezny przeglad literatury z zakresu niezawodno$ci uzmystawia jak wiele roznych
metod zostalo zaproponowanych przy braku wiodacych, powszechnie akceptowanych 1
uniwersalnych algorytmow. Wiasnie ta mnogos¢ mozliwych rozwigzan $wiadczy o
trudnosciach obliczeniowych. Ponadto z uwagi na brak precyzyjnych danych
wejsciowych dotyczacych rozrzutdéw wymiardow konstrukcji, parametrow materialowych,
a takze (a moze przede wszystkim) obcigzen, obliczenia niezawodnosci lub
prawdopodobienstwa zniszczenia konstrukcji obarczone sg duzg niepewnoscia.
Zastosowanie metod probabilistycznych obejmuje szerokie spektrum zagadnien.
Wsrdd nich istotne miejsce zajmuje analiza badan do$wiadczalnych materiatow i
elementéw konstrukcyjnych. Podejsécie takie umozliwia ich wszechstronny opis, obniza
koszty badan, a takze pozwala na uogolnienie opisu réwnan konstytutywnych lub
mechanicznego zachowania si¢ elementdw konstrukcyjnych. Innym obszarem
wykorzystania metod probabilistycznych jest zastosowanie budowanych obecnie
algorytméw sprawdzajgcych niezawodnos$¢ istniejagcych, wzniesionych wiele lat temu
konstrukcji. Dotyczy to szczegdlnie bedacych w nieustannym uzytkowaniu obiektow
zabytkowych, w ktorych do czynienia mamy zaréwno z nieuchronnym procesem
degradacji wykorzystanych materiatéw jak réwniez ewolucja dzialajacych obcigzen.
Nalezy podkresli¢, ze realistyczne ujecie w obliczeniach procesow starzenia i korozji jest
niezwykle trudne 1 podejscie probabilistyczne jest w takich przypadkach szczegdlnie
uzasadnione. Takze rozwoj produkcji nowych materialéw, np. kompozytéw, z uwagi na
ich niejednorodne cechy, wskazuje na konieczno$¢ stosowania opisu probabilistycznego.
Kolejnym istotnym obszarem zastosowan metod probabilistycznych jest
optymalizacja konstrukcji z uwzglednieniem jej niezawodno$ci. Wilaczenie opisu
niezawodnos$ciowego do algorytméw optymalizacyjnych pozwala na ulepszenie procesu
ekonomicznego projektowania konstrukcji z jednoczesnym uwzglednieniem
niezb¢dnego poziomu jej bezpieczenstwa. Z analizg optymalizacyjng nieodigcznie
zwigzane jest takze badanie wrazliwosci  probabilistycznej  parametrow
wytrzymato$ciowych lub uzytkowych na zmian¢ wtasnosci materialowych, wymiarow
lub innych parametréw opisujacych konstrukeje. Zgodnie z zapisem zawartym w normie
PN-ISO 2394, zmiana kazdego czynnika mogacego zakioci¢ miarg¢ niezawodnosci,
powinna by¢ potaczona ze zbadaniem wptywu tej zmiany na ogdlng niezawodno$¢

Obliczenia takie umozliwiaja wskazanie ,stabych” elementow konstrukcji Iub
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czynnikow, ktore w projektowaniu maja najwigksze znaczenie i wymagaja szczegdlnej
uwagi projektanta.

Jak wspomniano wczesniej, narzedzia probabilistyczne nie s3g obecnie
powszechnie stosowane w analizie problemow inzynierskich. Wynika to przede
wszystkim z ich poziomu skomplikowania uniemozliwiajagcego wykonywanie analizy
niezawodno$ciowej  bez  odpowiedniego  przygotowania  matematycznego.
Zautomatyzowanie obliczen z zakresu analizy niezawodno$ci, optymalizacji lub
wrazliwo$ci w stopniu zblizonym do od dawna stosowanych i1 rozwijanych programéow
wykorzystujacych metode elementéw skonczonych prawdopodobnie jeszcze dtugo nie
bedzie mozliwe. Wydaje si¢ jednak istotne wykazanie, ze proste i jednocze$nie skuteczne
metody probabilistyczne mozna z latwoscig zastosowa¢ w celu wzmocnienia i
udoktadnienia procesu projektowania.

W pracy podjeto probe sformutowania metod taczacych opis probabilistyczny z
analizg wrazliwosci odpowiedzi mechanicznej konstrukeji na imperfekcje geometryczne
1 materiatowe. Wykorzystano metody, ktoére mozna scharakteryzowac jako inzynierskie,
a wiec takie, ktore jednocze$nie nie wymagaja zaawansowanego oprogramowania i sg

latwe w zastosowaniu.

1.2 Teza, cel i zakres pracy

Teza pracy
Teze pracy sformulowano nastgpujaco: Mozliwe jest oszacowanie wrazliwos$ci
stanow granicznych nieliniowych modeli konstrukcji inzynierskich na imperfekcje
geometryczne i materialowe przy zastosowaniu metody symulacyjnej Monte Carlo wraz
z odpowiednio sformutowanymi technikami redukcyjnymi, probkowaniem

ukierunkowanym, metoda powierzchni odpowiedzi oraz metoda estymacji punktowe;.

Cel pracy
W Katedrze Mechaniki Budowli, Wydzialu Inzynierii Ladowej, Politechniki
Gdanskiej od wielu lat rozwijane sa metody analizy probabilistycznej. Wykorzystywane
byty one nie tylko w problemach dotyczacych konstrukcji inzynierskich ale réwniez w
zagadnieniach z dziedziny ochrony §rodowiska. Zbudowano wtasne programy stuzace
m.in.: generacji pol losowych, zastosowania metody perturbacyjnej w analizie powtok
czy tez wykorzystaniu metod: estymacji punktowej (PEM), Monte Carlo (MC),

powierzchni odpowiedzi (RSM) i innych. Zaproponowane algorytmy i narzg¢dzia
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obliczeniowe s3 wigc uniwersalne i mozna je stosowac¢ do analizy praktycznie kazdego
problemu inzynierskiego. Kluczowym jest jednak wlasciwy wybor metody a takze
przyjecie odpowiedniego algorytmu obliczeniowego - czynniki te zalezne sa od
charakteru konkretnego zadania.

Ogo6lnym celem niniejszej rozprawy jest zaadoptowanie istniejacych algorytméw
do analizy wrazliwo$ci stanéw granicznych no$nosci i uzytkowania wybranych
konstrukcji inzynierskich na imperfekcje geometryczne i materialowe. Dodatkowo,
istniejgce procedury wzbogacono o wilasne narzedzia, ktorych gtownym zadaniem jest
uproszczenie i przyspieszenie procesu obliczen. Przedstawione w rozprawie przyktady
ograniczono do prostych uktadow pretowych, ilustrujacych zagadnienie.

W pracy pod pojeciem wrazliwos¢ konstrukcji bedzie rozumiana zmiana
parametréw nos$nosci lub uzytkowalnosci pod wplywem imperfekcji geometrycznych lub
materiatowych, a takze obcigzenia zewnetrznego. Wychodzac z zalozenia, ze kazde
obcigzenie oraz imperfekcje moga (a nawet powinny) by¢ zdefiniowane jako zmienne
losowe o okreslonej zmiennosci, zdecydowano si¢ zbada¢ wplyw tej zmiennosci, opisane]
W sposob probabilistyczny, na odpowiedZ mechaniczng konstrukcji. Efektem koncowym
analizy jest zatem estymacja zmiany niezawodnosci konstrukcji. Nie nalezy wigc
zaproponowanego podejscia traktowac jako standardowej analizy wrazliwosci, mozna je

okresli¢ jako niezawodnos$ciowg lub probabilistyczng wrazliwos¢ konstrukcji.

Podsumowujac, cele niniejszej pracy mozna sformutowaé nastepujaco:
= przeglad probabilistycznych metod obliczeniowych pozwalajacych na analize
niezawodnos$ciowej wrazliwos$ci konstrukcji,
= dobdr i adaptacja wybranych metod wtasciwych dla proponowanej analizy,
= zaproponowanie wlasnych algorytmoéw optymalizujacych obliczenia,
* przetestowanie zaproponowanych algorytméw przy wykorzystaniu odpowiednio

dobranych przyktadow;

W pracy przyjeto szereg ograniczen i zatozen:
= praca nie obejmuje analizy wrazliwosci rozumianej w standardowy sposob,
analizowane s3 jedynie metody wrazliwosci niezawodno$ciowej,
= przyktady obliczeniowe dotycza jedynie statyki konstrukeji, chociaz mozliwe jest

bezposrednie rozszerzenie algorytmow o analizy dynamiczne,
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» algorytmy sformutowano za pomocg narze¢dzi obliczeniowych umozliwiajacych ich
bezposrednie zastosowanie w analizie konstrukcji rzeczywistych,
= obliczenia wykonano dla pretowych modeli teoretycznych oraz przyktadow

rzeczywistych konstrukeji inzynierskich - kratownic.

ZakKkres pracy
Prace podzielono na 6 rozdziatow.

W pierwszym rozdziale przedstawiono tez¢ pracy oraz dokonano przegladu
literatury. Gtownym celem tego przegladu byto zdefiniowanie zakresu pracy, na tle wielu
zagadnien zwigzanych z zastosowaniem probabilistyki w problemach inzynierskich.
Obszerne fragmenty poswiecono publikacji polskich autoréow, a takze, w wezszym
zakresie gdanskiemu osrodkowi, ktory od lat rozwija te dziedzing mechaniki. Wydaje si¢
to wazne, gdyz niniejsza praca jest tworcza kontynuacjg wczesniejszych opracowan.

W drugim rozdziale przyblizono najwazniejsze poj¢cia zwigzane z
zagadnieniami probabilistycznymi a w szczego6lno$ci niezawodno$cig konstrukcji.
Rozdziat stanowi pewne rozszerzenie przegladu literatury i ma zdefiniowaé pojecia
zwigzane z trescig pracy. Miedzy innymi omowiono poziomy metody probabilistycznych
oraz modele losowe zmiennych projektowych. Ponadto uszczegdétowiono pojecie funkcji
stanu granicznego.

Rozdzial trzeci omawia szczegdélowo bezposrednio wykorzystywane w pracy
metody: Monte Carlo (MC), powierzchni odpowiedzi (RSM), estymacji punktowej
(PEM) oraz techniki redukcyjne probkowania warstwowego (SS) i hipersze$cianu
facinskiego (LHS). Rozdzial zamyka szerszy opis techniki prébkowania
ukierunkowanego (TRS), ktora zostata wykorzystana w budowie autorskiego programu.

Pojecia 1 metody analizy zwigzane z badaniem wrazliwosci mechanicznej
odpowiedzi konstrukcji na zmiang¢ jej parametrow projektowych przedstawiono w
rozdziale czwartym. Na podstawie literatury dokonano klasyfikacji tych metod,
przyblizajac roznorodne definicje wrazliwosci oraz szeroki wachlarz ich zastosowan w
analizie zagadnien inzynierskich. Kilka poje¢ opisano w szerszy sposob, gdyz zostaly
wykorzystane w obliczeniach w dalszej cz¢$ci pracy. Naleza do nich m.in. projektowanie
przesiewowe oraz metoda Monte Carlo (MC) ukierunkowana na estymacje indeksow

wrazliwosci Sobola.
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W  najobszerniejszy rozdziale piatym przedstawiono kilka przyktadow
wykorzystania oméwionych wczesniej metod. W kazdym z modeli starano si¢ skupi¢
uwage na wybranych zagadnieniach estymacji niezawodnos$ci 1 wrazliwos$ci konstrukeji,
aby w miar¢ mozliwosci przetestowac jak najwigksza liczbe wariantow obliczeniowych.
Nalezy podkresli¢, ze tylko praktyka obliczeniowa moze wykaza¢ przydatnosé
poszczegolnych metod w obliczeniach inzynierskich.

W pierwszym przyktadzie (Rozdz. 5.1) wykorzystano standardowg i powszechnie
znang kratownice von Misesa. Dla takiego, obliczeniowo tatwego modelu mozna byto
uzyska¢ doktadne histogramy no$nosci granicznej, oddzielnie dla kazdej zmiennej
projektowej. Takie podejscie nie jest mozliwe w przypadku analizy rzeczywistych
konstrukcji. Obliczono globalne oraz lokalne wspotczynnikdéw opisujace wrazliwose
konstrukcji, a takze wskazniki wrazliwosci Sobola.

Kolumna Ziglera, drugi z teoretycznych modeli przedstawionych w pracy
(Rozdz. 5.2), postuzyl do wykonania analizy chmur rozproszenia wynikéw obliczen i w
efekcie scharakteryzowania wrazliwosci uktadu. Przeprowadzono takze wszechstronng
analize¢ modelu przy wykorzystaniu metody Monte Carlo (MC) wersji bezposredniej oraz
stosujac metody redukcyjne probkowania warstwowego (SS) oraz hiperszescianu
tacinskiego (LHS). Uzyskane wyniki porownano z obliczeniami wykonanymi za pomocg
metody powierzchni odpowiedzi (RSM), przy wykorzystaniu tych samych, wczesniej
wygenerowanych probek. Podrozdziat zamyka analiza przeprowadzona autorskg metoda
prébkowania ukierunkowanego (TRS).

Najobszerniejszym przykladem przedstawionym w pracy jest analiza
rzeczywistej wiezy telekomunikacyjnej (Rozdz.5.3). Aby wykona¢ niezwykle
kompleksowe i1 pracochtonne obliczenia porownawcze, przyjeto jedynie dwie zmienne
opisujace sztywno$¢ podparcia wiezy. Oprécz klasycznej metody Monte Carlo (MC)
opracowano cztery warianty obliczen za pomoca metody powierzchni odpowiedzi
(RSM), wykonane kazdorazowo dla populacji 200 prébek. Tak jak w poprzednich
przyktadach zastosowano takze metode probkowania ukierunkowanego (TRS).
Przeprowadzona analiza pozwolita na okreslenie wrazliwosci konstrukcji z uwagi na
zmian¢ parametrow jej podparcia. Obszerne wyniki wykorzystano w aproksymacji
funkcji opisujacych wrazliwos¢, co stanowito podstawe do wyznaczenia odpowiednich
liczbowych parametréw. Dodatkowo przyjeto autorski opis wspodtczynnikow wrazliwosci

bliski wynikom analizy wykonanej za pomoca komercyjnego programu. Koncowym
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efektem obliczen jest pewna forma powierzchni wrazliwosci, ktorg mozna uzyskaé
jedynie w wyniku czasochtonnych obliczen w otoczeniu punktu projektowego. Jej
znaczenie jest wiec ograniczone.

W ostatnim przyktadzie (Rozdz. 5.4) zaprezentowano kompleksowe obliczenia
standardowej kopuly pretowej [Sorn i inni, 2016]. W tym przypadku zastosowano
przede wszystkim metod¢ estymacji punktowej (PEM). Za pomoca wstepnej analizy
parametrycznej uzasadniono wybor tej metody. Wynikiem koncowym analizy
wrazliwo$ci bylo okreslenie minimalnego pola przekroju poprzecznego pretow przy
zatozeniu 50-cio letniego normowego poziomu niezawodnosci.

Prac¢ zamykaja wnioski (Rozdz. 6) oraz spis literatury obejmujacy 204 pozycje.
Poniewaz literatura z zakresu zastosowan probabilistyki jest niezwykle obszerna
przedstawiony spis ma bardzo ograniczony charakter. Skupiono si¢ na obszarze $cisle
zZwigzanym z prezentowanymi tematami.

W  opisie metod probabilistycznych zdecydowano si¢ na réwnolegle
wykorzystanie nazewnictwa angielskiego. Wynika to z braku odpowiedniej terminologii
w jezyku polskim lub powszechnej zgody dotyczacej tego nazewnictwa. Formutowanie
wlasnych okres§len wprowadzitoby wiele nieporozumien i niejednoznacznos$ci. Dotyczy

to takze przyjetych skrotow.

Za najwazniejsze elementy pracy mozna uznac:

» sformutowanie  algorytméw  obliczeniowych  umozliwiajacych  badanie
niezawodnos$ciowej wrazliwos$ci konstrukcji,

» zbudowanie wlasnego programu wykorzystujacego technik¢ probkowania
ukierunkowanego, pozwalajagcego na witasciwy dobor probek, a w efekcie na
znaczne przyspieszenie wykonywanych obliczen,

» adaptacja wybranych metod (Monte Carlo, PEM, metoda powierzchni
odpowiedzi), w taki sposob aby mozna byto przeprowadzi¢ analiz¢ wrazliwosci
niezawodnos$ciowe;].

Stworzone procedury obliczeniowe majg szersze, uniwersalne znaczenie, gdyz rozwijaja

metody analizy probabilistyczne;.
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1.3 Przeglad literatury

Niezawodnos$¢ konstrukeji inzynierskich jest dziedzing na pograniczu nauk
podstawowych 1 stosowanych. Analiza probabilistyczna, wraz z matematycznymi
podstawami, stuzy do wypracowania procedur o uzytkowym charakterze,
umozliwiajacych usprawnienie procesu projektowania w kierunku: obliczeniowej
efektywnosci, wlasciwego modelowania oddzialywan, materialdow 1 struktur oraz
ekonomii. Podstawy niezawodnos$ci konstrukcji jako nauki zawarte sg w szeregu
opracowan monograficznych [Hart, 1982; Thoft-Christensen 1 inni, 1982; Augusti i inni,
1984; Madsen 1 inni, 1985; Ditlevsen i inni, 1996; Melchers, 1999, Ang i inni, 2007,
Raizer, 2004]. Istnieje bogata literatura pos§wigcona analizie niezawodnosci wybranych
typoéw konstrukcji inzynierskich, ze wzgledu na: material konstrukcyjny, wlasnosci
fizyczne 1 przyjety model losowy. Zagadnienia losowej analizy konstrukcji stalowych
opisane s3 w np. pracach [Biegus, 1999; Guedes-Soares i Garbatov, 2002], analizie
niezawodnosci konstrukcji drewnianych po$wiecone sg m.in. prace [Koechler, 2007,
Pieniak i inni, 2011], a tematyka niezawodnos$ci konstrukcji betonowych ujeta jest w
[Nowak i Szerszen, 2002]. Wyrdznione s3 takze przypadki niszczacego dzialania
zewnetrznego: wiatru [Simiu 1 Scanlan, 1996], oddzialywan sejsmicznych [Bototin,
1961], tacznie dzialajacego falowania morskiego i wiatru w przypadku budowli typu
offshore, gdzie konieczna jest analiza w dziedzinie czasu [Reliability of Offshore, 1992].

W Polsce przez lata wiodagcym na tym polu byl osrodek krakowski pod
kierownictwem prof. Janusza Murzewskiego [Murzewski, 1970, 1989]. Warto$ciowe
prace w zakresie niezawodnosci konstrukcji metalowych wnidst prof. Zbigniew Mendera
[Mendera, 1987]. Pod egida srodowiska krakowskiego w latach 1967 — 1992 odbyty si¢
wydarzenia naukowe prezentujgce metody probabilistyczne w mechanice z udzialem
prelegentéw polskich 1 zagranicznych [Losowe obcigzenia, 1979; Projektowanie
konstrukcji, 1988; Podstawy projektowania, 1998]. Istotny wktad w rozwo6j dziedziny
whniost osrodek wroctawski [Biegus, 1999; Sniady, 2000], z kolei elementy losowej teorii
obcigzen zawarte s3 w opracowaniu [Engel i Sieczkowski, 1978]. Pionierskim w
dziedzinie losowej mechaniki byt takze osrodek §wigtokrzyski, kierowany przez prof.
Zbigniewa Kowala [Kowal, 2003]. Nalezy takze wymieni¢ prace: [Sobczyk, 1973, 1991,
Sobczyk 1 inni, 1996; Wilde, 1981; Skalmierski i inni, 1982; Tylikowski, 1991; Kleiber i
inni, 1992; Hien, 2003; Stocki, 1999, 2010; Wolinski 1 Wrobel, 2001; Kolanek, 2007;
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Kaminski, 2001, 2013; Gwo6zdz i inni, 2011]. Zastosowanie metod probabilistycznych
propagowali w swoich pracach takze Bryja i Sniady [Bryja i inni, 1988], Mazur-Sniady i
Sniady [Mazur-Sniady i inni, 1986], Sieniawska i Sniady [Sieniawska i inni, 1990],
Sniady, Sieniawska, Zukowski [Sniady i inni, 1998], Sieniawska, Wysocka, Zukowski
[Sieniawska i inni, 2000]. Kleiber, Knabel i Rojek [Kleiber i inni, 2004], Kleiber,
Siemaszko 1 Stocki [Kleiber i inni, 1999], Knabel [Knabel. 2004], Stocki, Kolanek, Jendo
1 Kleiber [Stocki i inni, 2001], Kowal [Kowal, 2011], Dudzik i Radon [Dudzik i inni,
2015], Radon [Radon, 2011, 2015], Rzeszut, Folta i Garstecki [Rzeszut i inni, 2018].
Przegladajac wymienione pozycje literatury mozna zauwazy¢, ze omawiajg one bardzo
réznorodne zagadnienia, poczawszy od ogoélnych podstaw teoretycznych i metodologii
rozwigzania na analizie szczegolnych konstrukcji lub ich fragmentéw skonczywszy.
Najbardziej znanym 1 najczesciej stosowanym narzedziem obliczeniowym,
ukierunkowanym na numeryczng analiz¢ zjawisk losowych jest metoda symulacyjna
Monte Carlo (MC), zwana metoda prob statystycznych [Metropolis i Ulam, 1949;
Hammersley 1 Handscomb, 1964; Rubinstein, 1981]. Z metoda Monte Carlo
nierozerwalnie zwigzany jest Polski uczony Stanistaw Ulam, ktory wykorzystat ja w
projekcie Manhattan w os$rodku badan jadrowych w Los Alamos [Ulam, 1961].
Podstawowy algorytm symulacyjny zadania inzynierskiego polega na generacji
zmiennych podstawowych w postaci liczb losowych, wykonaniu w symulacyjnej petli
deterministycznego zadania projektowego oraz opisaniu wynikow w formie histogramu,
np. estymatora rozktadu prawdopodobienstwa stanu granicznego. Waznym zagadnieniem
numerycznym, $cisle zwigzanym z metoda Monte Carlo, jest generacja liczb losowych o
zadanym rozktadzie prawdopodobienstwa [Zielinski, 1970; Gentle, 1998]. W przypadku
istnienia odwracalnej dystrybuanty, generacja ta jest mozliwa poprzez transformacje
zbioru liczb losowych o rozktadzie réwnomiernym z przedziatu [0, 1] [Devroye, 1986;
Wieczorkowski i inni, 1997]. Podstawowa, bezposrednia technika losowania prostego
metoda Monte Carlo jest najlatwiejsza do oprogramowania, jednak przy duzych
zadaniach pochtania znaczacy czas obliczeniowy. Opracowano wiele algorytmow
redukcji wariancji, ukierunkowujacych losowanie na tzw. obszar krytyczny a wigc
estymacji niezawodno$ci lub prawdopodobiefistwa awarii. Rozwinigtymi, tak
analitycznie jak 1 obliczeniowo, technikami redukcyjnymi sg m.in.: prébkowanie z
funkcja waznosci (Importance Sampling), probkowanie warstwowe (Stratified

Sampling), probkowanie kierunkowe, (Targeted Random Sampling) czy probkowanie z
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zastosowaniem tzw. hipersze$cianu tacinskiego (Latin Hypercube Sampling) [Melchers,
1999; Hurtado i inni, 1998; Shields 2014, 2015].

Uzytecznym narzedziem numerycznym w analizie probabilistycznej konstrukcji
inzynierskich jest metoda powierzchni odpowiedzi (Response Surface Method - RSM)
[Box i inni, 1987; Hurtado i inni, 1998]. Poréwnanie RSM z metoda sieci neuronowych
a takze innymi probabilistycznymi metodami mozna znalez¢ np. w [Gomes i inni, 2004].
Ponawiane sg proby zastosowania w zagadnieniach inzynierskich teorii zbioréw
rozmytych (Interval Analysis) [Niczyj, 2003], jednak ich wykorzystanie w badaniach
rzeczywistych konstrukcji wydaje si¢ ciagle odsuni¢te w czasie. Takg samg uwage mozna
sformutowa¢ o metodach opartych na analizie zbioréw wypuktych [Au, 2003]. Nalezy
takze wspomnie¢ o metodzie stochastycznych elementow skonczonych SFEM, jako
rozszerzeniu klasycznej metody elementow skonczonych [Stefanou 2009; Sudret i inni,
2002].

Na bazie réznych probabilistycznych metod wyksztalcity si¢ dyscypliny
pochodne, tworzace szeroka tematyke niezawodnosci. Jedng z nich jest optymalizacja
niezawodnos$ciowa. Jest to rozwijajaca si¢ od kilku dekad dziedzina, formutujgca zadania
teorii projektowania w kategoriach losowych - zaréwno w losowej formacji integralnych
sktadnikow funkcji celu jak 1 warunkéw ograniczajagcych. Optymalizacja
niezawodno$ciowa jest obecnie rozwini¢ta dziedzing, zaréwno w teoretycznych
podstawach jak 1 aplikacjach numerycznych z dostgpnymi pakietami oprogramowania
inzynierskiego [Thoft-Christensen i inni, 1986; Der Kiureghian, 2003]. Wazna klasa
zagadnien losowej optymalizacji niezawodnos$ciowej jest ukierunkowana na koszt
konstrukcji [Rackwitz, 2002, 2003; Augusti, 2003].

7 optymalizacja niezawodno$ciowa zwigzane jest pojecie wrazliwosci
probabilistycznej stanow granicznych konstrukcji na rozrzut zmiennych podstawowych
[Bjerager i inni, 1989; Melchers i inni, 2004]. Czesto stosowane jest specjalistyczne
pojecie ,,robust design”, spotykane w zakresie projektowania urzadzen technicznych czy
elementow konstrukcyjnych. W ogdélnym ujeciu podejscie to ktladzie nacisk na
uwzglednienie w analizie niezawodnosci poszczegdlnych elementéw skladowych
[Kececioglu, 2003; Lagaros, 2007].

Metodom analizy wrazliwosci po§wiecono wiele ksigzek 1 publikacji, zar6wno w
zakresie deterministycznym jak i probabilistycznym, a takze laczacym te dwa podejscia.

W przypadku metod probabilistycznych zastosowanych w analizie wrazliwos$ci nalezy
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wymieni¢ takie przegladowe pozycje jak np. [Saltelli 1 inni, 2008] lub prace formutujace
ogblne uwagi [Fang i inni, 2014]. Definicje i klasyfikacje metod zwigzanych z analizg
niezawodnosci konstrukcji mozna znalez¢ m.in. w [Hamby, 1994; Saltelli 1 inni, 2000,
2004; Saltelli, 2002; Frey 1 inni, 2003; Heiselberg i inni, 2009; Cukier i inni, 1973;
Bertrand i inni, 2015; Nguyen i inni, 2015; Woods i inni, 2015; Kleiber i inni, 1991].

Probabilistyczna analiza wrazliwosci konstrukcji, podobnie jak analiza
niezawodno$ci czy optymalizacja niezawodno$ciowa, wykonywana jest przy
zastosowaniu szerokiego spektrum metod. Do klasyki obliczeniowej nalezy metoda
Monte Carlo [Melchers i inni, 2004; Ahammed 1 inni, 2006; Wang i inni 2010].
Stosowane sg takze metody redukcyjne [Feng i inni, 2010]. Do popularnych technik
zaliczy¢ mozna réwniez metode rozwini¢cia funkcji losowej w chaos wielomianowy
[Crestaux 1 inni, 2009; Gratiet 1 inni 2016] czy programowanie liniowe [Castillo 1 inni,
2008; Hansson i-inni, 2006]. Poszukiwane sg oryginalne rozwigzania [Wei i inni, 2012].
Osobny temat stanowi analiza wrazliwosci uktadow nieliniowych [Kong, 2008].

Nie istnieje jedna zunifikowana miara opisujgca wrazliwos¢. Sobol zaproponowat
jeden z najbardziej zaawansowanych sposobdéw prezentacji wrazliwo$ci w postaci
wskaznikow[ Sobol, 1990, 2001], ktérych zastosowaniu po§wigcone sg m. in. prace
[Homma i inni, 1996; Sudret, 2009]. Nowe propozycje wielkosci opisujacych wrazliwosé
mozna znalez¢ w [Xiao 1 Lu, 2017]. Wrazliwosci probabilistyczna stanéw granicznych
konstrukcji na zmienno$¢ losowg zmiennych podstawowych przy wykorzystaniu
histograméw mozna znalez¢ w [ Skowronek, 2006].

Za pomocg metod wrazliwosci probabilistycznej analizowane sa praktycznie
wszystkie typy konstrukcji. Nacisk ktadziony jest jednak na uklady podatne na
imperfekcje geometryczne, np. uklady pretowe, analizowane w [Bojczuk; 1999; Silicki 1
inni 2010; Stocki i inni, 2001; Valdebenito i inni, 2012; Song i inni, 2009; Ma, 2011;
Ikedaa, 2007], czy prety cienko$cienne [Kotetko i inni, 2017; Zeinoddini i inni, 2012;
Kala, 2005; Papadopoulos 1 inni 2013]. Pominigto tutaj obszerng literature dotyczaca phyt
1 powlok. Warto wspomnie¢ takze o innych dziedzinach jak np. mechanika pekania
[Sprung, 2007] lub analiza wrazliwos$ci platform wiertniczych [Rozmarynowski i inni,
2018].

Réwnolegle z rozwojem dziedziny niezawodnos$ci wyksztatcita si¢ losowa teoria
podejmowania decyzji, obecnie ilustrowana bogatg literaturg [Benjamin i inni, 1977,

Faber, 2002].
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Szybki rozwdj] mozliwosci  obliczeniowych  komputerow  umozliwit
oprogramowanie wielu metod probabilistycznych. Powstaty takie programy jak
STRUREL [Gollwitzer i inni, 2006], Proban [Tvedt, 2006], COSSAN [Schueller i inni.,
2006] a takze Numpress Explore, opracowany w IPPT w Warszawie. Zdecydowana
wigkszo$¢ prac wykorzystuje jednak komercyjne programy metody elementow
skonczonych (MES), budowane sg jedynie algorytmy opracowujace wyniki uzyskane za
ich pomoca.

Na zakonczenie tego krotkiego przegladu nalezy podsumowaé prace osrodka
gdanskiego, ktory od wielu lat zajmuje si¢ zastosowaniami metod probabilistycznych w
mechanice konstrukcji. Rozwdj tych prac datuje si¢ od lat 70-tych XX w.. Zesp6t
badawczy przez ponad dwie dekady kierowany byl przez prof. Eugeniusza Bielewicza.
Dziatania srodowiska gdanskiego ukierunkowane byty na generacje wielowymiarowych
pol losowych do opisu geometrycznych imperfekcji konstrukeji powierzchniowych oraz
ich oceny niezawodnosci: [Bielewicz i inni, 1985, 1987, 1994, 1997, 2002; Walukiewicz
1inni, 1995; Skowronek, 1987; Gorski 2006; Orlik 1976, Wilde 1981, Knabe 1 inni, 1998;
Gorski 1 inni 2008, 2015]. Osrodek gdanski byt w latach 1980 1 1985 inicjatorem 1
organizatorem konferencji “Problemy losowe w mechanice konstrukcji”, stanowiace;j
ogolnokrajowe forum poswigecone metodom losowym w mechanice [Problemy losowe,
1980, 1985]. Wiele prac bylo takze zwigzanych z modelowaniem p6l losowych
opisujacych rozne materialy i zagadnienia, np. pg¢kanie [Anders, 2009], ochrong
srodowiska [Jankowski i inni, 1997], mechanike gruntow [Tejchman i inni, 2009(a),
2011; Przewtocki 1 inni 2001, 2016], elementy betonowe [Tejchman i inni, 2009(b);
Korol 2012] a takze betony asfaltowe [Szydtowski 1 inni, 2018]. W ostatnich latach
gléwny nacisk polozono na zastosowaniu metody powierzchni odpowiedzi (RSM) w
zagadnieniach inzynierskich [Winkelmann, 2013; Winkelmann i inni, 2014].

Niniejsza praca jest kolejnym wkladem os$rodka gdanskiego w rozwoj metod
probabilistycznych w mechanice konstrukcji. Dotyczy rozwinigcia wczesniej
opracowanych technik w kierunku badania wrazliwo$ci mechanicznej odpowiedzi na

losowg zmiang parametrow opisujacych geometri¢ i definiujagcych materiaty.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Rozdzial 2. Niezawodnos¢ konstrukeji inzynierskich -

podstawowe pojecia i definicje

2.1 Wprowadzenie

Losowa natura zjawisk zachodzacych w przyrodzie od lat stanowi przedmiot
zainteresowania zarowno filozofii jak 1 nauk S$cistych. Potrzeba odczuwania fadu i
przewidywalnosci w zyciu codziennym stata si¢ dla uczonych motywacja do prowadzenia
badan nad istotg losowosci oraz probg rozpoznawania tkwigcych w zjawiskach losowych
regularnos$ci dajacych przetozy¢ sie¢ na jezyk matematyczny. Przypadajacy na lata
trzydzieste ubiegltego wieku dynamiczny rozwdj dwoéch dziedzin matematyki: teorii
prawdopodobienstwa oraz statystyki matematycznej umozliwil wypracowanie metod
badania zjawisk losowych oraz zdefiniowanie ich w jezyku matematycznej teorii miary.
Wypracowane techniki wydobywania i analizowania informacji zawartych w danych
liczbowych pochodzacych z obserwacji i badan dos$wiadczalnych stanowig cenne
narzedzie umozliwiajace stworzenie modelu matematycznego jak najwierniej
opisujgcego zmienno$¢ danego zjawiska. Obecnie teoria prawdopodobienstwa jest
rozlegla 1 dynamicznie rozwijajaca si¢ dziedzing matematyki SciSle zwigzang z
réznorodnymi zastosowaniami. [Sobczyk 2010] W odniesieniu do zagadnien mechaniki
konstrukcji procedury obliczeniowe oparte na rachunku prawdopodobienstwa oraz
statystyce matematycznej stanowig naukowg podstawe opisu zagadnien zwigzanych z
niezawodnoscig 1 bezpieczenstwem konstrukcji.

Niezaleznie od ciaglego wzrostu mozliwosci obliczeniowych oraz stopnia
ztozonosci wspotczesnych konstrukeji inzynierskich, gtéwne zatozenia dotyczace ich
projektowania nie ulegly zmianie. Zgodnie z wytycznymi zawartymi w normie PN-EN
1990 konstrukcj¢ nalezy zaprojektowac tak, aby jej nos$nos$¢, uzytkowalno$¢ oraz
trwalo$¢ byly nalezyte. Sprawdzenie czy konstrukcja spetnia powyzsze wymagania
odbywa si¢ poprzez weryfikacje tzw. standw granicznych. Stany graniczne rozdzielaja
dopuszczalne 1 niedopuszczalne stany konstrukcji - ich przekroczenie moze doprowadzic¢
do zniszczenia uktadu (stan graniczny nos$nosci) badz utrudnia¢ jego prawidtowe
funkcjonowanie (stan graniczny uzytkowania).

O tym w jakim stanie znajduje si¢ konstrukcja decyduje zbidr wielko$ci tzw.

zmiennych podstawowych, do ktorych wg PN EN 1990 zalicza si¢: oddzialywania,
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wplywy srodowiskowe, wlasciwo$ci materialdow 1 wyrobow oraz dane geometryczne.
Wszystkie z wymienionych wielkosci podlegaja wplywom czynnikéw losowych.
Podstawowym problemem, przed ktorym stoi projektant jest uwzglednienie losowe;j
natury zmiennych w taki sposob, aby obliczenia wykonywane z ich udzialem
odzwierciedlaty mozliwie jak najlepiej rzeczywisty stan konstrukcji.

Ze wzgledu na zmienny charakter parametrow projektowych, analiza stanu
naprezenia 1 odksztatcenia w konstrukcji musi si¢ wigza¢ z wlasciwym osgdem czy
konstrukcja jest w stanie stuzy¢ wystarczajgco niezawodnie, przy czym wedtug PN ISO
239 przez niezawodno$¢ rozumie si¢ zdolno$¢ ukladu technicznego do wypetniania
funkcji przewidzianych w projekcie, w danych warunkach eksploatacji. W zaleznosci od
tego w jaki sposob szacowana jest niezawodno$¢ (co przyjmiemy za jej miar¢ a takze w
jaki uwzgledniono losowa natur¢ zmiennych projektowych) w literaturze mozna znalez¢

definicje trzech poziomoéw metod probabilistycznej analizy konstrukcji [Madsen, 1979].
2.2 Poziomy metod probabilistycznej analizy konstrukcji
2.2.1 Metody poziomu I

Podstawy metod poziomu I podane zostaly w latach 40-tych 1 50-tych XX w.
[Freudenthal, 1947, 1956]. Ich istotg jest zapewnienie niezawodnosci konstrukceji badz jej
elementu poprzez zastosowanie tzw. czg¢sciowych wspotczynnikow bezpieczenstwa,
ktore modytfikujg warto$ci nominalne badz charakterystyczne zmiennych projektowych
wedtlug zalecen przedstawionych w normach. Zgodnie z klasyfikacjg przyjeta wedtug
normy PN-ISO 2394 zmienne podstawowe mozna podzieli¢ na wyrazajace efekty
oddziatywan S oraz wyrazajace nosno$¢ R . Symboliczny warunek bezpieczenstwa
przyjety wedhug metody czgsciowych wspotczynnikéw w odniesieniu do stanu graniczne;j
nosno$ci ma nastepujacg postac:

g(S,,R;))=0 2.1)

przy czym S, 1 R, s3a wartoSciami obliczeniowymi odpowiednio: efektu dziatan na
konstrukcje oraz jej odpornosci. Wielko$ci te stanowia iloczyn badz iloraz wielkosci
nominalnych/charakterystycznych ~ zmiennych projektowych oraz czg¢§ciowych
wspotczynnikoOw bezpieczenstwa (wspotczynniki obcigzen, wspotczynniki materiatlowe

wspotczynniki konwersji itp.).
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W przypadku stanu granicznej uzytkowalnosci rOwnanie ma postac:
S, <C (2.2)

gdzie C jest zalozonym ograniczeniem wynikajacym z uzytkowalno$ci elementu.

Metoda stanéw granicznych w polaczeniu z metoda czeSciowych
wspotczynnikdw  bezpieczenstwa stanowi obecnie podstawe wigkszosci norm
dotyczacych projektowania konstrukcji. Proces obliczen zgodnie z ta metodg przebiega
szybko oraz nie wymaga zastosowania skomplikowanych procedur zawierajacych
elementy rachunku prawdopodobienstwa. Do wad metody zaliczy¢é mozna brak
informacji  dotyczacych  wplywu zmiany poszczegdlnych — wspolczynnikow
bezpieczenstwa na niezawodnos¢ konstrukcji (metody probabilistyczne umozliwiaja
ilosciowa ocen¢ prawdopodobienstwa osiggnig¢cia standw granicznych w zalozonym
okresie eksploatacji) oraz fakt, iz dobor wlasciwych wspotczynnikow bezpieczenstwa
wymaga przyjecia okreslonych zatozen i nie jest wolne od decyzji arbitralnych. [Lewicki,
1995]

Procedury projektowania metodami poziomu I majg charakter deterministyczny,
jednak kalibracja cz¢$ciowych wspdtczynnikdw przeprowadzana jest na podstawie zasad
rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej, dlatego metody poziomu I

okresla si¢ czgsto mianem potprobabilistycznych. [Skowronek, 2006]
2.2.2 Metody poziomu II

W szacowaniu niezawodno$ci metodami probabilistycznymi uwzglednienie
zmiennej natury parametréw projektowych (np. wymiarow elementéw, obcigzenia,

wytrzymalto$ci materiatu itp.) uzyskuje si¢ poprzez przedstawienie ich jako zmiennych

losowych {X,}. W przypadku metod poziomu II, zwanych bezrozktadowymi, nie jest

wymagana peina identyfikacja typu rozktadu zmiennych projektowych — wystarczajaca
podstawe obliczen stanowig dwa pierwsze momenty tych rozktadéw bedace miarg
wartos$ci centralnej i rozrzutu.

W procedurach metod probabilistycznych poziomu II jako miar¢ niezawodnosci

przyjmuje si¢ tzw. wskaznik niezawodnosci f (okreslany czesto mianem wskaznika

niezawodnosci ,,drugiego momentu’). Wraz z rozwojem przyblizonych metod analizy

niezawodnosci, ewolucji ulegal réwniez wskaznik S, przyjmujac w swej nazwie

rozszerzenie oznaczajace sposob jego szacowania [Knabel, 2004].
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Gdy wszystkie zmienne podstawowe opisane sg rozktadem Gaussa mozliwe jest

algebraiczne sformutowanie kryterium stanu granicznego, czyli tzw. funkcji stanu

granicznego g (X ), ktorej argumentami sa zmienne podstawowe. W przypadku liniowej

funkcji stanu granicznego jest ona automatycznie zmienng o rozktadzie normalnym,
natomiast estymacja prawdopodobienstwa awarii jest standardowym matematycznym
zadaniem w zakresie zmiennych Gaussa. Nieliniowg funkcje stanu granicznego mozna
linearyzowa¢ np. w punkcie wartosci $rednich, dochodzgc do podobnego rezultatu.
Powyzsze dziatania prowadza do tzw. wskaznika niezawodnos$ci Cornella [Cornell, 1969]

— ilorazu estymatorow warto$ci $redniej i odchylenia standardowego funkcji stanu

granicznego g(X). Ogolne sformutowanie wskaznika Cornella obciazone jest wada —

przy roéznych matematycznych formach funkcji g(X) opisujacych to samo zadanie

mozna otrzymaé rozne wskazniki niezawodno$ci, a tym samym rdzne
prawdopodobienstwa awarii. Rozwigzanie nie jest wigc niezmiennicze [Putresza i inni,
1995].

Propozycje¢ rozwigzania niezmienniczego wzgledem transformacji funkcji stanu
granicznego podali Hasofer i Lind [Hasofer i inni, 1974]. W koncepcji tej nieliniowa
funkcja stanu granicznego linearyzowana jest w tzw. punkcie projektowym, o
najmniejszej odleglosci od poczatku uktadu w przestrzeni zmiennych podstawowych
standaryzowanych. Kolejne koncepcje wskaznikow niezawodnos$ci podali Rackwitz i
Fiessler [Rackwitz i inni, 1978] oraz Ditlevsen [Ditlevsen, 1979].

W  zakresie metod poziomu II wyrézniamy dwa podejscia szacowania
wskaznikow niezawodnos$ci: FORM (First-Order Reliability Methods), w ktorym funkcja
stanu granicznego aproksymowana jest funkcja liniowg oraz SORM (Second-Order

Reliability Methods), o aproksymacji kwadratowej [Melchers, 1999; Nowak, 2000]
2.2.3 Metody poziomu III

Analiza niezawodno$ci przeprowadzona metodami poziomu III pozbawiona jest
wszelkich uproszczen, przez co, w przypadku rzeczywistych probleméw inzynierii, nie
jest mozliwe zastosowanie zamknig¢tych rozwigzan analitycznych. Dotyczy to zaréwno
zmiennych projektowych (w metodach poziomu III wymagana jest pelna wiedza

odnosnie ich rozktadu) jak réwniez samej miary niezawodnosci, ktorg w tym przypadku
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stanowi wprost prawdopodobienstwo, ze w zatozonym procesie eksploatacji nie zostang
osiggnigte stany graniczne.

Do zadan metod poziomu III, poza wymiarowaniem i weryfikacja niezawodnosci
konstrukcji a takze kalibrowaniem miar niezawodnosci metod nizszych poziomdw nalezy
réwniez optymalizacja zadan niezawodnosci ustrojow.

Nalezy podkresli¢, ze w literaturze mozna znalez¢ inne definicje poziomu III

niezawodnosci, np. [Murzewski, 1989].
2.3 Podstawowe pojecia i definicje

Celem  probabilistycznej analizy  konstrukcji  jest oszacowanie
prawdopodobienstwa awarii (rozumianej jako przekroczenie stanu granicznego) na
podstawie przyjetego matematycznego modelu, w ktorym wybrane badz tez wszystkie

zmienne projektowe przyjete sa jako zmienne losowe . Podstawowe parametry losowe
grupowane sa w wektorze kolumnowym X ={X,X,,..,X,}] zwanym wektorem
losowym podstawowych zmiennych projektowych. Wektor X przyjmuje wartosci w n-

wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych R". Pojedynczy zbiér wartosci

poszczegolnych zmiennych podstawowych nazywamy realizacjg zmiennej losowej X i
oznaczamy jako x ={x,X,,...,X,} .
Stany graniczne w analizie niezawodnosci wyrazone sg poprzez tzw. uogolniong
funkcje stanu granicznego g (X)), ktora dzieli przestrzen zmiennych nastgpujaco:
g(X)<o0: obszar awarii Q

g(X)=0: powierzchnia graniczna (2.3)
g(X)>0: obszar bezpieczny Q,

Ilustracj¢ powierzchni granicznej oraz obszarow: bezpiecznego i awarii dla przypadku

dwuwymiarowego przedstawiono na rys 2.1.

Na podstawie zapisanego warunku stanu granicznego prawdopodobienstwo awarii

wyraza si¢ nastepujaco:

pr=p(Q,)=r(g(X)<0) (2.4)
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A X,

— OBSZAR AWARII
9(X)<0

POWIERZCHNIA GRANICZNA
9(X)=0

OBSZAR BEZPIECZNY
9(X)>0

Rysunek 2.1 Ilustracja powierzchni granicznej oraz obszarow: bezpiecznego (€2, ) i awarii (£2,) -

przypadek dwuwymiarowy

W przypadku gdy dla danego rozktadu prawdopodobienstwa istnieje funkcja gestosci to

prawdopodobienstwo awarii mozna zapisa¢ w postaci catki:

pr=| f(x)dx (2.5)

Q
Wyznaczenie catki wyrazonej wzorem (2.5) moze by¢ klopotliwe ze wzgledu na to, ze:

= funkcja ggstosci prawdopodobienstwa f(x) moze nie by¢ dobrze znana (dane

statystyczne lub eksperymentalne moga by¢ nieckompletne),

= funkcja graniczna g(X) moze zawiera¢ w sobie pewne niedokladno$ci zwigzane

z przyjetym modelem zachowania si¢ konstrukcji,
= catkowanie numeryczne wyrazenia 2.5 w przypadku duzej liczby zmiennych
losowych (n>5) jest bardzo trudne, a czasem wrecz niemozliwe do
przeprowadzenia.
Ze wzgledu na wyzej wymienione ograniczenia szacowania prawdopodobienstwa

awaril p, szerokie zastosowanie znalazfa metoda symulacyjna Monte Carlo, ktora

umozliwia wykonanie catkowania wielowymiarowego poprzez zastosowanie
odpowiednio duzej liczby symulacji polegajacych na generowaniu, zgodnie z przyjetym
rozktadem prawdopodobienstwa, zmiennych projektowych o charakterze losowym.
Metoda Monte Carlo zostata szczerzej opisana w dalszej czgsci pracy.

Alternatywa dla prawdopodobienstwa awarii p ., przy okreslaniu bezpieczenstwa

konstrukcji, jest wskaznik niezawodnosci . Ponizej przedstawiono wybrane definicje

miar niezawodno$ci wykorzystane w niniejszej rozprawie. Szczegétowy opis tych miar

mozna znalez¢ m.in. w [Winkelmann, 2013].
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2.4 Wybrane miary niezawodnoSci
Przyjmujac zatozenie, ze catkowita wytrzymato$¢ materiatow konstrukcji R oraz
suma obcigzen S na nig dziatajacych sg zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym,

prawdopodobienstwo awarii p, mozna opisa¢ nast¢pujaco:

pf:P(R—SSO):P(MSO)CD(%j (2.6)

gdzie: M jest zapasem bezpieczenstwa (takze opisanym rozktadem normalnym), @ - )

jest funkcja dystrybuanty rozkladu normalnego o zerowej wartosci $redniej 1

jednostkowym odchyleniu standardowym, E[M| reprezentuje warto$¢ oczekiwang

(Srednig) zapasu bezpieczenstwa, a D[M ]| — jego odchylenie standardowe.
Wskaznik niezawodnos$ci [, okreslany jest jako odwrotno$¢ wspotczynnika

zmienno$ci zapasu bezpieczenstwa [Cornell, 1969]:

__1 _DM]
B= T EM] (2.7)

gdzie: v,, to wspolczynnik zmiennosci zapasu bezpieczenstwa.

Interpretacje graficzng wskaznika niezawodnosci Cornella przedstawia rys. 2.2.

Ajhb%J |
M<0|M=0 :
|
I

«  »

stan|stan
awarii | bezpieczny

BOM L BOM

<
< Ll

Rysunek 2.2 Graficzna interpretacja wskaznika niezawodno$ci wg Cornella
[Winkelmann, 2013]

Zwigzek pomiedzy wskaznikiem niezawodnosci £ a prawdopodobienstwem zniszczenia

mozna wigc przedstawié nastepujaco:

p=-2"(p,) (2.8)
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gdzie @'(-) jest funkcja odwrotng dystrybuanty rozktadu normalnego o zerowej

warto$ci $redniej 1 jednostkowym odchyleniu standardowym.
Jezeli zmienne R i S sg nieskorelowane, to wskaznik niezawodno$ci £ mozna

zapisa¢ w postaci:

f=teHs (2.9)

\or+O°
gdzie 1, to warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej opisujacej wytrzymatosci materiatow,
U to wartos¢ oczekiwana zmiennej losowe] obcigzenia, o, oraz oy to odchylenia
standardowe tych zmiennych.
W szczegélnych przypadkach funkcje stanu granicznego g(x) mozna

zdefiniowaé jako n-wymiarowg plaszczyzne:
g(x):a0+2aixl.:a0+aTx (2.10)
i=1

gdzie: g, jest wyrazem wolnym, n wymiarem plaszczyzny, a={q,,q,, ... a,} wektorem
kolumnowym  wspétczynnikéw  kierunkowych n-wymiarowe] ptaszczyzna, a

X ={X,X,, ... X, } wektorem zmiennych losowych.
W takim przypadku wskaznik niezawodnos$ci bedzie przedstawiat wzor:
_ay+ a’ E[x]

\Ja'C.a

gdzie: E[x] jest wektorem warto$ci oczekiwanych zmiennej losowej x,a C, jest

B (2.11)

macierzg kowariancyjng zmiennej losowej X.

Interpretacje graficzna indeksu niezawodnosci przedstawiono na rys. 2.3 oraz rys. 2.4.

X 4
, 8(x)<0
g‘% Q. — obszar awarii
X*
x,* > .
< g(x)=0
OF-Yo (2, — obszar graniczny
B . X
U Xl* - \Qg’ .
g(x)=>0 -
(25 — obszar bezpieczny

Rysunek 2.3 Graficzna interpretacja wskaznika niezawodno$ci Cornella - liniowa n-wymiarowa
plaszczyzna stanu granicznego [Winkelmann, 2013]
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X4 g(X) <0
& 1, — obszar awarii
*
x _
o ’ g(x)=0
’ 1 2, — obszar graniczny
| N \
- | ] oLl
Y. ¥y
5 styczna do g(x)=0 w x*
gtl(x)zo X
»
0 * i
X
' g(x)>0
Q, — obszar bezpieczny

Rysunek 2.4 Graficzna interpretacja wskaznika niezawodno$ci — nieliniowa n-wymiarowa
powierzchnia stanu granicznego [ Winkelmann, 2013]

Jedna z mozliwych interpretacji wskaznika niezawodno$ci, zaproponowang przez

Hasofea i Linda w 1974 roku [Hasofer i inni, 1974] jest w tym przypadku:

By, = min f(x)= min \/(X—E[X])T C'(x-E[x]), xeQ (2.12)
g(x)=0 g(x)=0
Punkt x  lezacy na powierzchni granicznej nazywa si¢ punktem projektowym
(obliczeniowym).
Jezeli powierzchnia graniczna zdefiniowana jest jako pltaszczyzna n — wymiarowa
(rys. 2.4), to wartosci liczbowe wskaznika niezawodno$ci Hasofera — Linda f3,;, oraz
wskaznika niezawodnosci Cornella S sa jednakowe. Wskaznik niezawodnos$ci Hasofera
— Linda jest wiec uogdlnieniem wskaznika niezawodnosci Cornella dla nieliniowych
powierzchni granicznych.
Poszukiwanie wskaznika niezawodno$ci Hasofera — Linda f,;, mozna
zdefiniowac jako proces optymalizacji z jedng funkcjg celu. Celem optymalizacji jest

e, . . . , . . * . .
oczywiscie znalezienie wlasciwego punktu projektowego x . Rozwigzania tego
problemu dostarcza wiele algorytméw iteracyjnych, jednak nie mozna mie¢ pewnosci czy

algorytmy te beda zbiezne we wszystkich przypadkach funkcji stanéw granicznych.
2.5 Losowe modele podstawowych zmiennych projektowych

Przyjecie wlasciwego modelu losowego 1 zwigzanych z nim zmiennych
podstawowych w procesie analizy 1 projektowania zalezy od dostgpnosci takich
czynnikow jak: bazy rzeczywistych danych pomiarowych, programéw obliczeniowych

oraz podstaw teoretycznych  dostgpnych badaczowi na  gruncie teorii
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prawdopodobienstwa. Proces budowania modelu losowego w ogromnej mierze zalezy
réwniez od celu dziatania, ktérym moze by¢ praca badawcza o charakterze naukowym
badz tez zastosowanie inzynierskie. W przypadku analiz inzynierskich dazy si¢ do
maksymalnego uproszczenia stosowanych algorytmow. Podstawowymi kategoriami w
modelowaniu losowym parametrow sa:

* zmienna losowa jednowymiarowa - wielko$¢ jednowarto$ciowa (pojedynczy
wynik pomiaru), funkcja zdarzenia elementarnego;

* zmienna losowa wielowymiarowa (wektor losowy) - kilka wynikoéw pojedynczego
pomiaru (np. granica plastyczno$ci, wytrzymatosci, modul sprezystosci w
statycznej probie rozciagania);

» jednowarto$ciowy proces stochastyczny (losowy) - pojedynczy, losowy wynik
do$wiadczenia, w funkcji czasu - funkcja zdarzenia elementarnego i czasu [ Augusti
1 inni, 1984; Ditlevsen 1 inni, 1996; Bucher, 2009];

» wielowymiarowy proces stochastyczny (losowy) - wektor skladajacy si¢ z
procesOw sktadowych, funkcji zdarzenia elementarnego i czasu [Wen i inni, 1981];

* pole losowe - zmienna losowa zdefiniowana w kazdym punkcie dwu- lub
trojwymiarowej przestrzeni. Przyktadem sa losowe odchytki ptaszcza zbiornika
walcowego [Adler, 1981; Vanmarcke, 1983],

= czasoprzestrzenne pole losowe — funkcja zdarzenia elementarnego i1 czasu,

zdefiniowana w kazdym punkcie dwu- lub trojwymiarowej przestrzeni.

Warto podkresli¢, ze modele procesow losowych stosowane sa w zagadnieniach
zwigzanych z dominujacym wpltywem funkcji czasu (zagadnienia dynamiki
stochastycznej zwigzanej z losowymi drganiami) na mechaniczng odpowiedz uktadu
[Augusti, 1984; Bucher, 2009]. Z kolei modele p6l losowych, o rozktadzie przestrzennym
stosuje si¢ w przypadku znaczacego wptywu geometrii uktadu [ Vanmarcke, 1983; Adler,
1981; Gorski 1 inni, 2011].

Pierwszym etapem analizy niezawodno$ci konstrukcji jest zdefiniowanie
zmiennych podstawowych problemu. Na podstawie statystycznej bazy danych, w
zalezno$ci od postawionego zadania, mozna poszukiwaé estymatoréw wartosci Srednie;j,
wariancji, momentow wyzszych rzedoéw, czy tez estymatora funkcji gestosci
prawdopodobienstwa. Ten ostatni zawiera najwigcej informacji, gdyz umozliwia

przypisanie danej zmiennej podstawowej znanej funkcji gestosci prawdopodobienstwa, a
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tym samym odpowiada poziomowi III analizy niezawodnosci. Analiza na poziomie
estymatoréw wartosci $redniej 1 wariancji prowadzi do poziomu II, wykorzystujacego
wskazniki niezawodnosci.

Odpowiednie przypisanie wlasciwego typu rozkladu prawdopodobienstwa
poszczegdlnym zmiennym podstawowym w problemach inzynierii bylo i1 jest celem
wielu prac badawczych. Wykorzystywane sa3 w tym celu zazwyczaj bazy danych
pomiarowych lub analiza statystyczna wynikéw badan eksperymentalnych. Proba
podsumowania tych prac zawarta jest miedzy innymi w ksigzkach Nowaka i Collinsa

[Nowak i inni, 2000] oraz Melchersa [Melchers, 1999]. Przyktadowo:

* w modelowaniu obcigzen statych oraz dlugotrwatych sktadnikow obcigzen
zmiennych adekwatng jest zmienna o rozktadzie normalnym [Nowak i inni, 2000];

= obcigzenia zmienne modelowane sg zazwyczaj rozkladem gamma [Corotis 1 inni,
1977], przy czym obcigzenie maksymalne mozna modelowaé rozktadem
ekstremow typu I (Gumbela) [Gumbel, 1958; Chalk i inni, 1980; Kotz i inni, 2000].
Odrebne podejscie, $cisle powigzane z eksperymentami w przypadku zmiennego
obcigzenia mostow, zaproponowali Nowak 1 Hong [Nowak 1 inni, 1991];

* obcigzenie wiatrem - w uproszczonym modelu zmiennej losowej predkosci wiatru
przypisywany jest rozktad ekstremow typu I (Gumbela) [Ellingwood i inni, 1999].
W pelnej analizie obcigzenie wiatrem winno by¢ modelowane procesem
stochastycznym lub czasoprzestrzennym polem losowym [Zuranski, 1978; Simiu i
inni, 1996; Nowak i inni, 2000];

* obcigzenie $niegiem modelowane jest rozkltadem logarytmiczno-normalnym,
rozktadami ekstreméw typu I (Gumbel) lub typu II (Frechet) [Ellingwood 1 inni,
1983]. Kalibracja obliczeniowych wartosci obcigzenia $niegiem na podstawie
odpowiednich statystyk przedstawiona jest w pracach [Ellingwood, 1981;
Ellingwood i inni, 2017];

= obcigzenie sejsmiczne (dynamiczne) a $cislej przyspieszenie podioza gruntowego,
jako skomplikowany proces losowy o diugim okresie powrotu (rzedu 50 lat), z
mozliwym uproszczonym opisem quasistatycznym, moze by¢ modelowane
rozktadem ekstremow typu II [Bototin, 1961; Augusti i inni, 1984];

* imperfekcje geometryczne 1 materiatowe modelowane s na podstawie

statystycznej bazy pomiaréw odchytek wymiaréw geometrycznych; w przypadku
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uktadéw powierzchniowych konieczny jest model pola losowego odchytek
[Biegus, 1999];

= obcigzenie wiatrem i falowaniem morskim (obiekty offshore) modelowane sg jako
wielowymiarowe procesy losowe [Wen i inni, 1981; Simiu i Scanlan, 1996];

* parametry wytrzymatosciowe (np. granica plastycznosci stali) — modelowane sa
rozktadem logarytmiczno- normalnym lub rozktadem ekstremoéw typu I [Weibull,
1951; Thoft-Christensen 1 inni, 1986]. Rozklad Weibulla uzyteczny jest w
modelowaniu wytrzymato$ci zmeczeniowe] oraz w zagadnieniach mechaniki
pekania,

Odrebnym 1 trudnym w swej iloSciowej analizie jest problem szacowania

prawdopodobienstwa btedu ludzkiego [Nowak 1 inni, 2000]
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konstrukcji

3.1 Metoda Monte Carlo MC
3.1.1 Ogolne zalozenia metody

Oficjalne narodziny metody Monte Carlo miatly miejsce w 1949 roku, kiedy to w
wJournal of the American Statistical Association” zamieszczono publikacje Nicolasa
Metropolisa i Stanistawa Ulama pt. : ,,The Monte Carlo Method”. Rozwazania zawarte w
pracy dotyczyly wykorzystania liczb pseudolosowych do symulacji rozpraszania i
absorpcji neutronéw w ramach prowadzonego w latach czterdziestych ubieglego stulecia
programu budowy pierwszej bomby atomowej [Chtopek, 2009].

Wraz 7z intensywnym wzrostem mocy obliczeniowych komputerow,
przypadajacym na lata 70. XX wieku, metoda Monte Carlo zyskata na znaczeniu i
znalazta zastosowanie w szerokiej gamie dziedzin nauk technicznych, w tym rowniez w
zagadnieniach dotyczacych niezawodnosci ukladow konstrukcyjnych. Glownag ideg
podejscia Monte Carlo jest modelowanie matematyczne zjawisk poprzez zastosowanie
algorytmow wykorzystujacych generacje liczb losowych. Podstawowa zaleta metody jest
mozliwos¢ zastosowania jej do procesow, ktorych znaczna ztozono$¢ uniemozliwia
przewidzenie ich wynikow za pomocg podejscia analitycznego.

Algorytm symulacji Monte Carlo, w duzym uproszczeniu mozna przedstawic

nastepujaco:

Etap 1:  wybdr zmiennych projektowych opisanych losowo oraz wygenerowanie ciggu
liczb dla kazdej zmiennej zgodnie z przyjetym dla niej rozktadem
prawdopodobienstwa,

Etap 2:  sformutowanie deterministycznej miary niezawodnos$ci uktadu,

Etap 3:  rozwiazanie dla kazdej realizacji zmiennych podstawowych formuty logiczne;j
stanowigcej miar¢ niezawodnosci uktadu oraz zapisanie rezultatu liczbowego,

Etap 4: interpretacja zbioru wynikéw - rezultatem symulacji jest unormowany
histogram bedacy estymatorem gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej wynikowej. Na jego podstawie szacowane s charakterystyki

statystyczne zmiennej wyjsciowe;.
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Efektywne wykorzystanie symulacji Monte Carlo w analizie niezawodno$ci
wymaga po pierwsze przyjecia modeli losowych parametréw projektowych w taki
sposob, aby jak najwierniej opisywaly dang wielko$¢, a po drugie opracowania
efektywnej metody ich symulacji (wiarygodne oszacowanie prawdopodobienstwa awarii

powinno by¢ mozliwe dla jak najmniejszej liczby symulacji).
3.1.2 Teoretyczne podstawy metody Monte Carlo

Bezposrednia symulacja Monte Carlo polega na wygenerowaniu zgodnie z

zatozong dla rozpatrywanego problemu funkcjg gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
fx(x) zbioru realizacji x,, i=L..,N zmiennych losowych, a nastepnie
zweryfikowaniu czy dana realizacja nalezy do obszaru awarii 2, czy tez nie [Knabel,

2004] . Celem dokonanego sprawdzenia jest okreslenie funkcji charakterystycznej zbioru

Q, zdefiniowanej w nastgpujacy sposob:

1 gdy xeQ,
I = ‘ 3.1
Qf (x) {0 gdy x¢Q, G-

Funkcja I, (X) jest zmienng losowg o rozktadzie dwupunktowym:
Qf
pllg, (X)=11=p;. pllg, (X)=01=1-p, (3.2)

Wartos¢ $rednig 1 wariancj¢ zmiennej ]Qf (X) opisujg nastepujace zaleznoSci:

IQf(X)=E(19f(X))zl-pf+0-(l—pf)=pf (3.3)

2

Var| Iy, (X)] :E[<Igf (X))z}—(E[[Qf (X)]) =p, (1-p,) (3.4)

W metodzie Monte Carlo wyznaczenie stosunku liczby realizacji nalezacych do obszaru
awarii do catkowitej liczby realizacji N umozliwia estymacj¢ prawdopodobienstwa

awarii  p,. Wielko$¢ ta rowna jest estymatorowi wartoSci S$redniej funkeji

charakterystycznej zbioru Q

=1, :—ZIQf ) (3.5)

Blad estymatora prawdopodobienstwa awarii wyraza si¢ poprzez jego wariancje¢
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. 1 & 1 1
Var (p,) :FZIVW(IQf (X)) =7 (1-p,) =P (1-p,) (3.6)

Z powyzszego zapisu wynika, ze wraz ze wzrostem liczby realizacji N zmniejsza si¢

blad estymatora prawdopodobienstwa awarii p,. Miarg blgdu jest tzw. wspotezynnik

zmiennoS$ci estymatora:
v, = [—— (3.7)

Powyzsze réwnanie nasuwa nast¢pujace wnioski: po pierwsze wspotczynnik
zmienno$ci estymatora zmierza do zera wraz ze wzrostem liczby symulacji N, a po
drugie nie zalezy on od rozmiaru wektora zmiennej losowej X, a jedynie od wielkos$ci
szacowanego prawdopodobienstwa awarii. W przypadku rzeczywistych konstrukeji
inzynierskich, dla ktorych prawdopodobienstwo awarii oscyluje w granicach 107+ 104,
oznacza to, ze wymagana liczba symulacji powinna mieSci¢ si¢ w przedziale
N=10°+10". W praktyce stosowany jest szereg technik, majacych na celu
zredukowanie liczby symulacji przy jednoczesnym zachowaniu ustalonego poziomu
wspotczynnika zmiennos$ci wynikéw. Do technik tych zaliczamy migdzy innymi:
probkowanie ukierunkowane (TRS - Targeted Random Sampling), probkowanie
warstwowe (SS - Stratified Sampling), probkowanie hiperszescianu facinskiego (LHS -
Latin Hypercube Sampling), probkowanie wagowe (IS - Importance Sampling),
prébkowanie chybil-trafit (Hit-or-Miss Sampling), probkowanie rosyjskiej ruletki
(Russian Roulette Sampling) oraz wiele innych. W pracy ograniczono si¢ do opisu trzech

pierwszych z wymienionych technik.

Do niewatpliwych zalet metody Monte Carlo naleza:

* mozliwo$¢ zastosowania w zaawansowanych problemach, takze nieliniowych (o
duzej liczbie zmiennych lub skomplikowanej funkcji stanu granicznego);

* mozliwo$¢ pominigcia skomplikowanych wzoréw 1 procedur stosowanych w
innych metodach szacowania niezawodnosci;

» brak wymogu uzycia skomplikowanego specjalistycznego oprogramowania,

= w przypadku zadan o niewielkim czasie wykonania pojedynczej symulacji metoda
Monte Carlo w klasycznej postaci moze by¢ stosowana do weryfikacji wynikow

analizy niezawodno$ci otrzymanych innymi metodami (np. w przypadku
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stosowania metod FORM lub SORM metoda Monte Carlo umozliwia wykrycie
znacznych btedow wynikajacych z nieuwzglgdnienia wielokrotnych punktéw
projektowych).

Wadami metody sg m. in.:

= duza czasochtonno$¢ obliczen;

* brak pewnosci co do otrzymanego wyniku - dokonujac nawet bardzo duzej liczby
iteracji otrzymane wyniki zawsze beda stanowily jedynie probg wszystkich
mozliwosci,

» rezultaty otrzymane za pomoca metody Monte Carlo sg zalezne od jakoSci
generatora liczb pseudolosowych (w przypadku pojedynczych zmiennych
losowych) oraz programoéw symulujacych pola losowe (w przypadku zagadnien

wielowymiarowych).
3.2 Metoda powierzchni odpowiedzi (Response Surface Method RSM)
3.2.1 Ogolne zalozenia metody

Metodg powierzchni odpowiedzi (RSM) w ogdlnosci okresla si¢ zbidr
matematycznych 1 statystycznych technik, majacych na celu okre$lenie interakcji
pomigdzy wielko$cia objasniajaca interesujace nas zjawisko a zmiang wartosci
sktadajacych si¢ na nie czynnikow.

W pelnym procesie wykorzystania metody powierzchni odpowiedzi mozna
wyréznié trzy etapy. Pierwszym z nich jest wyodrgbnienie sposrod wszystkich badanych
czynnikow tych, ktore w istotny sposob wplywaja na powierzchni¢ odpowiedzi. Wstgpna
interpretacja interakcji pomi¢dzy badanymi czynnikami a ich wptywem na odpowiedz
uktadu nazywana jest fazg zerowa metody powierzchni odpowiedzi. Odpowiednie
zaplanowanie eksperymentu daje mozliwos¢ przegladu przestrzeni realizacji zmiennych
zadania co umozliwia uzyskanie mozliwie jak najwigkszej ilosci informacji o badanym
procesie, przy jednoczesnej minimalizacji kosztow obliczen. Kolejne stadium metody
skupia si¢ na takim wymodelowaniu odwzorowania uktadu aby jak najlepiej przyblizato
rzeczywiste zachowanie konstrukcji pod wptywem zmiany rozpatrywanych czynnikdw.
Ostatni etap metody zwigzany jest z poszukiwaniem zatozen optymalizacji majacych na

celu minimalizacj¢ liczby realizacji zmiennych zadania przy jednoczesnym zachowaniu
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pozadanej warto$ci odpowiedzi konstrukeji [Bogucki 1 inni, 2003], [Montgomery, 1997],
[Hill i inni, 1966].

3.2.2 Teoretyczne podstawy metody powierzchni odpowiedzi

W analizie niezawodno$ci zalezno$¢ y =g (X) opisujaca stan konstrukcji ma
zwykle posta¢ niejawng. Glownym celem metody powierzchni odpowiedzi jest

zastgpienie powyzszej relacji adekwatng aproksymacja )Azzé(X ), umozliwiajaca

A~

efektywne oszacowanie prawdopodobienstwa awarii p,. Funkcja y(x) jest

odzwierciedleniem relacji odpowiedzi uktadu w zalezno$ci od zalozonych w zadaniu

losowych zmiennych projektowych.

A~

y(x)=71(x,%,.x,)+€ (3.8)

W powyzszej formule x=[x;x,;...,x,| oznacza wektor realizacji zmiennych

projektowych, natomiast € jest statystycznym btedem obliczeniowym, uwzgledniajacym

fakt, ze pewne zrodla zmienno$ci nie zostaly zawarte w funkcji f (x) Blad ten
charakteryzuje si¢ rozkladem normalnym o Sredniej 4, =0

Funkcja f'(x) zwykle ma posta¢ wielomianu pierwszego badz drugiego stopnia.

Jezeli obszar, na ktorym poszukuje si¢ odpowiedzi uktadu jest waski, badz charakteryzuje

si¢ niskim wspotczynnikiem sko$nosci, wowczas powierzchnia odpowiedzi moze by¢

aproksymowana wielomianem stopnia pierwszego - mowimy wtedy o modelu

pierwszego rzedu . Jego ogolna postac jest nastgpujaca:
y(x)=B,+) . Bx,+¢ (3.9)
i=1

Jezeli krzywizna powierzchni odpowiedzi jest na tyle znaczaca, ze nie mozna jej
przyblizy¢ wielomianem stopnia pierwszego, wowczas do jej opisu zaleca si¢ uzycie
wielomianu stopnia drugiego- model taki nazywa si¢ modelem drugiego rzedu 1 zapisuje
nastepujaco:
y(x)= B+ D Bx,+ D Byxl + > Bixx, +€ (3.10)
i=1 i=1 i<j j=2
W celu dopasowania wspotczynnikow B wielomianu (nazywanych takze

wspotczynnikami regresji) stosuje si¢ najczgsciej metode najmniejszych kwadratow.
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Na ogot wszystkie rozwigzania metodg powierzchni odpowiedzi wykonane sa przy
uzyciu jednego z powyzszych modeli lub ich kombinacji. Przyjety model powinien
najdoktadniej jak to mozliwe odzwierciedla¢ wszelkie wystepujace w odpowiedzi uktadu
nieliniowosci (jesli takie w ogole istniejq).

Mato prawdopodobnym jest aby model wielomianu byl wiarygodnym
przyblizeniem wyjsciowej odpowiedzi uktadu na catej przestrzeni zmiennych, natomiast
na ograniczonym obszarze pozwala on o0siggng¢ zadowalajagce dopasowanie
[Montgomery, 2012].

Wykorzystanie metody powierzchni odpowiedzi w szacowaniu niezawodno$ci
stanowi skuteczne narzgdzie w pozyskiwaniu interesujacych informacji o badanym
modelu przy jednoczesnym niskim naktadzie obliczen numerycznych. Stosujac t¢ metode
nalezy mie¢ jednak na uwadze, iz bazuje ona jedynie na aproksymacyjnie wygenerowanej
powierzchni odpowiedzi uktadu a zatem wyniki uzyskane przy jej uzyciu sg przyblizone
1 jednocze$nie zalezne od poprawnosci przyjetej powierzchni.

Gtadka natura przyjetej aproksymacji wielomianem pozwala wyeliminowac
trudnosci obliczeniowe jakie pojawiajg si¢ w przypadku dyskretnego zbioru punktow
obliczeniowych. Ma to znaczenie np. w obliczeniach wykorzystujacych pochodne funkcji
- zalozone aproksymowane odwzorowanie odpowiedzi uktadu umozliwia wyznaczenie
pochodnych w miejscach, w ktorych wyjsciowo bytaby ona trudna do oszacowania badz
w ogole nie istniata [Sobieski 1 inni, 1997].

Ograniczeniem metody jest brak mozliwosci stworzenia jednej odpowiedzi
uktadu. Problem ten moze pojawic¢ si¢ juz na etapie planowania do§wiadczenia (doborze
dyskretnych punktow na podstawie ktorych przeprowadza si¢ aproksymacjg). Liczba tych
punktow stanowi obliczeniowy problem w przypadku skomplikowanych konstrukcji. Do

ich ograniczenia stosuje si¢ techniki redukcji wariancji.
3.3 Metoda estymacji punktowej (Point Estimate Method PEM)

Gtownym zalozeniem metody estymacji punktowej (Point Estimate Method), po

raz pierwszy zaproponowanej przez Rosenblueth’a w 1975 roku, jest zastgpienie ciaglej

zmienne losowej X o funkeji gestosci rozktadu f) (x) zmienng losowa dyskretng

sktadajaca si¢ z N impulséw o rozktadzie prawdopodobienstwa opisanym nastgpujaco:
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px(x)zz5(x—xi)p(xl.) (3.11)

W powyzszej formule O(x—x;) oznacza delte¢ Diraca, natomiast p(x,) sa
prawdopodobienstwami przypisanymi pewnym ustalonym punktom x,. Wzor 3.11

opisuje nieskonczenie duza liczbe rozktadow. W metodzie PEM dazy si¢ do znalezienia

mozliwie matej liczby N punkow, dla ktorej momenty rzedu k wyznaczone dla p, (x)

beda takie same jak funkcji gestosci f, (x). Liczba punktow N wybranych do
oszacowania zalezy od rzegdu k& momentow probabilistycznych uwzglednionych w
analizie. NajczeSciej wybierane sa dwa punkty, ktore w dos¢ dokladny sposob
umozliwiajg oszacowanie warto$ci sredniej oraz wariancji funkcji losowe;.

Poréwnujac trzy pierwsze momenty probabilistyczne okreslone dla ciaglej oraz

dyskretnej zmiennej losowej otrzymamy:
2 2 ul 2
o= [ (x=m) f(x)dv=2(x—m) p(x) (3.12)

gdzie m, oznacza warto$¢ S$rednia, o - odchylenie standardowe a 7, jest
wspotczynnikiem asymetrii zmiennej losowej X .

W przypadku gdy istnieje zmienna Y bedaca pewnym przeksztalceniem zmienne;j
X takim, ze: y = g(x), mozliwe jest wyznaczenie w prosty sposdb momentow rozktadu
p,(y), przyblizajacych funkcjg rozktadu zmiennej ciagtej f,(»).
Warto$¢ oczekiwang k -tej potegi dyskretnej zmiennej Y zastepujacej ciggla zmienng

f,(y) mozna przyblizy¢ w nastgpujacy sposob:

E[Yk]zig"(xf)p(xi) (3.13)

W najbardziej ogdlnym przypadku, kiedy funkcja Y jest funkcjg zmiennej losowej X,
ktorej wartos¢ srednia, odchylenie standardowe oraz wspotczynnik skosnosci sg znane,

przy zastgpieniu cigglej zmiennej losowej X zmienng dyskretng, reprezentowang przez
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prawdopodobienistwa p(x,)=P. oraz p(x,)= P, (zwane wagami) przypisane punktom:
X, =x_1 x, =x, zapisa¢ mozna nastepujace rownania:

P +P =1
m =x_P +xP,

o2 =(x.~m) P +(x.-m) P G

0. :(x_—mx)3P_+(x+—mx)3P+

Przeksztatcajac powyzszy uklad rownan otrzymujemy wartosci wspotrzednych punktow

oraz przypisane im wagi:

2 2
x—:mx+ ﬁ_ 1+ ﬁ O-x7 x+:mx+ ﬁ+ 1+ ﬁ O-x
2 2 2 2

(3.15)
p=llisi L | poip

2 2 2
1+(71j
- 2 -

W przypadku kiedy wspotczynnik sko$noSci p, =0 (rozklad zmiennej X jest

symetryczny) rozwigzanie upraszcza si¢ i ma nastepujacg postac:

x_=mx—0'x,x+:mx+0'x,P_=P+:% (3.16)

Jezeli do rownania (3.11) wstawimy uzyskane wielko$ci, oraz przyjmiemy N =2 to
otrzymamy :
E[Y"]=g"(x.)P +g"(x,)P, (3.17)
a zatem dwa pierwsze momenty probabilistyczne majg nast¢pujaca postac:
_ .
S R
y v - - + v
gdzie y, = g(x+) oraz y_= g(x_).
W przypadku gdy Y jest funkcja n nieskorelowanych, ciggtych zmiennych:
X,,X,,..., X, (kazda o zerowym wspoéiczynniku skosnosci), mozliwe jest zastgpienie
kazdej z nich zmienng dyskretng. Prawdopodobienstwo (wage) wyznacza si¢ dla dwoch

wartoSci: x_ 1 x, (mniejszej 1 wigkszej od wartosci oczekiwanej o wielkos¢ odchylenia

standardowego) dla kazdej ze zmiennych - tagcznie do wyznaczenia potrzebne jest 2"
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punktéw. Kazdemu z tych punktow przypisane jest prawdopodobienstwo, ktére oblicza
si¢ nastepujaco [Christian i inni, 1999]:
1 n-1 n
P(slsz...sn) = ? 1 + ; ];1 (Si ) (Sf ) rxix_/ i| (3 19)

-1 dlax_=m_-o,

, ar oznacza wspotczynnik wzajemnej

X X;

gdzie : s, =
+1 dla x,=m_+0,

korelacji pomigdzy zmiennymi X; a X .

W  przedstawionym podej§ciu momenty probabilistyczne losowych funkcji w
przyblizeniu stanowig sume¢ wszystkich mozliwych kombinacji iloczyndw warto$ci

funkcji y, 1 przypisanej jej wagi (prawdopodobienstwa):

k
E[Y"]=3(»)P (3.20)
W  przypadku dwoch (n=2) zmiennych: X,,X, wartosci prawdopodobienstw

wyznaczone zgodnie z formulg 3.19 wynosza:

By =21+ (5) ()7, 6.1

Prawdopodobienstwa wyznacza si¢ dla lokalizacji punktow pomniejszonych (—) i
powiekszonych (+) o warto$¢ odchylenia standardowego wzgledem warto$ci $redniej,
dlatego tez w przypadku dwoch zmiennych konieczne jest wyznaczenie 4 wartosci
prawdopodobienstwa : P _ dla punktu o wspétrzednych (m, -0, .m_—-o ), P._ dla
(m,+o, ,m_-o.),P, da(@m —-o ,m_ +0 )oraz P, dla(m +o, ,m +0,).
Zgodnie z formutg 3.21 prawdopodobienstwa wynosza:

1

P++ P__:%[l‘l'l"xm} D P+_ P_+ :Z[l_rxlxz} (322)

W przypadku, jesli zmienne X, i X, nie s3 skorelowane (ry, =0),

prawdopodobienstwa dla wszystkich punktow sg takie same i réwne 0,25 .
Warto$¢ oczekiwang oraz wariancj¢ zmiennej Y, wyznaczone na podstawie formuty
3.20, mozna wyrazi¢ nastepujaco:

m, =y L.+y, P _+y P +y P_

(3.23)
2 .2 2 2 2 2
o, = yvoP. . +y. P +y. P +y P —m,

gdzie y,, =g(x,,%,,), y,.=8(x,,x%_), y.,=8(x_,x,.), y._=8(x_,x, ).
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Lokalizacja punktéw oraz przypisane im wagi dla przypadkow: dwoch i trzech

zmiennych sg przedstawione na rysunku 3.1.

A X, AX, . Pacs .P'*_,,‘\_
(1, x,)/4 (141, x,)/4 2
@ L] — 5 * P”‘ (%
T ‘Pt
o~ » P- Y s p—
mx2 - o" : i P’ e
N N\
.;f*
: 374
(141, 5,4 | Py s . V/
o * —< P,
| 20, | (1,4 . 20y, | e
€ o N L
T > X, > X,
my,
a) zmienne: X, X, Xl‘ b) zmienne: X;,X;,X,

Rysunek 3.1 Lokalizacja punktéw oraz przypisane im wagi dla przypadkow: dwoch (a) i trzech (b)
zmiennych losowych
W przedstawionym standardowym podejsciu Rosenblueth’a liczba punktow

potrzebnych do oszacowania wynosi 2". W przypadku duzej liczby » zmiennych
procedura PEM przestaje stanowi¢ efektywna alternatywe dla innych metod ze wzglgedu
na pracochtonnos$¢ obliczen.

Rosenblueth zaproponowal, aby w przypadku gdy zmienne nie sg skorelowane

obliczenia wykona¢ dla (2n+1) punktow (wyznacza si¢ trzy wartosci funkcji Y dla
kazdej ze zmiennych) [Nowak i inni, 2000]:

Yo = y(mxl sy, 5y My )

+

Vi :g(le,mXZ,...,le_ +GX,-""’an) (3.24)
y;:g(mxl,mxz,...,m){i—O'Xi,...,mX”)

Na ich podstawie szacuje sic warto§¢ $rednig Y oraz wariancje ¥, wykorzystujac

nastepujace procedury:

y_rn 1 (3.25)
Yo Yoo Ko
1417 = (1417 ) (147 ). (1477 (3.26)
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W powyzszych réwnaniach Z oznacza warto$¢ $rednig wyznaczong dla wszystkich
zmiennych poza i-ta, ktora przyjeta jest jako stata i rowna jej wartosci oczekiwanej,
natomiast V, jest wspoOiczynnikiem wariancji wyznaczonym w ten sposob, ze i-ta

zmienna przyjeta jest jako losowa a wszystkie poza nig sg state i rowne ich warto$ciom

oczekiwanym.

Redukcje liczby szacowanych punktow z 2" do 2n, umozliwia zastosowanie
algorytmu zaproponowanego w pracy [Hong, 1998]. Metoda ta moze by¢ zastosowana
tylko w przypadku, gdy zmienne nie s3 skorelowane, natomiast ich rozktady moze

charakteryzowac brak symetrii. Dla kazdej ze zmiennych wyznacza si¢ wielkosci:

Yy, = g(le My ey X ey My )

(3.27)
yi+ = g (le ’sz ’...,x;,...,an )
na podstawie ktorych szacuje si¢ punkty oraz przypisane im prawdopodobienstwa:
7, 7.\
x,=m, +0, | —=*, [n+| = (3.28)
o2 2
Pl:L liQ; (3.29)

Zaleta metody estymacji punktowej (PEM) jest niewielka, w poréwnaniu np. do
metody Monte Carlo, liczba realizacji potrzebnych do otrzymania estymatorow
poszukiwanych wielkosci. To, jak duza liczba realizacji jest wymagana zalezy od liczby
zmiennych losowych. W przypadku wystgpowania wigkszej liczby zmiennych mozliwe

jest zastosowanie modyfikacji pierwotnego podej$cia Rosenblueth’a umozliwiajacych

zmniejszenie liczby probek z 2" do 2n lub 2n+1. Ponadto metoda PEM nie wymaga
petnej wiedzy o rozktadach zmiennych- wystarczy znajomo$¢ kilku pierwszych
momentow statystycznych (w podej$ciu Honga).

Wada metody jest brak mozliwosci weryfikacji wynikow obliczen. Wykonywanie
analizy jakiegokolwiek problemu inzynierskiego jedynie za pomocg metody PEM wigze
si¢ z duzym prawdopodobienstwem uzyskania btednych rozwigzan. Konieczna jest

dodatkowa weryfikacja dokonana innymi metodami.
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3.4 Techniki redukcji wariancji
3.4.1 Probkowanie warstwowe (Stratified Sampling SS)

W przypadku techniki probkowania warstwowego przestrzen zmiennych
losowych €Q podzielona jest na pewna ilo$¢ roztacznych podprzestrzeni Q, (/=1,2,...,L)
spetniajacych warunek:

Q:LLJQ, , Q,NQ, =0, (i#j; i,j=12,.,n; [=12,..,L) (3.30)
I=1
W powyzszej formule L oznacza liczbe wydzielonych podprzestrzeni.
Rozmiar i ksztatt warstw przestrzeni 2 moga by¢ dobrane na 3 sposoby [Shields i inni,
2015]:

1.  Symetrically Balanced Stratified Design (SBSD): przypadek, gdy wystepuje
réwne prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w danej warstwie oraz przestrzen
zdarzen podzielona zostata na warstwy o rownych wymiarach (warstwy sa n-
wymiarowymi hipersze$cianami).

2. Asymmetrically Balanced Stratified Design (ABSD): przypadek, gdy wystepuje
rowne prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w danej warstwie natomiast
warstwy  maja  rézne  wymiary (warstwy s3  n-wymiarowymi
hiperprostopadio$cianami).

3. Unbalanced Stratified Design (UBSD): przypadek, w ktorym wystepuja rozne
prawdopodobienstwa znalezienia si¢ w danej warstwie oraz wymiary warstw nie
s sobie réwne.

Przykladowy podzial przestrzeni zdarzen €2 na warstwy dla przypadku zagadnienia
dwuwymiarowego) przedstawiono na rysunku 3.2.

X2 X2 X2
A A

(p<t>
0
O
|

.
A

Uina N

4'\ /-\~ v

Rysunek 3.2 Przyktadowe sposoby wyodrebnienia warstw z dwuwymiarowej przestrzeni Q
zmiennych [Zhang i inni, 2010]
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Jezeli przez p, (I=1,2,...,L) oznaczone zostalo prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w
warstwie (2, natomiast p, wyraza prawdopodobienstwo awarii realizacji pochodzace;

z tej warstwy, to catkowite prawdopodobienstwo awarii dla /-tej podprzestrzeni mozna

wyrazi¢ jako:

P = jf(x)dx, (1=1,2,3,...L) (3.31)

Dla warstwy €, funkcja gestosci rozktadu prawdopodobiefistwa ma postac:

0 da xeQ,
= [=1,2,3,...,L 3.32
ﬁ(X) f(X) dla XEQZ’( L ) ( )
b

W przypadku tak zdefiniowanej funkcji f; (x), prawdopodobienstwo awarii realizacji

pochodzacej z podprzestrzeni €2, szacuje si¢ jako:

N T X,

W powyzszej formule X; oznacza Jj-ta wygenerowana (zgodnie z funkcja f;(x))

probke pochodzaca z wektora realizacji, z podprzestrzeni €2,, natomiast N, oznacza

catkowitg liczbg realizacji w obrebie /-tej warstwy.

Catkowite prawdopodobienstwo awarii szacowane dla podprzestrzeni wyraza formuta:

- flx
5 Z B, = Z jzl Qﬁf((;))fzi, )  (1=1,2,3,..,L) (3.34)
Blad powyzszego estymatora prawdopodobienstwa awarii wyraza si¢ poprzez jego
wariancje, analogicznie jak miato to miejsce w przypadku bezposredniej metody Monte
Carlo (formuta 3.6).
Nalezy podkresli¢, ze losowanie warstwowe jest technika umozliwiajacg w
znacznym stopniu zredukowanie czasu obliczen numerycznych, jednak aby tak si¢ stato

proces podziatu przestrzeni na warstwy musi by¢ wlasciwie przeprowadzony.
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3.4.2 Technika probkowania hiperszeScianem lacinskim (Latin Hypercube

Sampling (LHS))

W metodzie probkowania hiperszescianem tacinskim, podobnie jak w
probkowaniu warstwowym, przestrzen zmiennych dzielona jest na roztaczne

podprzestrzenie €, (I=1,2,...,L), jednak w przypadku probkowania LHS generowanie

probek z utworzonych podprzestrzeni podlega pewnemu ograniczeniu. Jezeli przestrzen
jest n-wymiarowa oraz dla kazdego i-tego wymiaru nast¢gpuje podzial na !/
podprzedziatow, to z kazdej utworzonej w ten sposob podprzestrzeni wylosowana moze
by¢ pojedyncza probka pozyskana na zasadzie kombinatoryki pomiedzy wszystkimi n
wymiarami wektora zmiennych [McKay i inni, 1979].

Okres$lenie ,hiperszeScian tacinski” jest rozszerzeniem pojecia kwadratu
facinskiego Eulera, czyli /-poziomowej dwuwymiarowej tablicy wypelnionej liczbg L
wartosci usytuowanych w taki sposob, ze zaden wiersz ani kolumna nie zawiera dwoch

tych samych wartosci. Przyktady kwadratow tacinskich przedstawiono na rys. 3.3.

A (NIN| RO~ |[O]©
N|Ih|2O(N]JW]|OT]| 0
W[ _JO[OW|IN|OO|N|[O®
Ol |~ (~IN]| O|N

d
c
b

O |1Q o
QT (o

Ol WO (O |OIN|IN]|P>
N[Ol [W|OjJO|~(DN
Nl |N|[=]R~]|WO|O
| h~h|OININD|([OJOI|00O | W
N{O|IN|jw|w(fO|o ||~

ola|o|o

al/b|d
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»
N
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Rysunek 3.3 Przyktady kwadratow tacinskich [zrodto: www.bing.com/images, 2018]

W metodzie LHS, w przypadku n- wymiarowej przestrzeni realizacji, w ktorej kazdy z
wymiaréw podzielony zostal na / réwnie prawdopodobnych podprzedziatow, liczbe

mozliwych kombinacji probkowania wyznaczy¢ mozna z nastgpujacej formuty:

L, :(ﬁ(l—j)] o ()" (3.35)

J=0
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Probki z poszczegolnych podprzedziatéw kazdego z n wymiardow przestrzeni realizacji
mozna dobra¢ jako odwrotno$¢ dystrybuanty rozktadu prawdopodobienstwa kolejnych
sktadowych wektora X, (rys.3.4). Zwiazek ten opisuje nastepujacy wzor:

X, =F (" m j (3.36)
L

W powyzszej formule X, oznacza k- ta probke i-tej sktadowej wektora X, natomiast L

jest catkowitg liczbg probek mozliwych do uzyskania dla i-tego wymiaru wektora

realizacji zmiennych [Helton i inni, 2003].

1,0
0,81 cosusiunessssiessesssssnsucsanconssenssssusssnsusassssasusnsnessanss

0,61

0,4+

0,2weressememesssmmmnesnmenesenen

X o X

Ik

Rysunek 3.4 Schemat wyboru £- tej probki i- tej zmiennej wektora X (xik ) na podstawie

dystrybuanty jej rozktadu prawdopodobienstwa

W przypadku liczby L, probek wektora zmiennych losowych X, wyznaczonych na

drodze probkowania metoda LHS, estymator prawdopodobienstwa awarii szacuje si¢

nastepujaco:
(3.37)

gdzie n( g(xl.k ) < 0) oznacza liczb¢ symulacji, dla ktérych konstrukcja ulegta awarii

natomiast N, oznacza catkowitg liczbg symulacji (N, < L,).

Tak jak w przypadku innych metod probabilistycznych radykalnie
ograniczajacych liczbg probek obliczenia wykonane za pomocg LHS nie dajg mozliwosci
weryfikacji wynikdw 1 powinny by¢ sprawdzane innymi dostgpnymi algorytmami

szacujacymi niezawodno$¢ oraz inne parametry opisujace konstrukcje.
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3.4.3 Technika probkowania ukierunkowanego (Targeted Random Sampling
TRS)

Jednym z wyzwan we wspoéiczesnej analizie inzynierskiej jest ocena
prawdopodobienstwa awarii systemow, ktorych funkcja stanu granicznego jest zlozona
(nieliniowa, nieciggla, niemonotoniczna). Przez ostatnie dekady opracowano szereg
metod umozliwiajagcych oszacowanie niezawodnosci takich uktadow. Waznym
czynnikiem przewazajagcym o ich stosowalnos$ci jest fatwe zaaplikowanie danej metody
w programie komputerowym.

W ponizszym rozdziale zaprezentowano podejscie tzw. ukierunkowanego
losowego pobierania probek (TRS), zaproponowane przez [Shields i inni 2015 a]. Metoda
ta umozliwia oszacowanie prawdopodobienstwa awarii w przypadku problemow ze
ztozonym stanem granicznym. Metoda wykorzystuje tzw. doskonalong warstwowg
koncepcje pobierania probek RSS (Refined Stratified Sampling) opisanej w [Shields i
inni, 2015 b], ktorej szczegdlowy algorytm przedstawiono w dalszej czesci pracy.

Technika prébkowania ukierunkowanego umozliwia wyodrebnienie sposrod
poczatkowo przyjetej populacji tych probek, ktére skoncentrowane sg w bezposrednim

sgsiedztwie stanu granicznego. Pozwala to na okreslenie obszaru awarii Q , a co za tym
idzie oszacowanie prawdopodobiefistwa p ., przy uzyciu niewielkiej liczby symulacji.

Wydzielenie docelowej populacji probek w technice TRS odbywa si¢ poprzez
kolejne podziaty wstepnie zatozonych, roztacznych warstw. Rozpatrujac dwuwymiarowa

przestrzen zmiennych losowych X=[X,,X,], algorytm techniki TRS mozna

przedstawi¢ nastepujaco:
1. Wstepny podziat przestrzeni zdarzen €2 na roztagczne warstwy (rysunek (3.6a))

wykorzystujacy technike prébkowania warstwowego oraz klasyfikacja zdarzen z
poszczegbdlnych warstw jako awaryjne (f x;) lub bezawaryjne (°x; ). Poczatkowy
podziat musi by¢ przeprowadzony w taki sposéb, aby istniata co najmniej jedna
warstwa zawierajaca zdarzenie awaryjne 1 ‘Qi .

2. Identyfikacja podprzestrzeni probkowania celowego: poszukiwanie sgsiadujacych

ze sobg (w dowolnym ortogonalnym kierunku) par warstw, z ktorych jedna zawiera

zdarzenie awaryjne Y Q, , druga za$ zdarzenie bezawaryjne *Q ;»Jezeli obszar, jaki
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zajmuje dana para warstw oznaczymy jako O, = / QI-U 'Q ; » to catkowity zasieg

probkowania celowego wynosi I' = U O, . Narysunku 3.6b obszar I" uwydatniono
i

poprzez zakreskowanie.

Podzial warstw zgodny 2z nastepujaca procedura: sposréd wszystkich
wyznaczonych par warstw ©; wybrana zostaje taka @™ =0, dla ktore]
zachodzi:
ple™ |=rloy]=P| o' |2 P[0, ]=P'QlJ'Q,] (338
a nastgpnie konstruowany jest wektor faczacy punkty probek danej pary warstw
By, ="x,-°x, (3.39)
oraz wyznaczone s3 jego rzuty na dwa ortogonalne kierunki:

“fsxkz‘ =¢€;- s X (3:40)

€

Rzut wektora

x;; o wigkszej dlugosci wyznacza kierunek podziatu warstwy.
Odbywa si¢ on poprzez poprowadzenie prostej prostopadiej do dtuzszego z rzutow,

przechodzacej przez punkt przecigcia odcinka 3 x,; z funkcja stanu granicznego

G(x)=0 (rysunek 3.5):

|x :G(ka)- o om +‘ka

(3.41)

cut |@m

Warstwa zawierajaca wyznaczony punkt przecigcia zostaje podzielona a obszar
probkowania zwigksza si¢ o kolejng podprzestrzen a zatem rowniez o kolejny
wynik symulacji. Proces ten jest powtarzany tak dtugo, az wyznaczona zostanie
funkcja stanu granicznego 1 obszar awarii. Koncepcje podzialu warstw

przedstawiono na rysunku 3.6 g-i.
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S gz/ 1

l. L\.« ul: ’
A #

Rysunek 3.5 Ilustracja dlugosci odcinka x,, wyznaczajacej lokalizacje podziatu warstwy (na

podstawie [Shields i Sundar, 2015]

4. Oszacowanie prawdopodobienstwa awarii :
Ny
prZP[fQi] (3.42)
i=1

W powyzszej formule N, oznacza catkowita liczb¢ zdarzen awaryjnych

pochodzaca z rozpatrywanego zbioru probek.

Podstawa wlasciwie przeprowadzonej techniki TRS jest wstepny podziat

przestrzeni probkowania na warstwy oraz poprawne sklasyfikowanie pochodzacych z
nich zdarzen.
Awaria konstrukcji nie zawsze jest zjawiskiem tatwo przewidywalnym- wazne jest, azeby
wyjSciowe uwarstwienie zostalo przeprowadzone w taki sposob, aby uwzgledniato
mozliwo$¢ wystapienia zdarzen bedacych kombinacja réznych wartosci zmiennych
(niekoniecznie wartosci ekstremalnych, pochodzacych z ogonéw ich rozktadow
prawdopodobienstwa) [Shields, 2014].

Zastosowanie techniki probkowania ukierunkowanego, nawet dla przypadkow
nieliniowej funkcji stanu granicznego prowadzi do szybkiego wzrostu doktadno$ci
szacowanego prawdopodobienstwa awarii przy stosunkowo niewielkiej liczbie probek.
Istotne ograniczenie stanowi natomiast wymiar wektora zmiennych losowych- technika

ta sprawdza si¢ w problemach o matej liczbie zmiennych.
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Rysunek 3.6 Technika probkowania ukierunkowanego dla przypadku dwuwymiarowego: ogélna
koncepcja metody(a-f), szczegdtowa prezentacja podziatu warstw (g-i1) [Shields i Sundar, 2015]
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3.4.4 Technika probkowania (Refined Stratified Sampling RSS)

Zastosowanie metody RSS (Refined Stratified Sampling) ma na celu zaggszczenia
probek w przestrzeni zmiennych €.
Rozpatrywany jest wektor zmiennych losowych x zawierajacy n nieskorelowanych
zmiennych projektowych zdefiniowanych w przestrzeni Q. Biorac pod uwage zbior N
prébek podzielonych na M warstw (M=N) metodologia RSS przebiega w nastepujacy
sposob [Shields 1 inni, 2015 b]:

1. Wybdr warstwy, ktora zostanie podzielona -, ; spelnione musza by¢ nastepujace

warunki:

= jezeli istnieje jedna warstwa €, taka, ze w, >w; V j#k to moze ona zostaé
podzielona,

* jezeliistnieje N, warstw Q,, k=1,2,..., N, ktorych waga w, = m]ax(wj) to jedna
z nich zostaje wybrana do podzialu w sposdb losowy z réwnym
prawdopodobiefistwem rownym P[D(€,)]=1/ N,

2. Podziat wybranej warstwy €2, na pot zgodnie z nastgpujacymi wytycznymi:

» wyznaczenie dtugosci krawedzi warstwy przed podzieleniem we wszystkich jej
kierunkach: A, = &M —£lo j=12 . n,

» wybor najdtuzszego boku warstwy przed podziatem A, = max (A4,

* podzial warstwy na pol w kierunku prostopadtlym do najdluzszego wymiaru
warstwy - A, ; jezeli istnieje N, krawedzi warstwy, ktorych dlugos¢ rowna jest
/1i*k =A, i=12,..,N,., to wybor jednej z nich nastgpuje w sposob losowy z
prawdopodobienstwem réwnym P[D(z"l= )]=1/N,.

3. Ponowne wyznaczenie wag warstw po podziale.

4. Powtorzenie procedury opisanej w punktach 1-3 az do uzyskania pozadanej liczby

probek

Przyklad podzialu metodag RSS dla przypadku dwoéch zmiennych i podziatu
rozpoczynajacego si¢ od jednej warstwy (M=N=1) przedstawiono na rys. 3.7. Schemat

przedstawia przebieg czterech pierwszych podziatow.
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Rozdzial 4. Analiza wrazliwosci konstrukeji

4.1 Wprowadzenie

Analizg wrazliwo$ci nazywamy badanie wplywu zmiany parametréw
wejsciowych modelu matematycznego na zmiennos$¢ jego wynikow. Pojecie analizy
wrazliwosci czgsto mylone jest z pojeciem analizy niepewnosci modelu. Zadaniem
pierwszej jest badanie w jaki sposob niepewnos$¢ odpowiedzi uktadu mozna przypisac
réznym jej zrédtom zawartym w danych wejsciowych, natomiast druga zajmuje si¢
charakterystyka niepewnosci odpowiedzi. Bardzo czesto analiza niepewnosci stanowi
wstep do analizy wrazliwosci (najpierw wyznacza si¢ charakterystyki zmiennej
wyjsciowej, po czym probuje si¢ podzieli¢ zrodta jej niepewnosci wedtug wagi).

Analiza wrazliwosci konstrukcji mozliwa jest do przeprowadzenia zaréwno
metodami deterministycznymi jak réwniez probabilistycznymi. Obecnie powszechnie
stosowane w projektowaniu sg obliczenia deterministyczne. Przeprowadza si¢ je jako
analizy parametryczne, wykorzystuje si¢ rowniez metody wariancji lub okresla efekt
wplywu pojedynczych parametrow na zmienne wyj$ciowe. Tego typu podejscie nie daje
jednak petnej informacji o wptywie imperfekcji geometrycznych 1 materiatowych
elementow, a takze niepewnosci opisu obcigzenia na mechaniczng odpowiedz
konstrukcji. Poszukiwany jest szerszy — globalny opis wrazliwo$ci uwzgledniajacy
mozliwg zmienno$¢ wszystkich parametrow definiujacych konstrukcje [Chan 1 inni,
1997]. Wydaje si¢ wiec istotne wiaczenie metod probabilistycznych a takze
stochastycznych do procesu bezpiecznego i ekonomicznego projektowania. Tego typu
analiz¢ mozna okresli¢ jako wrazliwos¢ probabilistyczng lub niezawodno$ciowa,
poszukujaca wptywu zmiennosci losowej kazdej ze zmiennych podstawowych zadania
na losowa niezawodno$¢ elementu/uktadu. Takie sformutowanie umozliwia
przeprowadzenie zarowno analizy poziomu II, zdefiniowanej na poziomie wartosci
oczekiwanych i odchylen standardowych, jak réwniez poziomu III, opisanej uzyskanymi
na drodze numerycznej histogramami.

W metodach poziomu II funkcja stanu granicznego (liniowa lub zlinearyzowana)
zawiera wptywy liniowe poszczeg6lnych zmiennych podstawowych. Wspotczynniki
wrazliwos$ci (sensitivity factors) utozsamiane s3 zazwyczaj ze wspotczynnikami
zwigzanymi z liniowymi zmiennymi podstawowymi. Mozna je rowniez zdefiniowac jako

pochodne czastkowe funkcji stanu wzgledem danej zmiennej w punkcie wartosci
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srednich lub w punkcie projektowym [Nowak, 2000]. Ocena wrazliwos$ci
przeprowadzana na podstawie uzyskanych histogramoéw funkcji stanu granicznego
(poziom III), uzaleznionych od poszczegdlnych zmiennych projektowych, nie jest tatwa.
Wynikowy histogram zazwyczaj nie ma charakteru funkcji Gaussa, a kazda proba
aproksymacji nie jest jednoznaczna i zmienia rozwigzanie problemu. Ten kierunek

badania wrazliwos$ci wymaga dalszych analiz.

Analiza wrazliwosci wykonywana w procesie tworzenia modelu matematycznego

umozliwia m.in. [Hamby, 1994], [Saltelli 1 inni, 2000]:

* wyeliminowanie sposrdd czgsto licznej grupy parametréw projektowych tych,
ktére nie wplywaja znaczaco na wynik. Pominigcie tego kroku prowadzi do
zwigkszenia czasu obliczeniowego 1 nieuzasadnionego wydtuzenia obliczen;

» wyodrebnienie sposréd wszystkich parametréw tych, ktéorych zmiana w
najwigkszym stopniu wptywa na wynik;

= okreslenia wptywu korelacji pomigdzy poszczegdlnymi parametrami;

= gsprawdzenie czy stworzony model matematyczny jest wiarygodny np. poprzez
skontrolowanie czy na skutek zmiany przypuszczalnie nieistotnych parametrow nie
wystepuja silne wahnigcia wyniku lub zweryfikowanie czy zakres tej zmiany jest

racjonalny.

Celem analizy wrazliwosci jest zatem rozpoznanie mechanicznego zachowania si¢

konstrukcji 1 mozliwe uproszczenie modelu matematycznego.
4.2 Klasyfikacja metod analizy wrazliwosci

Obecnie istnieje obszerne spektrum metod shuzacych analizie wrazliwosci,
wykorzystujagcych  rozwigzania analityczne badz roéznego rodzaju  techniki
probabilistyczne. W literaturze spotka¢ si¢ mozna z ré6znymi klasyfikacjami metod
analizy wrazliwosci, w zalezno$ci od charakterystyki rozpatrywanego problemu. W pracy

[Hamby, 1994] wyr6zniono trzy grupy metod:

1. te, ktére oceniajg wynik w przypadku zmiany jednego parametru na raz, migdzy

innymi : analiza r6zniczkowa DA (ang. Differential Analysis), technika OAT (One-
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At-a-Time), metody: FA (Factorial Analysis), IF (Importance Factors) oraz SI
(Sensitivity Index);

te, ktore opieraja si¢ na generacji probek wektorow zmiennych wejsciowych i
identyfikacji powigzanych z nimi odpowiedzi uktadu, m. in.: metody analizy
regresji, stosowanie wykresOw rozproszenia, wyznaczanie wspotczynnikdw:
korelacji Pearsona lub korelacji czastkowej;

te, ktére wymagaja odpowiedniego podzialu wektora zmiennych wejsciowych na
podstawie uzyskanego wektora odpowiedzi, m in. test Kolomogrowa-Smirnowa,

test Cramera-von Misesa, test Manna-Whitneya.

Inng klasyfikacj¢ metod znalez¢ mozna w [Frey i inni, 2003]. Rozr6znia ona:

Matematyczne metody analizy wrazliwosci, umozliwiajace analiz¢ modeli
deterministycznych, polegajace na przeprowadzaniu serii badan numerycznych
uwzgledniajacych zmienno$¢ pojedynczego czynnika (w jego mozliwym zakresie)
1 badaniu wptywu tej zmiany na wynikowa odpowiedZ ukladu. W metodach
matematycznych wrazliwo$¢ jest najczesciej wyrazona poprzez wartos¢ wzgledna
zmiany odpowiedzi uktadu. Gléwnym celem stosowania tej grupy metod jest
szacowanie wptywu zakresu zmienno$ci parametrow wejsciowych na odpowiedz
uktadu oraz identyfikacja parametrow, ktorych zmiana ma najwigksze
oddzialywanie na koncowy rezultat [Morgan 1 inni, 1990]. Do metod
matematycznych zaliczy¢ mozna miedzy innymi: NRSA (Nominal Range
Sensitivity Analysis) oraz DSA (Differential Sensitivity Analysis).
Probabilistyczne (lub statystyczne) metody oceny wrazliwo$ci wykorzystujace
zbior wynikOw symulacji, przeprowadzonych na podstawie zmiennych
wejsciowych, charakteryzujacych si¢ zatozonymi rozktadami
prawdopodobienstwa. W zalezno$ci od przyjetej metody badana jest odpowiedz
ukfadu na zmiang jednej badz kilku zmiennych wejscia na raz. Metody
probabilistyczne umozliwiajg ilosciowa ocen¢ wplywu jednoczesnej zmiany kilku
parametréw na odpowiedz uktadu. Wsrdéd metod probabilistycznych wymienié¢
mozna m.in.: analize regresji liniowej LRA (Linear Regression Analysis), analiz¢
wariancji ANOVA (ANalysis Of VAriance) metode powierzchni odpowiedzi RSM
(Responce Surface Method), metode FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test).
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3. Graficzne metody oceny wrazliwosci wykorzystywane czgsto jako uzupetienie
metod matematycznych i statystycznych, umozliwiajace tatwiejsza interpretacje
uzyskanych wynikéw. Uzycie graficznej reprezentacji danych (w postaci np.:
wykresow, map lub powierzchni) moze stanowi¢ metode przesiewowq przed dalsza
analiza modelu jak rowniez stuzy¢ obrazowaniu zalezno$ci pomigdzy zmiang
poszczego6lnych parametrow a odpowiedzig uktadu [Frey i inni, 2003]. Przyktadem
wykorzystania metody graficznej jest stosowanie histogramow, wykresow

rozproszenia (scatterplots) lub wykresow pudetkowych (boxplot).

Trzecim rodzajem klasyfikacji metod analizy wrazliwo$ci przedstawionym mig¢dzy

innymi w [Heiselberg i inni, 2009 ] oraz [Saltelli i inni, 2004] jest podziat na:

1. Lokalne metody analizy wrazliwos$ci, wykorzystujace czesto na podejscie OAT
(One-At-A-Time), skupiajace si¢ na badaniu wptywu odchylen pojedynczego
parametru od jego wartosci nominalnej (moze to by¢ np. warto§¢ Srednia) na
odpowiedZ uktadu przy zachowaniu stalych wartosci pozostalych czynnikéw.
Metody lokalne, w przypadku gdy model jest nieliniowy lub jesli réznice
zaobserwowane w odpowiedzi uktadu powstate na skutek modyfikacji
poszczegolnych parametrow znaczaco rdznig si¢ od siebie, powinny by¢ zastapione
metodami globalnymi [Cukier i inni, 1973]. Przykladem metody lokalnej jest
podejscie DA (Differential Analysis) wykorzystujgce obliczenie (lub oszacowanie)
pochodnych czgstkowych funkcji stanu modelu w konkretnym punkcie przestrzeni
zmiennych [Bertrand i inni, 2015].

2. Globalne metody analizy wrazliwo$ci, ktorych celem jest badanie, w jaki sposob
niepewno$¢ wystepujaca w danych wyjsciowych modelu moze by¢ pogrupowana
wedtug zrédet niepewnosci uwzglednionych w danych wejsciowych [Saltelli,
2002]. Metody te umozliwiaja analiz¢ zachowania si¢ odpowiedzi modelu na
skutek modyfikacji dowolnej liczby jego parametrow wejSciowych w catlej
przestrzeni ich zmiennosci. W podej$ciu opartym na globalnej analizie wrazliwo$ci
wpltyw danego parametru poczatkowego na odpowiedz modelu jest oceniany przy
jednoczesnej zmianie wszystkich innych czynnikéw wejsciowych [Nguyen i inni,
2015]. Do grupy metod globalnej analizy wrazliwo$ci zaliczy¢ mozna miedzy
innymi: analiz¢ FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test), techniki majace za

podstawe m. in. metode Monte Carlo lub metod¢ powierzchni odpowiedzi.
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Niezaleznie od przyjetej metody, proces globalnej analizy wrazliwo$ci mozna sprowadzi¢

do nastepujacych etapow:

Etap 1: definicja modelu oraz ustalenie, ktore sposrdéd zmiennych wejsciowych zostang
poddane analizie;

Etap 2: dobor parametréw probabilistycznych lub zakreséw zmienno$ci kazdej ze
zmiennych wejsciowych. Podstawg do ustalen moze by¢ m.in.: wiedza
zaczerpni¢ta z literatury, dane doswiadczalne lub opinia ekspertéw [Saltelli 1
inni, 2008];

Etap 3: generacja wektora (lub macierzy) zmiennych wej$ciowych;

Etap 4 obliczenia numeryczne modelu;

Etap 5: ocena wplywu zmiany rozpatrywanego parametru na podstawie danych
wyj$ciowych modelu, wyciagnigcie wnioskow 1 decyzja o ewentualnym

rozpocze¢ciu nowej iteracji analizy.
4.3 Wybrane metody analizy wrazliwosci
4.3.1 Projektowanie przesiewowe (Screening Design)

Terminem ,,projektowanie przesiewowe” okresla si¢ eksperymenty numeryczne,
wykonywane na wstgpie wlasciwej analizy modelu, majace na celu wyodrgbnienie
(sposrad czesto licznego zbioru) tych czynnikow, ktdre w najwigkszym stopniu wptywaja
na odpowiedz uktadu. Szeroki opis metod badan przesiewowych mozna znalez¢ m.in. w
pracy [Woods i inni, 2015].

Algorytmy obliczeniowe metod przesiewowych powinny by¢ zorganizowane w
taki sposob aby umozliwiaty analize duzej liczby zmiennych, a wigc powinny by¢
obliczeniowo i czasowo wydajne. Czesto metody te dostarczaja jedynie informacji o tym,
w jaki sposob parametry projektowe szereguja si¢ pod wzgledem waznos$ci, natomiast nie
udzielaja odpowiedzi na pytanie o ile dany czynnik jest bardziej istotny niz pozostate
[Saltelli i inni, 2000].

W badaniach przesiewowych przewaznie wykorzystuja podejscie OAT. W tego
typu analizie eksperymenty wykonuje si¢ dla ustalonych trzech poziomdow rozpatrywanej
zmiennej: wartosci ekstremalnych oraz wartosci §rodkowej (znajdujacej si¢ ,,w potowie
drogi” pomiedzy wartoSciami ekstremalnymi). Eksperyment przeprowadzony z

wykorzystaniem wartosci  §rodkowych zmiennych zwany jest eksperymentem


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

4.3 Wybrane metody analizy wrazliwos$ci 55

kontrolnym. Ocena parametréow, na zmian¢ ktorych model jest wrazliwy polega na
wyznaczeniu 1 poréwnaniu ze sobg réznic miedzy wynikami uzyskanymi dla
ekstremalnych poziomdéw zmiennych z tymi uzyskanymi w eksperymencie kontrolnym
[Saltelli 1 inni,2000]. Istotnym ograniczeniem podejscia OAT jest fakt, ze w tego typu
analizie szacuje si¢ jedynie efekt glowny danej zmiennej - wplyw potencjalnie
wystepujacej migdzy dwoma lub wigcej czynnikami interakcji jest catkowicie pominigty.

Inng metoda badan przesiewowych jest zastosowanie tzw. eksperymentowania
czynnikowego (Factorial Experimentation), ktore umozliwia wyznaczenie odpowiedzi
uktadu dla wszystkich mozliwych kombinacji przyjetych pozioméw zmiennych.
Wyroéznia si¢ badanie czynnikowe peltne i frakcyjne. W przypadku pelnego eksperymentu
czynnikowego dla przyjetych & pozioméw kazdej z N zmiennych losowych catkowita
liczba eksperymentow wynosi N*. W przypadku eksperymentowania frakcyjnego
wykorzystuje si¢ tylko wybrane poziomy poszczegdlnych zmiennych. Dobdr punktow
ustalonych w badaniu czynnikowym: pelnym 1 frakcyjnym dla przypadku

trojwymiarowego zobrazowano na rys. 4.1.

AX, . . . A X .

(@) (b)

Rysunek 4.1 Przyktadowy wybor punktéw eksperymentowania czynnikowego petnego (a) i
frakcyjnego (b) — przypadek trojwymiarowy [zrodto:
https://www.slideshare.net/maheshmarathe4/factorial-design-69296752, 2018]

Kolejng galezia metod przydatnych w badaniach przesiewowych sa metody
graficzne, obrazujace wrazliwo$¢ modelu na zmiang rozpatrywanych parametrow w
postaci m.in. wykresow, map punktéw czy tez histogramow.

Metody graficzne stanowig form¢ jakosciowego okreslania wrazliwosci modelu

na zmiang rozpatrywanych parametréw wejsciowych. Moga by¢ one stosowane zarowno
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jako metoda przesiewowa stosowana przed dalsza analiza modelu w celu lepszego
rozpoznania zalezno$ci pomigdzy zmiennymi wejscia i wyjscia, jak rowniez jako
uzupelnienie metod matematycznych 1 statystycznych analizy wrazliwosci [Frey 1 inni,
2003]. Czgsto stosowanym w ramach metod graficznych podejsciem jest wykorzystanie
tzw. chmur rozproszenia punktow. Metoda ta polega na naniesieniu na wykres punktow,
ktorych pierwsza wspotrzedng jest warto$¢ wejsciowa analizowanej zmiennej, natomiast
drugg wspotrzedng jest wynik symulacji (np. bezposredniej metody Monte Carlo).
Wykres rozproszenia dostarcza informacji o zakresie wartosci dla zmiennych wejscia 1
wyjécia oraz umozliwia identyfikacje relacji pomigdzy nimi. Ograniczeniem w
stosowaniu chmur rozproszenia jest po pierwsze czas ich generacji w przypadku
skomplikowanych modeli zawierajacych wiele zmiennych, a po drugie fakt, ze ich
interpretacja oparta jest jedynie na subiektywnym osadzie 1 moze prowadzi¢ do btedow.
Przyktadowy obraz chmur rozproszenia wynikdéw, zaczerpnigty z [Saltelli i inni, 2008]
przedstawiono na rysunku (4.2a) oraz (4.2b). Zaprezentowane wykresy dotycza dwoch
sposrod czterech znormalizowanych zmiennych wejsciowych Z;, od ktorych zalezna jest

zmienna wyjscia Y.
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Rysunek 4.2 Przyktadowy obraz chmur rozproszenia zmiennej Y w zalezno$ci od wartosci
zmiennych Z; oraz Z; wygenerowanych za pomoca bezposredniego probkowania Monte Carlo (rys.
aib) oraz wartosci $rednie zmiennej Y wyznaczone na podstawie zbiorow probek z wydzielonych
przedziatéw zmiennych Z; i Zx(rys. c i d) [Saltelli i inni, 2008]
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W przedstawionym przyktadzie chmury a i b dotycza tych samych punktow
obliczeniowych, roznica w ich ksztalcie zalezy jedynie od tego na jakiej rzutni (Z;Y czy
Z>Y) zostaty one wykres§lone. Za najbardziej istotne dla analizowanego problemu uwaza
si¢ te zmienne, ktoérych rozproszone punkty charakteryzuja si¢ widocznym
uporzadkowaniem oraz najwigkszym zakresem zmiennos$ci na osi zmiennej wejsciowe;.
W tym przypadku zmienna, na ktoéra odpowiedz uktadu Y jest najbardziej wrazliwa jest
zmienna Z>.

Uszeregowanie zmiennych wejsciowych pod wzgledem istotnosci ich zmiany na
odpowiedz ukladu odbywaé si¢ moze zarowno bezposrednio na podstawie ksztattu
chmury jak rowniez poprzez wyznaczenie linii trendu wartosci §redniej zmiennej Y dla

punktéw z wydzielonych podprzedzialow rozpatrywanej zmiennej Z. ( punkty widoczne

narys.4.2cid).
4.3.2 Metody badania wrazliwos$ci wykorzystujace analize wariancji

Metode badania wrazliwosci wykorzystujaca analiz¢ wariancji po raz pierwszy
zastosowal chemik R. I. Cukier we wczesnych latach siedemdziesiatych ubieglego
stulecia. Metoda ta, znana pod nazwa FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test)
umozliwiata okreslenie gléwnego efektu rozpatrywanego czynnika na wariancje
odpowiedzi uktadu. W Ilatach 90tych rosyjski matematyk I. M. Sobol, rozwijajac
koncepcje, ktora zaproponowal Cukier, przedstawit procedur¢ wykorzystujaca
probkowanie Monte Carlo, umozliwiajaca szacowanie miar wrazliwosci dla dowolnie
wybranych grup czynnikéw a przez to uwzglednienie wszelkich interakcji zachodzacych

miedzy czynnikami poddanymi analizie.
Procedura obliczenia indeksow wrazliwosci Sobola metoda Monte Carlo

Jezeli model matematyczny opisany jest funkcja f(x), gdzie x=(x,x,,...,x,)

jest wektorem zmiennych losowych zdefiniowanych w n -wymiarowej przestrzeni K" ,
takiej ze:
K"={x|0<x, <1, i=12,..,n} 4.1)

to funkcje f'(x) przedstawi¢ mozna jako nastepujacg sume:

f(xl,...,xn)zfo+iﬁ(xl.)+znl i 1 (xl.,)cj)+...+f1’2 ,,,,, (X5 x,) (4.2)

i=l j=i+l
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Istotng cecha rownania (4.2) jest fakt, ze wszystkie czynniki w nim zawarte sg

ortogonalne, np. jezeli (i,,...,i,) #(Jji,..., j,) to zachodzi:
_[ fil oy fjl o) dx=0 (4.3)
K’I
Calkowita oraz czg¢$ciowa wariancja odpowiedzi modelu zdefiniowane sg nast¢pujaco:
D= j 2 (x)dx— [} (4.4)
1 1
D, = j j £ (%X, ) dx, ..dx, (4.5)
0 0

gdzie 1<i <..<i <n oraz s=1,2,...,n

Catkowitg wariancj¢ odpowiedzi modelu przedstawi¢ mozna w postaci nastepujacej

sumy:

D= ZD+ZZD+ 4D, (4.6)

i=l j=i+l

Na podstawie powyzszego rOwnania wyznacza si¢ indeksy wrazliwos$ci:
. . Di i
S (i ) =—22 (4.7)

Suma wszystkich indekséw wrazliwosci réwna jest 1:
DS()+Y, D8 (6 j)+.+S(1,2,...,n) =1 (4.8)
i=1 i=1 j=i+l

Calki (4.4) oraz 4.5 mozna wyznaczy¢ stosujac catkowanie Monte Carlo. Oszacowane w

ten sposob estymatory wielkosci f,, D1 D, wyrazone s nastgpujaco:

fim 2 (x) “9)

.1 & ny
D= 2 S (%)=, (4.10)
B = X (X ) (x3ty) - @1

W réwnaniach 4.9 —4.11, N oznacza liczbe generacji, x, jest punktem obliczeniowym

/4 n 1 —_
okreslonym w K", natomiast x_ —(xlm,...,x(i_l)m,x(M)m,...,xnm).

Indeksy gorne i ® wskazuja, Ze generowane s3 dwie macierze o wymiarze N xn

kazda, zawierajace wylosowane elementy wektora x).
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Przedstawiona w pracy [Saltelli 1 inni, 2008] procedura wyznaczenia indeksow

wrazliwosci Sobola zaktada:

1. generacj¢ dwoch macierzy, kazda o wymiarze N xXn (n oznacza liczbe¢ zmiennych

losowych zadania) zawierajagcych wylosowane elementy wektora zmiennych

A\ MOST

(wzory 4.1214.13).

@ (O] @ 1)
xl x2 xl- xn
(2) (2) (2) (2)
xl x2 xi xn
A=| .. (4.12)
(N-1) (N-1) (N-1) (N-1)
xl xz xl- xn
(N) (V) (N) (N)
X X, i X
@ @ (O] 1)
xn+l xn+2 n+i x2n
(2) (2) (2) (2)
xn+1 xn+2 n+i x2n
B=| .. (4.13)
(N-1) (N-1) (N-1) (N-1)
xn+1 xn+2 xn-H' x2n
(N) (V) (V) (N)
xn+1 xn+2 xn-H' x2n

2. Zdefiniowanie macierzy C,, ktorej wszystkie kolumny poza i-ta pochodza z

macierzy B, natomiast kolumna i pobrana jest z macierzy 4.

B 0

Q)

m

n+l xn+2 xi(l) x2n
WA
c=| .. . (4.14)
R LT
A i %,

3. Wyznaczenie wektorow odpowiedzi modelu dla danych zawartych w macierzach:

A , Bi C.Kazdy z wektorow posiada wymiar N x1.
vi=f(A), y,=f(B), yo=1(C)

4. Oszacowanie indeksOw wrazliwosci pierwszego rzedu S,

(4.15)

indeksow

wrazliwosci catkowitej S;;. Indeks wrazliwosci pierwszego rzedu (S;) wyraza

bezposredni wptyw parametru i na odpowiedz modelu (indeksy wrazliwos$ci

wyzszych rzedow wyrazaja wplyw interakcji miedzy parametrami na odpowiedz
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uktadu), natomiast indeks wrazliwosci catkowitej (.S;,) okresla catkowity wplyw

parametru i oraz jego interakcji z innymi parametrami na odpowiedz modelu.

Wskazniki wrazliwos$ci: pierwszego rzgdu oraz calkowitej wyznaczy¢ mozna

korzystajac z nastgpujacych formut:

S (/) (])
VEMIX)] vive—fo _(I/N)/Z—;‘ fo
' V(Y) YaVa— fo (1/]\7)%()}1(4/)) -1
) 1/N S (j) (]) .
:V[E(Y|X~,.)]:1_J’B'J’c,_ﬁ) :1_( ); i (4.17)
, V(Y) YaYa=Jo (/N () =12

I
—_

J

gdzie:

( Zy(”J (4.18)

Interpretacja uzyskanych wynikéw. Podczas interpretacji uzyskanych wartosci
indeks6w wrazliwosci nalezy zwroci¢ uwage na ich nastepujace wlasciwosci

[Saltelli 1 inni, 2004]:

» warto$¢ indeksu wrazliwosci calkowitej S, powinna by¢ wieksza niz warto$¢

(4.16)

indeksu wrazliwoSci pierwszego rzedu S;. Mozliwa jest sytuacja, w ktorej
indeksy te sg sobie réwne - dzieje si¢ tak w jezeli nie istnieje zadna interakcja
pomiedzy zmienng X, i pozostalymi czynnikami. Réznica S, —S, jest miarg

l

tego, jak bardzo zmienna X, wplatana jest w interakcje z ktorakolwiek z

pozostatych zmiennych;

warto$¢ indeksu S, =0oznacza, ze zmienna X, nie ma wplywu wariancje
odpowiedzi uktadu niezaleznie od tego, z ktorymi zmiennymi wchodzi w
interakcje;

suma wszystkich indeksow S, jest rowna 1 w przypadku modeli addytywnych
lub mniejsza od 1 w przypadku modeli nieaddytywnych (zgodnie z definicjg z
modelem addytywnym mamy do czynienia wtedy, kiedy w ramach

dekompozycji wariancji mozliwe jest oddzielenie efektu jego zmiennych
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wejsciowych, np. model Y, :Z‘”Zi2 jest przyktadem modelu addytywnego,
natomiast ¥, = Hl_ Z, jest przyktadem modelu nieaddytywnego);

= suma wszystkich indeksow wrazliwosci catkowitej jest zawsze wigksza niz 1.

Wyjatkowo moze by¢ rowna 1 w przypadku modeli idealnie addytywnych.
Do zalet metody badania wrazliwosci na podstawie wskaznikow Sobola mozna zaliczy¢:

* brak zalezno$ci migdzy uzyskanymi wynikami a poziomem skomplikowania
modelu,

* mozliwo$¢ uchwycenia wplywu pelnego zakresu zmiany kazdego z czynnikow
wejsciowych na odpowiedz uktadu,

* mozliwo$§¢ uwzglednienia w obliczeniach wpltywu interakcji pomigdzy
poszczegdlnymi czynnikami,

* mozliwo$¢ taczenia czynnikow w grupy i badania wariancji (niepewnosci jaka dana

grupa czynnikow wywotuje) grup czynnikdw.

Do wad metod zaliczy¢ nalezy koszt obliczeniowy - w metodzie MC liczba obliczen
potrzebna do wyznaczenia indekséw wrazliwosci S, oraz S, w przypadku k&

parametréw, wynosi N(k+2). Jezeli liczba k jest duza (parametréw wejscia jest duzo)

zaleca si¢ przed wlasciwg analiza zastosowac techniki przesiewowe (Screening Designs).
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numeryczne

W niniejszym rozdziale przedstawiono kilka przykladow wykorzystania
omowionych wczesniej metod i1 algorytmow. W kazdym z nich starano si¢ zaprezentowac
rozne aspekty analizy probabilistycznej, uzupelnionej o szacowanie wrazliwosci
spowodowane] zmiang opisujacych konstrukcje losowych parametrow. Przyktady
zaprezentowano w okres$lonej kolejnosci, poczawszy od prostych systemow, a konczac
na modelach rzeczywistych konstrukcji. Pomimo tego, iz prezentowane metody majg
charakter uniwersalny, w pracy ograniczono si¢ jedynie do analizy systemow kratowych.
Ograniczenie to wynika wylacznie z naktadu czasu obliczeniowego. W przypadku
testowania algorytmow probabilistycznych, konieczne jest poréwnanie kilku metod, a
wiec wykonanie obliczen dla kilkudziesigciu lub nawet kilkuset realizacji wektora
zmiennych losowych. Tego typu rozbudowane analizy sg praktycznie mozliwe jedynie
dla uproszczonych modeli jakimi sg kratownice. Nalezy jednak podkresli¢, ze w zakresie
metodologicznym, obliczeniach innych konstrukeji, np. ukladéw cienko$ciennych,

powtok czy ptyt mozna wykona¢ wykorzystujac te same algorytmy.
5.1 Kratownica von Misesa
5.1.1 Przedstawienie modelu

Pierwszy przyklad dotyczy symetrycznej kratownicy von Misesa, przedstawionej

narys. 5.1. Rozpatrywany model zostal szczegdtowo opisany w [Kleiber i inni, 1997].

P
(1)

»!

L 112 L 112 |

Rysunek 5.1 Model kratownicy von Misesa
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Punkty podparcia elementéw oddalone sg od siebie o / =93,969 m , natomiast obcigzony

wezel kratownicy znajduje si¢ na wysoko$ci /4 =34,202 m. Pole poprzeczne pretow

wynosi 4=1,0 m*> a modut Young’a E =50,0 kN/m?*. Kratownica obcigzona jest sita
pionowa przytozong w wezle nr 1. Usytuowanie pretow kratownicy opisane zostato za
pomoca jednego stopnia swobody- kata obrotu ¢ [rad] nachylenia preta wzgledem
kierunku poziomego. W modelu zatozono wstepna imperfekcje zwigzang z przyjeciem
wysokos$ci punktu styku pretow. Imperfekcja wyrazona zostata poprzez kat ¢, [rad],
zawarty pomiedzy kierunkami: zatozonym 1 rzeczywistym nachylenia pretow do

poziomu.

5.1.2 Analiza wrazliwosci kratownicy na podstawie histogramow stanu

granicznego

Na podstawie réwnania rownowagi sit w wezle 1 wyznaczona zostala zaleznos$¢
obcigzenia od kata obrotu elementow:
P(p)=-2-N-sin(a— (¢, + @) (5.1)
W stanie granicznym powyzsza zalezno$¢ przyjmuje postac:
P(p)=-2-E-A-¢,sin(a—(o,+9,)) (5.2)
gdzie @ jest katem wychylenia w przypadku maksymalnego skrocenia elementow AL,

wyrazonego nastepujaco:
AL, =€, -L (5.3)

extr y

Do dalszych rozwazan kat wstepnej imperfekcji ¢, obcigzenie P oraz odksztalcenie
preta w stanie granicznym &€, zatozono jako zmienne losowe. Dla kazdej z wymienionych

zmiennych wygenerowano zbiér N =1000 realizacji zgodnie z rozktadem normalnym.

Wartosci srednie oraz odchylenia standardowe zmiennych P, £, oraz ¢, wynosza:

m,=0,4, ¢,=0,05 [kN] (5.4)
me, =0,02, o, =0,005 [-] (5.5)
Mg, =0,00, o, =0,00875 [rad] (5.6)

Procedurg przedstawionej ponizej analizy wrazliwo$ci w uproszczeniu mozna opisaé w

nastepujacy sposob:
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Wybor analizowanego parametru: P, €, &,
Generacja zbioru N warto$ci zmiennych zgodnie z rozkladem normalnym.
Obliczenie dla kazdej realizacji zmiennych wartosci mnoznika ¢, [—]

analizowanego parametru. W zalezno$ci od tego, ktéra zmienna jest

analizowana, mnoznik ¢, przyjmuje wartoSci:

e
, o === o =— (5.7)

gdzie: N! , £  oraz o

o Engr 0e- S8 wartosciami poszczegoOlnych zmiennych w

stanie granicznym, wyznaczonymi dla i-tej realizacji na podstawie formuty
5.2.
Analiza wynikéw: na podstawie wyznaczonego zbioru bezwymiarowych

mnoznikdw ¢, tworzony jest histogram stanu granicznego. W przypadku
analizy wrazliwosci obciazenia P oraz kata imperfekcji ¢, pole histogramu
dla ,<1,0 odpowiada estymatorowi prawdopodobienstwa awarii p,, ktory

wyraza formuta:
. 1 &
pr=—21(a) (5.8)
N3

gdzie:

1 gdy o <10

(o) = 5.9
(@) {0 gdy o >1,0 (5-9)

W przypadku odksztalcenia prgta w stanie granicznym & estymatorowi
prawdopodobienstwa awarii p, odpowiada pole histogramu dla ¢;>1,0.

Wynik przeprowadzonej analizy w postaci histogramu stanu granicznego
konstrukeji dostarcza probabilistycznej informacji o zachowaniu si¢ ukladu

przy uwzglednieniu losowego charakteru jego parametréw projektowych.

Pierwsza analizowang zmienng byto obcigzenie P. Wygenerowano zbiory 1000

probek kata ¢, oraz odksztalcenia & . Przy zatozeniu stanu granicznego konstrukcji, dla

kazdej i-tej realizacji zmiennych € 1 ¢, obliczono wartos¢ obcigzenia granicznego N, ;

wedtug formuly 5.2, a nastgpnie po wygenerowaniu zbioru obciazen losowych P, dla

A\ MOST
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kazdej realizacji wyznaczono mnoznik ¢, zgodnie z 5.7. Histogram stanu granicznego
konstrukcji przedstawia rysunek 5.2. Niezawodno$¢ ( R =1- P, ) wyznaczone zgodnie z:

5.815.9 wyniosta R=0,913.

100 ~
90 - ]
N=1000 realizacji
80 - ||
— 70 A T me;i=1,4978; 0,;=0,3771; v=25,18%
3 60 1 -] R=0,913
‘g} 50 - B
S 40
30 -
20 A
10 ai[-]
0 T T T T T T T T T T T T 1
QT T NM TN © NN NM S 0O~
o ~ Y ™YY ™ ™ ™ ™ ™ AN AN N &N N &N N

Rysunek 5.2 Histogram stanu granicznego - analiza wrazliwosci zmiennej obciazenia P

Analogiczne obliczenia wykonano dla zmiennych poczatkowego kata ¢, oraz
odksztalcenia w stanie granicznym ¢€,. Rezultaty — histogramy mnoznika ¢,

przedstawiono na rys. 5.3 oraz 5.4.

18 -
16 -
14 -
— 127 N=1000 realizaciji
g 12 I me=57,956; 0,=187,133; v=28,216%
2 R=0,978
N 6
4
2
0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Rysunek 5.3 Histogram stanu granicznego - analiza wrazliwo$ci zmiennej kata imperfekcji ¢,
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0]
o
)

N=1000 realizacji

~
o

.
]

A LM mg=0,723; 0,=0,204; v=322,8%

[o)]
o
L

R=0,907

o
L

czestosé [-]
N w B N
o o o

-
o
L

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 11 1,2

Rysunek 5.4 Histogram stanu granicznego - analiza wrazliwosci zmiennej odksztatcenia €,

Na podstawie wynikow histograméw zmiennej ¢, w kazdym z rozpatrywanych
przypadkéw wyznaczono aproksymowang wielomianem 2 stopnia funkcje w obszarze
stanu granicznego a nast¢pnie wyznaczono modul kata nachylenia |¢| stycznej do
wykresu w punkcie ¢, =1,0. Wartosci te, uszeregowane malejaco, dostarczaja informacji
o wkladzie analizowanych zmiennych w zmian¢ odpowiedzi uktadu.

250 -
200

150
100

czestosc [-]

-50 A
-100
-150
-200 A
-250 -

czestosc
197,32x2-139,35x+12,167
—— 255,29x-185,153

Rysunek 5.5 Obcigzenie P- kat nachylenia stycznej do wykresu w punkcie o, =1 - |¢| =89°46'
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25 -
® czestosé

I ER—— 0,4556x2+1,0486x+2,66 T
_ ———1,0508x+2,2048 * 70
=15
@
o
B
10
(8]

5

ai [-]
O g T T T T

0,8 1,8 2,8 3,8 4,8

400 . * czestodé
----- 744,2x%-2324 9x+1795,5
—-836,5x+1050,8

czestosc []
o

-300 A
-400 -
-500 -

Rysunek 5.7 Odksztalcenie ¢, - kat nachylenia stycznej do wykresu w punkeie o, =1 -

|| =89°55"

Dodatkowej ilosciowej informacji o wplywie zmiany analizowanego czynnika na
odpowiedz uktadu dostarczajg wskazniki wrazliwo$ci: pierwszego rzedu oraz catkowitej
Sobola wyznaczone na podstawie wzorow: 4.16 oraz 4.17. W analizowanym przypadku,

po wygenerowaniu miliona realizacji wyniosty one odpowiednio: S, =0,1866,
S;p=0,1943, Sgy =0,7934, Sgy =0,8196, S, =0,0024, S;,,=0,0055. Otrzymane
warto$ci wskazuja, ze najwiekszy wptyw na zmian¢ odpowiedzi konstrukcji ma zmienna
odksztalcenia ¢, , natomiast wptyw imperfekeji poczatkowej (kata wychylenia pretow
o, ) jest znikomy. Te same wnioski mozna sformutowa¢ na podstawie histogramow

przedstawionych na rys. 5.2, 5.3 oraz 5.4.
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W prezentowanym przykladzie uzyskano pelne rozklady stanu graniczne
uzaleznione od przyj¢tych zmiennych opisujacych model kratownicy. Na ich podstawie
wyznaczono wrazliwo$s¢ modelu na zmiang poszczegdlnych parametrow. Opisujace te
stany zmienne mogg mie¢ charakter globalny (warto$¢ oczekiwana oraz odchylenia
standardowe rozkladow stanu granicznego) jak 1 lokalne — dotyczace punktu
projektowego funkcji stanu granicznego. Dodatkowych informacji dostarczaja takze
wskazniki wrazliwosci Sobola. Nalezy jednak podkresli¢, ze peten opis — histogramy
stanu granicznego s3 mozliwe tylko w przypadku stosunkowo prostych problemow

obliczeniowych.
5.2 Kolumna Zieglera

Celem analizy jest okreslenie wrazliwosci odpowiedzi modelu na zmiang jej
parametréw projektowych, opisanych zmiennymi losowymi. Kolumna analizowana byta
w wielu pracach, np. [Alibrandi i inni, 2009; Challamel i inni 2010; Winkelmann, 2013].
Przy okreslaniu wrazliwos$ci kolumny na zmiang jej parametrow projektowych przyjeto
trzy $ciezki postgpowania:

1. Okreslenie wrazliwosci modelu na podstawie tzw. chmur rozproszenia wynikow
oraz poréwnaniu wspotczynnikow korelacji pomiedzy analizowang zmienng a
odpowiedzig uktadu.

2. Wyznaczenie wskaznikéw wrazliwo$ci: pierwszego rzedu oraz catkowitej Sobola.

3. Okreslenie wskaznikow wrazliwos$ci na podstawie krzywych bedacych przecigciem
powierzchni odpowiedzi ukladu z ptaszczyznami zdefiniowanymi poprzez
przyjecie wartosci badanych zmiennych jako stale. Powierzchnia mechanicznej
odpowiedzi modelu wyznaczona zostata na podstawie punktow pochodzacych z
probkowania ukierunkowanego TRS opisanego w rozdziale 3.4.3 niniejszej pracy.
Na potrzebe analizy stworzona zostata procedura w $rodowisku MATLAB
umozliwiajaca pozyskanie probek znajdujacych sie¢ w bezposrednim sasiedztwie

stanu granicznego g (k,,k,)=0.

5.2.1 Przedstawienie modelu

Analizowanym modelem jest utwierdzony u podstawy stup obcigzony osiowg sitg

AP . W konstrukcji znajduja si¢ dwa przeguby wewngtrzne (u podstawy i w $rodku
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dhugos$ci stupa) wzmocnione sprezynami o stalych sprezystosci k, 1 k, (rys. 5.8).
Przyjeto, ze obydwie wielko$ci sa zmiennymi losowymi: k, =k (1+@,), k, =k, (1+,)
Zarébwno ¢, jak 1 ¢, opisano rozkladem normalnym o wartoSci Sredniej rownej

mg, =0,0 1 odchyleniu standardowym réwnym Oy =0,2.

Rysunek 5.8 Model kolumny Zieglera [Alibrandi i inni, 2009]

Funkcja graniczna ma w tym przypadku posta¢ jawng i opisana jest nastepujacym

rOwnaniem:

1?1(1+a1)+1?2(1+a2)—%\/1?12(1+a1)2+4l?22(1+0(2)2—i (5.10)

1
g(Oll,Olz):E

Przy zatozeniu, ze k =k, =k =k,=1[kNm/rad], L=1m oraz P=1kN mnoznik
obcigzenia powodujacego wyboczenie konstrukcji wyniost A=A4, = 0.5(3—\/§ )

Ostatecznie przyjeto, ze A =0,754, =0,375 (3 -5 ) oraz zatozono, ze zmienne ¢, i ¢,

nie sg skorelowane.
5.2.2 OkreSlenie wrazliwosci kolumny na podstawie analizy rozproszenia wynikow

Pierwsza z metod, umozliwiajaca szybka i1 fatwg w przeprowadzeniu analiz¢
zachowania modelu jest technika tzw. obrazéw rozproszenia, opisana w rozdziale 4.3.1
niniejszej pracy. Na rysunku 5.9 przedstawiono zaleznosci pomig¢dzy zmienng
odpowiedzi uktadu g a sztywnos$ciami: k; 1 k, . W przypadku kazdej z chmur punktow

wyznaczono estymator wspotczynnika korelacji liniowej opisany zaleznoscia:

N

Z(kmi - m)(gi _gi)

R — ,m=1,2 (5.11)

R TRR ) O,

1
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Wartosci wspotczynnikow w przypadku chmur rozproszenia zmiennych k; 1 k, wyniosty

odpowiednio: 747,=0,899 oraz r2,-0,393.

0,3 1
X
0,25 A ><>°( <
0,2 1 X5l x
T 015 1 y=0,2428x - 0,1722 x
§ 0,1 1 Xy
= 0,05 -
< 0 k1 [kNm/rad]
x‘_ T T T T 1
S 0,05 ! 02 04 12 14 16 18
0.1 e
0, <
-0,15 1 x Mc1g=0,899
0,2 -
0,3 -
0,25 - *x
’ : x X X
0,2 - 3 x
y = 0,1204x - 0,0485 x ‘
5'0’15- ,_;X)?’x
g
g % X 3 ¢
Z 0,05 - I S e s x
= 0 I e X Wt k2 [kNm/rad]
x‘j T == 1 X PRS% 4 >< < X T T 1
<:0,05 & 02 (2(,4><x>0,6>)<(§<x>@,§<: X A% xﬁ?& 14 16 1,8
()] X X >S?<
0,1 1 . <
0,151 x Fk20=0,393
0,2 -

Rysunek 5.9 Ksztatt chmury rozproszenia wynikow wyznaczone dla zmiennych £, i k,

Na rysunku 5.9 czerwonym kolorem zaznaczono warto$ci $rednie zmiennej
odpowiedzi uktadu wyznaczone na podstawie probek pochodzacych z wydzielonych
zakresOw analizowanej sztywno$ci. Zakres zmiennosci sztywnosci podzielono na 8
rownych przedziatéw. Nachylenie poprowadzonej na podstawie tych punktow prostej
aproksymacji moze stanowi¢ wizualng metode okreslenia wrazliwos$ci modelu — wraz ze
wzrostem kata nachylenia prostej wzrasta wrazliwo$¢ uktadu na zmiang rozpatrywanego
parametru.

Na podstawie wyznaczonych chmur oraz wspdiczynnikow korelacji mozna
wnioskowa¢, ze zmienng, na modyfikacje ktérej uktad jest bardziej wrazliwy jest

sztywnoS$¢ k, - chmura punktow na pierwszym wykresie ,,charakteryzuje si¢ stosunkowo
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fatwym w interpretacji ksztattem”, podczas gdy rozktad punktéw na drugim wykresie jest

bardziej zblizony do jednorodnego.

5.2.3 OkreSlenie wrazliwosci kolumny na podstawie wskaznikow wrazliwosci

Sobola

Kolejnym krokiem analizy jest okreslenie wskaznikoéw (indekséw) wrazliwos$ci

Sobola: pierwszego rzedu (S,) oraz wrazliwosci catkowitej (Sr,.) wyznaczone dla

rozpatrywanych sztywnosci &, 1 k,. Indeks wrazliwosci pierwszego rzedu S, wyraza
bezposredni wplyw i- tego parametru na odpowiedz modelu, natomiast indeks
wrazliwosci calkowitej S, okresla calkowity wplyw i- tego parametru oraz jego
interakcji z innymi parametrami na odpowiedz koncowa. Im wigksza warto$¢ indeksu
wrazliwosci tym wplyw rozpatrywanego parametru na odpowiedz uktadu jest wigkszy.

Wymienione wskazniki wrazliwo$ci zmiennych &, 1 k,, wyznaczone na podstawie

procedur 4.16 - 4.17, wyniosty odpowiednio: Sk1 =0,7974, STk1 =0,8369, Sk2 =0,1898
STk2 =0,2292 . Uzyskane wyniki §wiadczg o znaczaco wickszym wptywie sztywnosci

sprezyny przypodporowe] k, na odpowiedZ mechaniczna uktadu, a wigc zostaty

potwierdzone wnioski sformutowane na podstawie analizy chmur rozproszenia.

5.2.4 OKkreSlenie wrazliwosci kolumny na podstawie analizy krawedzi przecigcia

powierzchni odpowiedzi z plaszczyznami kig i k2g

Trzeci sposob okreslenia wrazliwosci zaklada wyznaczenie powierzchni

odpowiedzi uktadu g (k) a nastgpnie wyznaczeniu krzywych przecigcia tej powierzchni

zplaszczyznami kg oraz k,g. Powierzchni¢ odpowiedzi aproksymowano na podstawie

punktow pochodzacych z probkowania ukierunkowanego, a wigc takich, ktére znajduja
si¢ w bezposrednim sgsiedztwie stanu granicznego. Na potrzeby analizy stworzono w
srodowisku MATLAB procedure, ktéra po wpisaniu zakresu oraz liczby kolejnych
podzialdw przestrzeni zmiennych znajduje wspotrzedne punktéw probkowania. Nalezy
podkresli¢, ze przedstawiona analiza ma charakter jedynie jako$ciowy — pozwala

uszeregowac¢ zmienne zadania wedtug ich wptywu na odpowiedz uktadu.
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Pierwszym etapem analizy bylo sprawdzenie efektywnosci probkowania
ukierunkowanego. W tym celu porownano ze soba rezultaty (warto$ci wskaznika
niezawodnos$ci Hasofera — Linda f3,, wyznaczone na podstawie wzoru 2.12) otrzymane
na drodze probkowania TRS z wynikami uzyskanymi poprzez zastosowanie technik:
probkowania: warstwowego (MC-SS) oraz hiperszescianu tacinskiego (MC-LHS).

Wskazniki niezawodnosci f,, wyznaczono zardwno stosujac metod¢ Monte

Carlo poszerzong o w/w techniki redukcji populacji jak réwniez wykorzystujac

powierzchnie odpowiedzi zbudowane na podstawie wynikéw tych symulacji.
Metoda Monte Carlo

Prawdopodobienstwo awarii oszacowane bezposrednig metoda symulacji Monte
Carlo, na podstawie 10 probek, wyniosto P, =0,0737. Wskaznik niezawodnosci,
wyznaczony zgodnie z formutg 2.8, wyniost S =1,449.

W przypadku prébkowania warstwowego Monte Carlo obliczenia wykonano dla
podzialu przestrzeni zmiennych na : 2%, 3>, 4*, 5%, 6>, 7°, 8, 9%, 10%, 15%, 20*, 25
oraz 30> warstw o jednakowych wymiarach. Warto$ci wskaznikow niezawodnosci

wyznaczone dla zalozonych wariantoéw podziatu przestrzeni zawarto w tabeli 5.1.

W probkowaniu Monte Carlo poszerzonym o technike hiperszes$cianu tacinskiego
przestrzen zmiennych zostata podzielona na 2%, 3°, 4>, 5°, 6>, 7*, 8, 9%, 10%, 15°,
20° oraz 25° warstw o jednakowych wymiarach. Losowanie wartosci zmiennych
przebiegato w ten sposob, iz z kazdego pojedynczego pasma osi zmiennej &, 1 kazdego
pojedynczego pasma osi k, dobrana mogla by¢ tylko jedna probka. Konfiguracja

rozktadu pobranych w ten sposob punktow utworzona jest w sposob losowy. Wartosci
wskaznikow niezawodnosci Hasofera - Linda uzyskanych dla poszczegdlnych

przypadkow zageszczenia warstw w przestrzeni zmiennych zamieszczono w tabeli 5.1.
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Technika probkowania
Monte Carlo Monte Carlo + SS Monte Carlo + LHS
NSAZMPL ﬂ [_] N SAMPL ﬂ HL NSAMPL ﬂ HL
1 - 1
4 - 5
9 - 6 1,19348
16 - 7 -
25 1,350137 8 1,23007
36 1,382901 9 1,24413
49 1,666002 10 -
64 1,306824 15 1,22215
81 1,308085 20 1,25631
100 1,449 100 1,295158 25 1,35014
225 1,281014 30 1,30022
400 1,298934 40 1,28791
625 1,299395 50 1,35014
900 1,295158 100 1,25631
- - 200 1,29516
- - 300 1,28557
- - 400 1,28791
- - 500 1,28101
- - 1000 1,29970

Tablica 5.1 Wartosci wskaznikéw niezawodnosci Hasofera-Linda wyznaczone na podstawie
bezposredniego probkowania Monte Carlo (MC), metody Monte Carlo rozszerzonej o techniki
probkowania: warstwowego (MC - SS) i hiperszescianem tacinskim (MC - LHS)

Metoda Powierzchni Odpowiedzi

Przy zatozeniu, ze krzywizna rzeczywistej powierzchni odpowiedzi konstrukcji
jest duza, w obliczeniach wykorzystuje si¢ model drugiego rzedu z cztonami
interakcyjnymi, opisanego w przypadku dwédch zmiennych nastgpujaco:

g(k)=B + Bk + Bk, + B,k + B,)k; + B,k k, (5.12)

Aproksymowang powierzchni¢ odpowiedzi wyznaczano na podstawie punktow
obliczeniowych wuzyskanych na drodze probkowania Monte Carlo (zaréwno
bezposredniego jak rowniez poszerzonego o techniki MC- SS oraz MC- LHS). W celu
wyznaczenia powierzchni odpowiedzi uzyto programu RSM-Win, ktorego algorytm
zostatl szerzej opisany w pracy [Winkelmann, 2013].

W przypadku bezposredniego probkowania Monte Carlo powierzchnia odpowiedzi
zostala wyznaczona w 19 wariantach , przy uzyciu 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100,
200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900 i 1000 punktéw obliczeniowych. Warto$ci
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wspotczynnikéw wielomianu 5.12 oraz wskaznikow niezawodno$ci Hasofera- Linda

wyznaczonych dla kazdego przypadku zestawiono w tabeli 5.2.

NSAMPL BO Bl B2 Bll B22 B12 ﬁHL
10 -0,277 0,272 0,086 -0,091 -0,080 0,184 1,54489
20 -0,295 0,311 0,084 -0,096 -0,064 0,155 1,53122
30 -0,354 0,294 0,211 -0,090 -0,125 0,161 1,54149
40 -0,344 0,305 0,175 -0,091 -0,101 0,151 1,52312
50 -0,343 0,306 0,174 -0,091 -0,100 0,150 1,52484
60 -0,343 0,305 0,176 -0,090 -0,101 0,149 1,52610
70 -0,335 0,303 0,165 -0,092 -0,099 0,153 1,53774
80 -0,317 0,279 0,152 -0,091 -0,102 0,175 1,54716
90 -0,317 0,279 0,152 -0,091 -0,102 0,174 1,54712
100 -0,319 0,281 0,155 -0,091 -0,103 0,173 1,54830
200 -0,301 0,270 0,134 -0,089 -0,098 0,180 1,55492
300 -0,302 0,270 0,135 -0,086 -0,097 0,175 1,55249
400 -0,301 0,267 0,137 -0,085 -0,098 0,176 1,55375
500 -0,305 0,270 0,140 -0,086 -0,100 0,176 1,55047
600 -0,305 0,271 0,139 -0,086 -0,099 0,175 1,54962
700 -0,309 0,278 0,141 -0,088 -0,098 0,172 1,54602
800 -0,310 0,278 0,143 -0,089 -0,100 0,174 1,54704
900 -0,308 0,278 0,139 -0,089 -0,099 0,175 1,54684
1000 -0,312 0,279 0,147 -0,089 -0,102 0,173 1,54656

Tablica 5.2 Wspoélczynniki powierzchni odpowiedzi wyznaczone na podstawie zbioru N,

punktéw obliczeniowych (probkowanie Monte Carlo) oraz wyznaczone na ich podstawie wskazniki
niezawodnos$ci Hasofera-Linda

Aproksymacja powierzchni w przypadku punktéw obliczeniowych pochodzacych
z probkowania warstwowego Monte Carlo wykonana zostata dla 12 wariantow podziatu
przestrzeni zmiennych. Warto$ci wspotczynnikow regresji dla poszczegdlnych

przypadkéw podziatu oraz uzyskane wskazniki niezawodno$ci f,, zamieszczono w

tabeli 5.3.

Podobne obliczenia wykonano w przypadku powierzchni odpowiedzi
wyznaczonej na podstawie punktow uzyskanych z probkowania Monte Carlo
poszerzonego o technike¢ hiperszescianu tacinskiego. W tym wypadku przestrzen
zmiennych zostala podzielonana 2°, 3%, 4°, 5>, 6°, 77, 8%, 9°, 10%, 157, 20° oraz 25
warstw o jednakowych wymiarach. Zestawienie wynikéw dla tego typu probkowania

zawiera tabela 5.4.
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NSAZMPL BO Bl BZ Bl 1 BZZ B 12 IB HL

1 - - - - - - -

4 - - - - - - -

9 0287 | 0271 0,111 | -0,089 0,091 | 0,180 1,55537
16 0289 | 0271 0,114 | -0,089 | -0,092 | 0,181 1,55559
25 0290 | 0270 | 0115 | -0,089 | -0,093 | 0,181 1,55570
36 0,290 | 0270 | 0,117 | -0,089 | -0,093 | 0,181 1,55567
49 0291 | 0270 | 0118 | -0,089 | -0,094 | 0,181 1,55563
64 0292 | 0270 | 0119 | -0,089 | -0,094 | 0,181 1,55553
81 0292 | 0269 | 0,120 | -0,089 | -0,095 | 0,181 1,55545

100 | -0293 | 0269 | 0121 | -0,089 | -0,095 | 0,182 1,55542
225 | 0294 | 0269 | 0,124 | -0,089 | -0,096 | 0,182 1,55505
400 | -0295 | 0269 | 0,125 | -0,089 | -0,097 | 0,182 1,55484
625 | 0296 | 0269 | 0,127 | -0,089 | -0,097 | 0,182 1,55467
900 | -0296 | 0269 | 0,128 | -0,089 | -0,098 | 0,182 1,55455

Tablica 5.3 Wspolczynniki powierzchni odpowiedzi wyznaczone na podstawie zbioru N,

punktéw obliczeniowych pochodzacych z probkowania warstwowego Monte Carlo oraz
wyznaczone na ich podstawie wskazniki niezawodno$ci Hasofera-Linda

Na rys 5.10 przedstawiono graficzne poréwnanie uzyskanych zbieznosci
iteracyjnych obliczen wskaznika niezawodnosci f,, w przypadku powierzchni
odpowiedzi aproksymowanej na podstawie punktéw pochodzacych z wyzej opisanych
rodzajow probkowania. Uzyskane wyniki wskazuja, ze w przypadku analizowanego
modelu za pomocg metody Monte Carlo, przy 1000 realizacji, nie otrzymano
ustabilizowanego rozwigzania. Sposrdd analiz wykorzystujacych metode RSM
probkowanie SS pozwala na uzyskanie wiarygodnych wynikow juz na poziomie kilku
probek. We wszystkich pozostatych przypadkach analizy RSM, zwigkszanie liczby
probek nie prowadzi to stabilizacji rozwigzania. Nalezy jednak podkresli¢, ze rdznice
wynikow dotyczg drugiego lub nawet trzeciego miejsca po przecinku, a wigc zastosowane
rozne podejscia prowadza do rozwigzan, ktére mozna generalnie okresli¢ jako

powtarzalne i ustabilizowane z inzynierskiego punktu widzenia.
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NSAMPL BO Bl BZ Bll B22 B 12 ﬂ HL
3 -1,250 0,750 0,500 -0,250 -0,250 0,500 0,00000
4 -0,594 1,438 -0,234 -0,344 0,102 -0,117 1,65922
5 -0,875 0,250 0,289 -0,375 0,031 0,000 0,87465
6 -0,275 0,256 0,100 -0,083 -0,089 0,187 1,55090
7 -0,283 0,250 0,123 -0,080 -0,099 0,184 1,56646
8 -0,286 0,257 0,119 -0,088 -0,102 0,196 1,54398
9 -0,285 0,265 0,112 -0,072 -0,079 0,154 1,56939
10 -0,301 0,287 0,122 -0,102 -0,097 0,188 1,55393
15 -0,297 0,284 0,117 -0,100 -0,099 0,190 1,54111
20 -0,294 0,269 0,123 -0,087 -0,095 0,179 1,54945
25 -0,298 0,256 0,144 -0,085 -0,110 0,189 1,55991
30 -0,292 0,267 0,121 -0,086 -0,091 0,177 1,55845
40 -0,284 0,265 0,108 -0,090 -0,094 0,190 1,54712
50 -0,301 0,266 0,139 -0,096 -0,115 0,203 1,54281
100 -0,297 0,278 0,119 -0,088 -0,089 0,173 1,54701
200 -0,310 0,272 0,149 -0,089 -0,106 0,180 1,55280
300 -0,301 0,262 0,143 -0,089 -0,109 0,190 1,55557
400 -0,301 0,270 0,134 -0,087 -0,099 0,179 1,55170
500 -0,305 0,272 0,140 -0,089 -0,102 0,181 1,55087
1000 -0,303 0,261 0,146 -0,085 -0,106 0,183 1,55767

Tablica 5.4 Wspolczynniki powierzchni odpowiedzi wyznaczone na podstawie zbioru Ny,

punktéw obliczeniowych (probkowanie Monte Carlo wraz z technika hiperszes$cianu lacinskiego)
oraz wyznaczone na ich podstawie wskazniki niezawodnosci Hasofera-Linda

wskaznik niezawodnosci B [-]

1,6

1,58

1,56

1,54

N
v
N

Monte Carlo
—o—RSM-MC

=#—=RSM-SS-MC
—8—RSM-LHS-MC

—*—RSM-TRS-MC

1,5

200 400

600

liczba probek Nsampr [-]

800

Rysunek 5.10 Zbieznoé¢ obliczen wskaznika niezawodnos$ci /3, oszacowanego w przypadku

bezposredniego probkowaniu Monte Carlo a takze na podstawie powierzchni odpowiedzi
aproksymowanych przy uzyciu punktéw pochodzacych z 4 r6znych technik prébkowania
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Technika probkowania ukierunkowanego (TRS)

W celu wyznaczenia punktow proébkowania TRS, w $rodowisku MATLAB
stworzono procedure, ktora w sposdb automatyczny zageszcza punkty w przestrzeni
zmiennych a nastgpnie z catego zbioru wybiera te, ktére znajdujg si¢ w poblizu stanu
granicznego. Struktura procedury zbudowana zostala na podstawie algorytmu

przedstawionego w rozdziale 3.4.3 pracy. Calo$¢ sktada sie z nastgpujacych modutow:

1. Weczytanie danych wejsciowych: liczby zmiennych zadania, maksymalnej liczby
podziatow przestrzeni podczas ktorej poszukiwana jest para warstw, z ktorej jedna

zawiera zdarzenie f (takie dla ktoérego funkcja stanu granicznego g(x)<0), druga
za$ zdarzenie s (takie dla ktorego zachodzi g(x) > 0), ostatecznej liczby podziatow
przestrzeni ), wektora zawierajgcego zakresy dla poszczegdlnych sztywnos$ci oraz

funkcji stanu granicznego. Przyjeto, ze sztywnosci k, 1 k, moga przyjmowac
warto$ci z zakresu (k, —30;k, +30) a zatem (0,4;1,2) [kNm/m].

2. Pierwotny podziat przestrzeni przy uzyciu techniki RSS, do momentu uzyskania
minimum jednej pary sasiadujacych ze sobg warstw zawierajacych zdarzenia f - s.
W przypadku gdy program osiagnie liczb¢ podziatow przyjeta przez uzytkownika
jako maksymalng, nie znalazlszy pary f-s wyswietlony zostaje stosowny
komunikat o konieczno$ci zwigkszenia liczby podzialéw. Losowania probki z
wydzielonej warstwy odbywa si¢ zgodnie z rozktadem réwnomiernym.

3. Wybor sposréd wytonionych par f-s tej, ktéorej waga jest najwigksza

Woa = W, + W, Przez wage danej warstwy (w, lub w, ) okresla si¢ iloczyn dtugosci

jej bokow we wszystkich wymiarach (np. w problemie dwuwymiarowym begdzie to
pole danej warstwy). Jezeli wigcej niz jedna para warstw ma taka sama wage w,
nastepuje losowy wybor jednej z par.

4. Wyznaczenie dlugosci odcinka taczacego probki z danej pary warstw oraz jego
dtuzszego rzutu (zgodnie z formutami: 3.39 oraz 3.40). W przypadku wystgpienia
kilku rzutow o tej samej dlugosci wybierany jest losowo jeden z nich.

5. Wyznaczenie wspotrzednej |x

cut

| (rys.3.5) - punktu przeciecia prostej prostopadiej

do dhuzszego rzutu odcinka taczacego probki w warstwach f-s, zgodnie z formula

(3.41).
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6. Sprawdzenie w ktorej sposréd warstw (f czy s) nastapi podziat. W przypadku gdy
punkt przecigcia pokrywa si¢ z krawedzig podziatu warstw program jako miejsce
podziatu przyjmuje potowe dtuzszego rzutu odcinka taczacego probki f—s.

7. Kolejno wykonywane s3: podziat warstwy, wylosowanie nowej probki oraz
powtorzenie catej procedury zadang liczbe razy.

8. Wyznaczenie prawdopodobienstwa awarii rozumianego jako objetos¢ warstw
zawierajacych zdarzenie awaryjne (wzor 3.42).

9. Utworzenie pliku zawierajagcego wspoétrzedne uzyskanych probek oraz wartosé

funkcji stanu granicznego wyznaczong dla tych wspotrzednych.

Wykorzystujac procedure TRS przestrzen zmiennych podzielono na warstwy, z
ktorych wylosowano po jednej probce. Przyktady wygenerowanych punktow

obliczeniowych w przypadku posrednich podziatow na 50 1 200 warstw oraz ostatecznego

podziatu na 1000 warstw przedstawiono na rys. 5.11.

50 podziatéw

200 podziatow

1,60 - 1,60 -
X
1,40 1,40 -
1,20 1,20 j‘ «
T =
£ 100 fox x S 1,00 1< x
DN x X 1% X x X
2 080 { Sexax% ey £ 0801 Mgt X
o~ "x‘"’k%‘__xx sl o~ X
~ 0,60 - ke e ~ 0,60 - e~ Y
X xx X X ) xx X x
X
0,40 . . . % 0,40 . . . 7
0,40 0,65 0,90 1,15 1,40 0,40 0,65 0,90 1,15 1,40
k1 [kNm/rad] k1 [kNm/rad]
1000 podziatow
<)
g
£
z
X,
<

Rysunek 5.11 Punkty obliczeniowe pochodzace z: 50, 200 oraz 1000 warstw wyznaczonych na

0,40 T T T T
0,40 0,65 0,90 1,15 1,40

k1 [kNm/rad]

podstawie procedury TRS
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Na podstawie wspotrzegdnych uzyskanych na drodze kolejnych podzialow
aproksymowano powierzchni¢ odpowiedzi g (k,,k, ) . Warto$ci wspotezynnikow regresji

dla kolejnych podziatow przestrzeni oraz uzyskane wskazniki niezawodnosci Hasofera —

Linda zamieszczono w tabeli 5.5.

NSAZMPL BO Bl BZ Bll BZZ B 12 IB HL
3 0,250 -0,750 0,625 1,688 -0,219 -0,555 -1,64814
4 -0,250 0,180 0,094 -0,024 -0,078 0,199 1,73232
5 0,375 -1,125 -0,188 0,438 -0,095 0,562 -0,40183
6 -0,136 -0,074 0,075 0,086 -0,097 0,250 1,59534
7 -0,151 -0,043 0,079 0,071 -0,096 0,243 1,59281
8 -0,153 -0,022 0,070 0,060 -0,088 0,233 1,57906
9 -0,234 0,148 0,100 -0,030 -0,092 0,208 1,58618
10 -0,175 0,023 0,078 0,038 -0,089 0,226 1,57873
20 -0,352 0,413 0,127 -0,185 -0,093 0,184 1,58659
30 -0,313 0,299 0,134 -0,102 -0,088 0,165 1,56349
40 -0,313 0,337 0,107 -0,132 -0,076 0,167 1,56310
50 -0,308 0,349 0,090 -0,143 -0,070 0,171 1,55695
60 -0,302 0,338 0,086 -0,137 -0,069 0,173 1,55156
70 -0,259 0,236 0,073 -0,096 -0,077 0,217 1,56169
80 -0,254 0,231 0,066 -0,095 -0,076 0,220 1,56320
90 -0,256 0,232 0,072 -0,096 -0,078 0,221 1,56720
100 -0,250 0,227 0,065 -0,095 -0,077 0,225 1,57278
150 -0,241 0,217 0,055 -0,095 -0,076 0,233 1,56898
200 -0,241 0,224 0,049 -0,100 -0,074 0,236 1,56289
250 -0,226 0,210 0,029 -0,102 -0,070 0,252 1,56462
300 -0,214 0,201 0,011 -0,102 -0,064 0,261 1,56159
350 -0,202 0,192 -0,004 -0,101 -0,058 0,266 1,55890
400 -0,197 0,189 -0,011 -0,102 -0,057 0,270 1,56100
450 -0,195 0,190 -0,017 -0,104 -0,055 0,272 1,56129
500 -0,184 0,191 -0,021 -0,106 -0,054 0,275 1,56223
600 -0,187 0,182 -0,023 -0,102 -0,053 0,274 1,56494
700 -0,181 0,174 -0,029 -0,100 -0,051 0,276 1,56340
800 -0,174 0,168 -0,037 -0,098 -0,048 0,279 1,56172
900 -0,169 0,163 -0,043 -0,097 -0,046 0,281 1,55971
1000 -0,166 0,162 -0,048 -0,098 -0,044 0,284 1,55913

A\ MOST

Tablica 5.5 Wspolczynniki powierzchni odpowiedzi wyznaczone na podstawie zbioru Ny,

punktéw obliczeniowych (probkowanie TRS) oraz onliczone na ich podstawie wskazniki
niezawodnos$ci Hasofera-Linda

W  przypadku analizowanego modelu probkowanie TRS nie poprawito
rozwigzania, szczegélnie jezeli porownaé¢ je do wynikéw uzyskanych za pomoca

probkowania warstwowego. Trudno tez dostrzec stabilizacj¢ wynikow w przypadku

wzrastajacej liczby probek. Jednakze, podobnie jak miato to miejsce we wezesniejszych
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rozwigzaniach, réznice we wszystkich uzyskanych wynikach sg niewielkie 1 dotycza
drugiej lub nawet trzeciej liczby po przecinku. Metode TRS nalezy oceni¢ jako bardziej
wiarygodna, gdyz generacja punktéw dotyczy jedynie obszaru funkcji stanu granicznego
(rys. 5.11). Nalezy spodziewac sig, iz tego typu analiza bedzie miata wigksze znaczenie
w przypadku bardziej skomplikowanych modeli, ktére charakteryzuja si¢ znacznie

wigkszymi rozrzutami rozwigzan.

Podstawg badanie wrazliwo$ci odpowiedzi ukladu w tym przypadku jest
obserwacja przebiegu powierzchni odpowiedzi w poszczegolnych obszarach przestrzeni
zmiennosci parametrow k, 1 k, . Szacowania wrazliwos$ci uktadu dokonano na podstawie
1000 punktow pochodzacych z probkowania TRS. Rownanie powierzchni opisane jest
nastepujaco:

&(k,.k,)=-0,166+0,162k, - 0,048k, - 0,098k; -0,044k; +0,248k k, (5.13)
Na rys. 5.13 przedstawiono krawegdzie przecigcia powierzchni odpowiedzi z

ptaszczyznami poprowadzonymi dla 4 réznych wartosci zmiennych &, 1 k,. Schemat

przyjetych plaszczyzn przecigcia zaprezentowano na rys. 5.12.

ko [kNm/rad]

0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,40 1,60
k4 [KNm/rad]

Rysunek 5.12 Schemat przyjetych ptaszczyzn przecigcia (linie czerwone, przerywane) powierzchni
odpowiedzi kolumny
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0,4

= k,=const=0,4 * k;=const=0,4

k1,ko2 [kKNm/rad]

= k,=const=0,8 * k;=const=0,8

k1,k2 [kNm/rad]

= k,=const=0,6 * ky;=const=0,6

k+,kz [kNm/rad]

* k,=const=1,0 * k;=const=1,0

x %

k1,kz2 [kNm/rad]

Rysunek 5.13 Krawedzie przecigeia powierzchni odpowiedzi uktadu z ptaszczyznami kg i k,g

Na podstawie zamieszczonych na rys.5.13 wykresow zaobserwowano, ze przy

stalej wartoSci zmiennej k; powierzchnia odpowiedzi ukladu charakteryzuje si¢

mniejszym nachyleniem do poziomu. Nalezy zatem uznac, ze jest to parametr, na ktory

zmienna wyj$ciowa jest wrazliwsza.

Whnioski

wczesniejszych obliczeniach wskaznikéw wrazliwosci Sobola.

te znajduja potwierdzenie we
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5.3 Wieza telekomunikacyjna

W niniejszym rozdziale rozpatrywana jest przestrzenna wieza kratownicowa
bedaca elementem infrastruktury sieci telekomunikacyjnej, opisana szerzej w [Szafran 1
inni, 2016], przedstawiona na rysunku 5.14.

A A

1,5m
"

6,0m
segment S-1

5,0m

‘ segment S-3 ‘ segment S-2

5,0m

6,0m
‘ segment S-4
40,0m

1,5m ’

4.9m |

|
T

(b)

6,0m
segment S-5

|
|

6,0m

6,0m
segment S-7 | segment S-6

. 49m [
(a)

Rysunek 5.14 Schemat wiezy telekomunikacyjnej - widok z boku (a) oraz z gory (b) (na podstawie
[Szafran i inni, 2016])
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5.3.1 Przedstawienie modelu

Wieza o catkowitej wysokosci 40m, podzielona jest na 7 segmentow. Dolna cze$¢
konstrukeji (segmenty 2-7, znajdujace si¢ ponizej 34m) ma ksztalt $cigtej piramidy o
statym nachyleniu rownym 5% . Dlugos¢ boku podstawy piramidy zmienia si¢ od 4,9m
do 1,5m. Elementy segmentu nr 1 tworzg pryzmat o dtugosci boku podstawy rowne;j
1,5 m. Widok wiezy przedstawiono na rysunku 5.14.

Elementy no$ne konstrukcji (krawezniki) zostaly wykonane z okraglych pretow
pelnych, natomiast elementy wykratowania wykonano z gorgcowalcowanych
katownikow réwnoramiennych i nierownoramiennych. Szczegoty dotyczace przekrojow
poszczegdlnych elementow wiezy zestawiono w tablicy 5.6 .

System ukos$nych stezen wiezy stanowi wykratowanie typu X. Elementy na
przecieciu potaczone sg ze sobg za pomoca odstepnika i pojedynczej $ruby, natomiast
elementy wykratowania polaczone sg z nogami wiezy za pomocg blachy weztowej oraz
dwoch srub. W modelu matematycznym system odstepnikow i1 blach weztowych nie jest
ujety — prety tacza si¢ w weztach bezposrednio, tworzac przestrzenne potaczenia
przegubowe. Zestawienie wlasciwosci mechanicznych stali, z ktérej wykonana jest
wieza, przedstawia tablica 5.7. Podstawg do ich ustalenia byly wyniki badan rozciggania
18 probek (12 o przekroju kotowym oraz 6 o przekroju katowym), zaprezentowane w

[Szafran i inni, 2016].

Numer segmentu Elementy nosne Elementy wykratowania

S-1 0 65 L 60x60x5

S-2 0 65 L 60x60x5

S-3 0 80 L 60x60x6

S-4 0 80 L 90x60x8

S-5 090 L 90x60x8, L 100x75x8

S-6 0 90 L 100x75x8

S-7 0 100 L 120x80x8
Tablica 5.6 Profile wybranych elementéw wiezy (wszystkie wymiary podane sa w mm) [Szafran i

inni, 2016]
wlasciwosci mechaniczne przekrdj katowy przekrdj kotowy

modut Young’a 202,0 GPa 206,6 GPa
granica plastycznosci 294,2 MPa 273,2 MPa
wytrzymato$¢ na rozciaganie 399,8 MPa 284,1 MPa

Tablica 5.7 Wasciwosci mechaniczne stali konstrukcyjnej elementéw sktadowych wiezy [Szafran i
inni, 2016]
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Wieza obcigzona jest jedng sitg skupiona, modelujaca:
1) wypadkowa dziatania wiatru na wieze, w przypadku, gdy kat natarcia oraz warto$¢
tego oddziatywania sg najmniej korzystne,

2) wypadkowa dziatania wiatru na elementy wyposazenia teletechnicznego wiezy.

Punkt przytozenia sity zostat ustalony po zredukowaniu przedstawionego na
rysunku 5.15 ukladu sit do jednej wypadkowej. W pracy [Szafran i inni, 2016]
udowodniono, iz rezultaty uzyskane na podstawie modelu numerycznego z
uproszczonym schematem obcigzenia sg zbiezne z obliczeniami przeprowadzonymi przy

wykorzystaniu modelu z obcigzeniem roztozonym na wysokosci wiezy.
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F=97TkN | ’ B
L ,:." ’.l‘

2x0,97kN/m | "4 <7

F=1191N [ | ;,‘\( ‘f{
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Rysunek 5.15 Schemat obcigzenia wiatrem wiezy telekomunikacyjnej i jej wyposazenia
teletechnicznego — obcigzenie petne (a) oraz jego redukcja do wypadkowe;j (b)
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Wieza posadowiona jest na gruncie w sposob posredni, za pomocg stalowej ramy
stelazowej, do ktorej przymocowano wezly podstawy konstrukcji. Rama stalowa
spoczywa na poduszce z plyt zelbetowych, co ma zapewni¢ odpowiednie przekazanie
obcigzen z ramy na podtoze gruntowe. Dodatkowo, rama docigzona jest balastem z phyt
zelbetowych.

Badania przeprowadzone w pracy [Szafran i inni, 2016] wykazaty jednoznacznie,
1z sztywno$¢ uktadu: rama — podtoze gruntowe jest istotnym czynnikiem wplywajacym
na stany graniczne: statecznosci i uzytecznosci wiezy. Ustalono, ze zmiany w sztywnosci
podparcia weztow podstawy wiezy doprowadzi¢ moga do zmniejszenia mnoznikdw:
dopuszczalnego lub krytycznego obcigzenia wiezy, zaroOwno z uwagi na przekroczenie

dopuszczalnego przemieszczenia jej goérnego wezta (u,, =H/100=40mm) jak

roOwniez z uwagi na zmian¢ miejsca w konstrukcji, w ktorym dochodzi do utraty
statecznosci.

Istotnym problemem staje si¢ wowczas obliczenie parametréw okreslajacych
zmienno$¢ sztywnosci podparcia. Mozna tego dokona¢ badajac podatnos¢ uktadu:
rama — podtoze gruntowe na dzialanie jednostkowego obcigzenia: S$ciskajgcego 1
rozciggajacego. W tym celu w programie SOFiSTiK utworzono model numeryczny
uktadu podpierajacego bazujac na wymiarach rzeczywistej konstrukcji, zamieszczonych
w pracy [Szafran i inni, 2016]. Widok rzeczywistej ramy stelazowej — ramy na poduszce
z ptyt zelbetowych z balastem oraz bez przedstawiono na rys 5.16. Wizualizacje modelu
ramy stelazowej przedstawiono na rysunku 5.17. W modelu tym sztywnos$¢ podioza
gruntowego (przyjeto piasek sredni, Srednio zageszczony) oraz sztywno$¢ poduszki z ptyt
betonowych zostaty przeliczone na zastgpcze sztywnosci elementow sprezystych zgodnie

z procedurami programu SOFiSTiK.

dudatknwe

Rysunek 5.16 Ilustracja rzeczywistej ramy stelazowej podpierajacej wiezg telekomunikacyjna
— rama na poduszce z ptyt zelbetowych (a) 1 docigzenie balastem (b) [Szafran i inni, 2016]
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4 SOFISTIK

Rysunek 5.17 Model ramy stelazowej (a) oraz docigzenia balastem (b) wykonany w programie
SOFiSTiK

W modelu ramy przyjeto nastepujace zatozenia o mozliwych rozrzutach parametrow
wejsciowych modelu:

» rozrzut wspotczynnika spr¢zystosci podloza gruntowego, zwigzana ze stopniem

zageszczenia piasku $redniego, moze waha¢ si¢ w granicach od 22,5 do

67,5 MN/m?. Zgodnie z PN-81/B-03020-7 zmienna ta opisana jest rozktadem
réwnomiernym;

» warto$¢ modulu sprezystosci stali £, moze wahac¢ si¢ w granicach od 184,5 do

225,5 GPa. Zmienng opisano rozktadem normalnym;

* warto$¢ modutu sprezystosci betonu C20/25 - E, moze wahac si¢ w granicach od

21 do 39 GPa. Zmienna ta rowniez opisana jest rozktadem normalnym;
* zmienno$¢ obcigzenia balastem, opisana rozkladem rownomiernym, moze wynosic¢
do 25% warto$ci podstawowej. Zwigzane jest to z mozliwg lokalng zmiang

objetosci pasma balastu.

Dla wyzej zaproponowanych zmiennych, na podstawie wartosci S$redniej
napre¢zenia pod poduszka betonowa ramy, obliczono zastgpcze wspdtczynniki £ w dwoch
wariantach: od jednostkowego obcigzenia $ciskajacego pod stupem Sciskanym wiezy
oraz od pary jednostkowych obcigzen rozciggajacych pod shlupami poddanymi
rozcigganiu. Obliczone warto$ci zostalty wprowadzone jako stale sprezystosci w
podporach sprezystych, zatozonych w weztach podporowych modelu wiezy. Dzigki
takiemu postgpowaniu w modelu numerycznym w prosty sposéb uwzgledniono rame¢
podporowa. Wizualizacj¢ modelu wiezy punktowo sprezyscie podpartej przedstawiono

na rysunku 5.18.
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Rysunek 5.18 Model rozwazanej wiezy telekomunikacyjnej
punktowo sprezyscie podparte;.

Na podstawie obliczen statycznych modelu przedstawionego na rysunku 5.18,

Wwyznaczono nastepujgce wartosci zastepczego wspotczynnika k podpory sprezyste;:
» w przypadku sprezyny pod stlupem Sciskanym warto$¢ $rednia oraz odchylenie
standardowe wspotczynnika k&, wyniosty odpowiednio: My, =240 MN/m,
oy, =065 MN/m, funkcja gestosci prawdopodobienstwa w przyblizeniu opisana

jest rozkladem normalnym;
» w przypadku sprezyny pod stupami rozcigganymi — warto$¢ S$rednia oraz

odchylenie standardowe wspolczynnika k&,  wyniosty: My, =360 MN/m,
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oy, =100 MN/m, funkcja gestosci prawdopodobienstwa w przyblizeniu opisana

jest rozkladem normalnym.

Mozna wigc zalozy¢, iz rozwazany w zadaniu problem jest probabilistycznie
dwuwymiarowy. Uproszczenie takie umozliwia graficzng prezentacj¢ zmiany

odpowiedzi konstrukcji (wyrazonej poprzez mnoznik obcigzenia dopuszcezalnego m,,, )

na skutek wahania warto$ci wspotczynnikow sprezystosci podpor &, i k, .

5.3.2 Wstepna analiza zmiany odpowiedzi konstrukcji

Pierwszym  krokiem analizy modelu bylo przeprowadzenie tzw.
eksperymentowania czynnikowego (opisanego w rozdziale 4.3.1 pracy), majacego na
celu obserwacje mechanicznego zachowania odpowiedzi modelu na skutek zmiany
parametrOw k. 1 k;. Analiza taka ma charakter jedynie szacunkowy, dlatego liczba uzytych
na jej potrzeby realizacji zmiennych powinna by¢ mata. Jednoczes$nie istotnym jest
wlasciwy dobor punktow w przestrzeni realizacji, dla ktérych badana jest odpowiedz
konstrukcji - niewlasciwie przyjete punkty prowadza do przektaman w obrazie
zachowania modelu. Wtasciwie przeprowadzone badania czynnikowego umozliwia
rozpoznanie jaki charakter - liniowy czy nieliniowy ma odpowiedz konstrukcji oraz gdzie
W przestrzeni zmiennych orientacyjnie znajduje si¢ stan graniczny. Wtlasciwie
wyciagniete wnioski umozliwiajg okreslenie, ktore z metod probkowania potencjalnie
moga by¢ wlasciwe w bardziej szczegdtowej analizie a ktore nalezy odrzucic.

W zadaniu rozpatrzono dwa warianty zbioru punktow. Pierwszy zawiera dziewigc
probek bedacych wynikami uzyskanymi na podstawie warto$ci zmiennych
odpowiadajacych ich wartosciom $rednim oraz warto§ciom $rednim pomniejszonym i
powiekszonym o jedno odchylenie standardowe (u—o;u;u+0). Dla kazdej probki
wykonano obliczenia numeryczne okreslajac mnoznik obcigzenia dopuszczalnego ze
wzgledu na kryteria: SGU i SGN. Wyniki obliczen przedstawiono w tabeli 5.8. Ilustracje¢

graficzng Sledzonej zmiany zaprezentowano na rysunku 5.19.
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x, =k, [MN/m]
y:mcril [_]
U—o =45 M =240 U+o =435
“—0o =60 1,562 1,654 1,714
x, =k, [MN/m] 1 =360 1,602 1,696 1,758
U+0o =660 1,626 1,722 1,785

Tablica 5.8 Warto$ci mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy ze wzgledu na kryteria SGU i
SGN wyznaczone dla dziewigciu probek .

g
L% 1.6 1 " 1,6-2
£ 12 ¢ 460 1,2-1,6
0,8 - = 0,8-1,2
175
<360
k[MN/m] 240 , ke [MN/m]
< 260
305

Rysunek 5.19 Zmiana mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy na skutek zmiany parametréw
k, i k, - dobér zmiennych ze zbioru (4 —o; ;14 +0)

Drugi wariant zaklada przyjecie dziewieciu probek zawierajacych wielkosci:

Srednie oraz ekstremalne wspotczynnikoéw odpowiadajace £ —30; u; 11+ 30 . Dla kazdej

probki ponownie wykonano obliczenia, okreslajac mnoznik obcigzenia dopuszczalnego.
Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 5.9. Ilustracj¢ graficzng S$ledzonej zmiany

przedstawia rysunek 5.20.

x, =k, [MN/m]
y = mcrit [-]
U—30=45 M =240 U+30 =435
u—-30 =060 0,836 (*) 1,321 1,428
x, =k, [MN/m] u=360 1,043 1,696 1,822 (**)
U+30 =660 1,071 1,752 1,821 (*%)

Tablica 5.9 Warto$ci mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy ze wzgledu na kryteria SGU 1
SGN wyznaczone dla dziewigciu probek zawierajacych wartosci: §rednie (odpowiadajace

M) oraz ekstremalne (odpowiadajace 1 +30 ) wspotczynnikow sprezystosei &, 1 k, .
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. 1,6-2
m1,2-1,6
= 0,8-1,2
21
| _,/
— 16 7 "
Q L -
s 1,29 ~660
S 0,8 % //
45 /
: // 360
KolkNfml - o / P ki[kN/m]
¢ 60
435

Rysunek 5.20 Zmiana mnoznika obcigZenia dopuszczalnego my,, wiezy na skutek zmiany

parametrow k. i k; - dobor zmiennych ze zbioru (u —30; ;1 +30)

W przypadku pierwszego wariantu doboru punktéw przebieg zmiennosci
mnoznika dopuszczalnego wiezy nie wskazuje na wyrazng miejscowa nieliniowos¢
zagadnienia (widoczng przy zastosowaniu drugiego wariantu obliczen). Aproksymacja
powierzchni odpowiedzi wielomianem stopnia pierwszego w tym przypadku wydaje si¢
by¢ wystarczajacag. W drugiej wersji doboru punktéow, jak mozna zaobserwowaé na
rysunku 5.20, zmiana mnoznika obcigzenia dopuszczalnego ma charakter nieliniowy,
gdyz w przypadkach, w ktérym zmienne przyjmujag minimalne warto$ci nastepuje
zauwazalny spadek mnoznika. Cato$¢ estymowanej powierzchni zdaje si¢ by¢ mozliwa
do aproksymacji jedynie wielomianami stopnia wigkszego niz 1. Dodatkowo, na
podstawie danych zebranych w tablicy 5.9 mozna stwierdzié, iz wieza w analizowanych
zakresach zmiennos$ci przekracza stan graniczny z uwagi na dwa kryteria. Wynik
oznaczony symbolem (*) wskazuje na sytuacje, w ktorej dla matych wartosci
wspotczynnikéw k£ istnieje mozliwo$¢ wystgpienia nadmiernego przechylu wiezy,
przekraczajacego warto$¢ dopuszczalng ze wzglegdu na SGU. Wyniki oznaczone
symbolem (**) sygnalizujg mozliwo$¢ wystgpienia sytuacji, w ktérej przy wysokich
wartosciach wspotczynnikéw k nastepuje lokalna utrata statecznosci elementow wiezy.

Obserwacja mnoznika m,,, z uwagi na kryterium statecznosci wskazuje, ze w przypadku
matych wartosci k£ mnoznik m,,, przyjmuje wartosci wigksze (dochodzace do 1,832), a

utrata statecznosci pojawia si¢ w gornych partiach wiezy (zwigzane jest to z nadmiernym
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przechytem konstrukcji oraz lokalizacja obcigzenia zewngtrznego), natomiast dla
srednich i duzych warto$ci £ mnozniki krytyczne sa mniejsze (wahaja si¢ w granicach
1,811 — 1,823), a utrata stateczno$ci pojawia si¢ wowczas w elementach wiezy

znajdujacych si¢ blisko punktow podparcia.
Analiza zmiany odpowiedzi konstrukeji wykorzystujaca metode Monte Carlo

Kolejny krok analizy zaktadat obliczenie mnoznika m,,, w 200 modelach, w

ktorych wspotczynniki k przyjmuja wartosci wygenerowane zgodnie z metoda Monte
Carlo, a wigc catkowicie dowolnie i niezaleznie. Otrzymano nastgpujace ekstremalne

min

wartosci mnoznika: mg, =y, =1119 oraz m, =y, =1,821, z czego druga z
wymienionych warto$ci nie spetnia kryterium statecznosci.

Narysunkach: 5.21 oraz 5.22 przedstawiono proces zmiany wartosci $redniej oraz
odchylenia standardowego mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy, a na rysunku

5.23 pogladowy histogram wynikéw mnoznika dopuszczalnego dla 200 realizacji

zmiennych metodg MC.

1,70 1

N -
» [e)]
» o]
| 1

—
o
~

1

warto$¢ $rednia mnoznika Mg [-]

N =N -
[é)] » o))

o o N
1 1 1

liczba probek Nsavpr [-]
1,56 +——T——————

1 21 41 61 81 101 121 141 161 181

Rysunek 5.21 Proces zmiany wartosci $redniej mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy dla 200
prébek wygenerowanych wedtug metody Monte Carlo
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0,04 -1

0,02 A
liczba probek Nsavee [-]

odchylenie standardowe mnoznika Mg [-]

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

1 21 41 61 81 101 121 141 161 181
Rysunek 5.22 Proces zmiany odchylenia standardowego mnoznika obcigzenia dopuszczalnego
wiezy dla 200 probek wygenerowanych wedlug metody Monte Carlo.
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Rysunek 5.23 Histogram mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy utworzony na podstawie 200
probek wygenerowanych wedtug metody Monte Carlo.

Analiza zmiany odpowiedzi konstrukcji wykorzystujaca metode probkowania

ukierunkowanego TRS

W kolejnym kroku analizy, w zwigzku z zauwazalnym spadkiem powierzchni
odpowiedzi, zdecydowano si¢ przesledzi¢ szczegdtowo obszar przekroczenia funkcji
stanu granicznego konstrukcji. W tym celu wykorzystano stworzong na podstawie
algorytmu metody TRS autorska procedure generacji probek.

Procedura ta wymaga podania przez uzytkownika rdéwnania funkcji stanu
granicznego, w poblizy ktérej majg by¢ losowane probki. Wykorzystano 15 realizacji

wektora zmiennych metoda Monte Carlo, na podstawie ktorych w programie RSM - WIN
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wyznaczono  wspoOlczynniki  regresji  powierzchni  odpowiedzi  konstrukcji.
Aproksymowana powierzchnia dana jest rtOwnaniem:
P (x,x,)=—=0,41779+4,4821-x, +1,6654- x, + (5.14)
—6,6876-x; —1,8618-x3 —1,059- x,x,

natomiast rOwnanie jej przecigcia z ptaszczyzna f(x,,x,) = y(x,,x,) =1 opisuje formuta:
x, (x,)=268557-(*), (5.15)

gdzie:

(*)=0,00167-1,059-10°x, —6,98-10° '\/—6939,03+613,19xl —x (5.16)

Przebieg przyblizonej funkcji stanu granicznego oraz rezultat generacji technikg

probkowania ukierunkowanego przedstawiono na rysunku 5.24.

200 A
180 | ——przyblizona funkcja stanu granicznego
(uzyskana na podstawie 15 prébek MC)
o N&o . .
160 - m e, - PROBKOWANIE TRS
E .
> 140 1
=
< 120 A
100 A
80 A
ERe ¢ ke [MN/m]
60 . — . — . .
45 55 65 75 85 95 105

Rysunek 5.24 Przyblizona funkcja stanu granicznego wyznaczona na podstawie 15 probek symulacji
MC oraz 200 punktéw pochodzacych z probkowania technikg TRS

Podobnie jak w przypadku metody Monte Carlo w procesie TRS wygenerowano
200 probek (modeli numerycznych). Otrzymano nastgpujgce wartosci ekstremalne

min

mnoznika obcigzenia dopuszczalnego: my,, =0,992 oraz my,; =1,225, z czego

pierwsza z wymienionych wartosci, jak wigkszo$¢ w tej analizie, nie spetnia kryterium
SGU. Rysunek 5.25 przedstawia pogladowy histogram utworzony na podstawie wynikow
mnoznika obcigzenia dopuszczalnego dla 200 realizacji pochodzacych z prébkowania

TRS.
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Rysunek 5.25 Histogram mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy utworzony na podstawie 200
probek wygenerowanych zgodnie z metodologiag TRS

Analiza zmiany odpowiedzi konstrukcji wykorzystujaca metod¢ powierzchni

odpowiedzi (RSM)

Uzyskane w poprzednich punktach analizy nastepujace probki: 1 probka
zawierajgca wartos$ci §rednie zmiennych, 8 probek zawierajacych wielkos$ci ekstremalne
(odpowiadajace xt30) zmiennych, 8 probek odpowiadajacych u+o, 200 probek
symulacji Monte Carlo oraz 200 prébek techniki symulacji TRS zostaly w tym kroku
wykorzystane do okresSlenia wspotczynnikéw  kierunkowych —aproksymowanej
powierzchni odpowiedzi konstrukcji

Z uwagi na widoczng nieliniowo$¢ pojawiajaca si¢ w obrebie ,,ogonow”
rozktadow prawdopodobienstwa obydwu zmiennych, aproksymacja wykonana zostanie
wielomianem drugiego stopnia. Rownanie powierzchni odpowiedzi opisuje wowczas
nastgpujaca formuta:

P(x,,X,) =B, + B.x, + B,x, + B, x{ + B,,X; + B,,x,x, (5.17)
Nalezy podkresli¢, ze liczba probek w zbiorach celowych (9 wspoirzednych zmiennych
x, 1 x,) jest zbyt mala aby wlasciwie aproksymowa¢ powierzchni¢ odpowiedzi
konstrukcji. Zdecydowano zatem aby probki te zostaly wlaczone do zbioru wynikow
pochodzacych z symulacji Monte Carlo. Ostatecznie przyjeto 4 warianty obliczeniowe -

ich opis zawarty jest w tablicy 5.10.
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NR WARIANTU
OBLICZENIOWEGO

SPOSOB DOBORU PROBEK

1 probka zawierajgca wartosci Srednie, 8 probek zawierajgcych
wartosci ekstremalne (odpowiadajace u+30 ), 200 probek symulacji
MC - facznie 209 probek; aproksymacja powierzchni odpowiedzi po
9 pierwszych i kazdych 5 kolejnych probkach;

1 probka zawierajgca wartosci Srednie, 8 probek zawierajgcych
wartosci odpowiadajace u+o, 200 probek symulacji MC— tgcznie
209 probek; aproksymacja powierzchni odpowiedzi po 9 pierwszych i

kazdych 5 kolejnych probkach;

200 probek symulacji MC — aproksymacja powierzchni odpowiedzi po
kazdych 5 kolejnych probkach;

200 prébek symulacji TRS — aproksymacja powierzchni odpowiedzi

po kazdych 5 kolejnych probkach.

Tablica 5.10 Warto$ci mnoznika obciazenia dopuszczalnego wiezy ze wzgledu na kryteria SGU i
SGN dla dziewieciu probek dobranych wg metodologii PEM

Schemat doboru punktow w kolejnych wariantach obliczeniowych przedstawiono

na rys. 5.26. Na rysunku 5.27 zaprezentowano zestawienie probek wygenerowanych

zgodnie z metodami: MC (wariant 3) oraz TRS (wariant 4). Widocznym jest, ze zaledwie

kilka probek pochodzacych z losowania Monte Carlo znajduje si¢ w spodziewanym

obszarze stanu granicznego. Mozna réwniez zauwazy¢, ze aproksymacja powierzchni w

wariantach 2 i 3 przeprowadzona jest na podstawie punktéw znajdujacych si¢ poza tym

obszarem.
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Rysunek 5.26 Schemat doboru punktéw w czterech wariantach obliczeniowych
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Rysunek 5.27 Schemat doboru punktéw w czterech wariantach obliczeniowych
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Jak wykazano w trakcie aproksymacji powierzchni odpowiedzi, dolaczenie
probek celowych do tych, ktore pochodza z symulacji MC okazato si¢ catkowicie zbedne.
W dwoch pierwszych wariantach obliczen aproksymacja powierzchni odpowiedzi
cechowata si¢ wysokimi bledami dopasowania, nieprzystajagcymi do wynikow, jakie
prezentowatly pozostate dwa warianty. Przyrosty catkowitego btedu aproksymacji (ERR)
oraz bledu aproksymacji w przeliczeniu na liczbg uzytych probek (EPS) przedstawiono
na rysunku 5.28. Wyniki uzyskane w przypadku zastosowania 1 1 2 wariantu
obliczeniowego beda w niniejszym rozdziale podawane jedynie w celu wykazania
btedow oszacowania, jakie pojawiaja si¢ w tych wariantach w stosunku do oszacowania

metoda MC i technikg TRS.

1 -

0,9 A
0,8 -
= 0,7 A
'g 0,6 -
%0,5-
X 04 | - wariant 3
5 EPS - wariant 3 0 )
% 0.3 A —A— ERR - wariant 4
® —0—EPS - wariant 4
8 0,2 1
0,1' A A DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD
0 +opaaagd A N R T O U G G W Ol

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
liczba probek uzytych do aproksymaciji

Rysunek 5.28 Catkowity btad aproksymacji (ERR) oraz btad aproksymacji w przeliczeniu na liczbe
uzytych probek (EPS) wynikow analizy metoda powierzchni odpowiedzi konstrukeji w czterech
wariantach obliczeniowych

W obu wariantach: 3 i 4, prezentujacych zadowalajagco maty poziom bigdu
oszacowania, interesujagcym zagadnieniem jest szybkos$¢ osiggania zbiezno$ci wartosci
wspotczynnikow  kierunkowych  powierzchni  odpowiedzi. Zmiany  wartosci
wspotczynnikéw kierunkowych, wyznaczonych na podstawie probek symulacji Monte
Carlo przedstawiono na rysunku 5.29. W przypadku wykorzystania 200 probek
pochodzacych z symulacji Monte Carlo wartosci wspoiczynnikow kierunkowych
stabilizujg si¢ po uwzglednieniu 55 probek. Do tego momentu wahania uzyskanych
rezultatow sg niewielkie. Ponadto juz przy minimalnej liczbie probek (10-15) otrzymane
warto$ci pozwalajg przewidzie¢ rzad wielko$ci wartosci wspolczynnika, jaki uzyska si¢

po stabilizacji wyniku.
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Rysunek 5.29 Stabilizacja warto$ci wspotczynnikow kierunkowych powierzchni odpowiedzi
wyznaczonych na podstawie probek symulacji Monte Carlo

W przypadku aproksymacji powierzchni odpowiedzi na podstawie probek
wygenerowanych za pomoca techniki TRS (wariant 4) warto$ci wspodtczynnikow
kierunkowych zaczynaja si¢ stabilizowa¢ juz po wykonaniu obliczeh 30 probek
(rysunek 5.29). Jednoczesnie, do tego momentu, wahania warto$ci oszacowanych
wspotczynnikow sa stosunkowo duze i nie dajg podstaw do okreslenia rzgdu wielkosci

wspoiczynnika tak szybko, jak bylo to mozliwe w przypadku wariantu 3.
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Rysunek 5.30 Stabilizacja warto$ci wspotczynnikow kierunkowych powierzchni odpowiedzi
wyznaczonych na podstawie probek wygenerowanych wg metody TRS
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Wykorzystanie metody powierzchni odpowiedzi umozliwia dokonanie czytelnej
graficznej interpretacji przebiegu zmiennosci mechanicznej odpowiedzi konstrukcji w
zaleznosci od warto$ci wejsciowych zmiennych losowych zadania. Obrazowanie takie po
pierwsze weryfikuje zasadno$¢ przyjecia okreslonego stopnia wielomianu
aproksymacyjnego, a po drugie dostarcza kluczowej wiedzy o topografii powierzchni
odpowiedzi, jej ekstremach, a takze o szacowanej wrazliwo$ci odpowiedzi na wahania
poszczegbdlnych zmiennych wejsciowych (mozna jg w przyblizeniu odczyta¢ z nachylen
powierzchni). W przypadku dwoch zmiennych wejSciowych obrazowanie takie jest
mozliwe w przestrzeni trojwymiarowe;.

Ponizej przedstawione zostang graficzne postacie powierzchni odpowiedzi dwdch
wariantow obliczeniowych o najwigkszej jakosci wynikow (wariantow 3 1 4).

Na rysunku 5.31 przedstawiono powierzchni¢ odpowiedzi aproksymowang w na
podstawie 200 probek uzyskanych metoda Monte Carlo (wariant 3). Wspotczynniki
kierunkowe powierzchni wyznaczono przy uzyciu programu RSM-Win. Po
podstawieniu ich do wzoru 5.17 uzyskano nastgpujace roOwnanie aproksymowanej

powierzchni:

$(x,,x,) =0,81976+3,5223x, +1,2775x, —4,4832x> —1,1537x% —2,1079x,x, (5.18)

500

400

400
200

X, [MN/m]
100
0 o x, [MN/m]

Rysunek 5.31 Powierzchnia odpowiedzi uzyskana na podstawie 200 probek losowania
bezposredniego Monte Carlo (wariant 3)
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Z uwagi na lokalizacjg w przestrzeni zmiennych wigkszosci probek
wykorzystanych w aproksymacji (rys. 5.27) mozna oczekiwaé, ze przedstawiona na
rys.5.31 powierzchnia najwierniej odwzorowuje zachowanie si¢ konstrukcji w okolicy

warto$ci Srednich zmiennych £, 1 k, . Nalezy podkresli¢, ze w rozpatrywanym przypadku

zadna z probek wykorzystanych do aproksymacji powierzchni nie pochodzita z obszaru
przekroczenia przez konstrukcje stanu granicznego a zaledwie jedna z nich znajdowata
si¢ w sasiedztwie tego obszaru. Mozna zatem podejrzewaé, ze wyniki miar
niezawodnosci uzyskane przy uzyciu powierzchni aproksymowanej na podstawie probek
metody Monte Carlo nie sg dokladne i1 nalezy poszukiwaé¢ w przestrzeni zmiennych
probek zapewniajacych doktadniejsze odwzorowanie powierzchni w obszarze stanu
granicznego.

W celu wyznaczenia przyblizonej powierzchni odpowiedzi w wariancie 4
(rysunek 5.32) wykorzystano 200 probek losowania ukierunkowanego.
Po podstawieniu uzyskanych wspoétczynnikow kierunkowych do wzoru 5.17 otrzymano

nastepujace rownanie powierzchni:

$(x,,x,) = 0,34325+10,6953x, +1,7367x, —5,2915x> —6,3743x> —2,0104x,x, (5.19)

1.8
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Rysunek 5.32 Powierzchnia odpowiedzi uzyskana na podstawie 200 probek losowania
ukierunkowanego TRS (wariant 4)

Nalezy podkresli¢, ze w odroznieniu od wariantu wykorzystujacego probki
metody Monte Carlo, przedstawiona powierzchnia nie obrazuje w sposob dokladny

zachowania si¢ konstrukcji w pelnym zakresie zmiennosci jej parametrow, a jedynie w
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poblizu funkcji stanu granicznego. Nachylenie powierzchni uzyskane ta technika w
znaczaco lepszy sposdb odwzorowuje obszar stanu granicznego zlokalizowany w okolicy
,0gonow” tacznego rozktadu zmiennych losowych zadania i pozwala na doktadniejsze
odwzorowanie miar niezawodnosci rozwazanego przyktadu.

Przedstawiony na rysunku 5.32 grzbiet powierzchni ma zasadno$¢ tylko dla
obszaru po stronie mniejszych warto$ci realizacji zmiennych. Drugie zbocze grzbietu jest

pomijalne - nie uczestniczy w obliczeniach miar bezpieczenstwa zagadnienia.

Na rys.5.33 dodatkowo przedstawiono obie powierzchnie (uwidocznione osobno
na rysunkach 5.31 oraz 5.32) ale tylko w zakresie wplywajagcym na estymacje
niezawodnosci konstrukcji. Charakter tych powierzchni jest wyraznie zréznicowany. Ze
wzgledu na liczbe punktow, na podstawie ktorych obie powierzchnie sg w tym obszarze
aproksymowane, rozwigzanie uzyskane na podstawie metody TRS jest zdecydowanie

bardziej wiarygodne.

16
15
1.4
13
-
=12 ’ MC
11 :
1
250 TRS
200
%, [MN/m] 150
100 160
60 X, [MN/m]

Rysunek 5.33 Zestawienie fragmentow powierzchni odpowiedzi uzyskanych w wariantach: 314 w
obszarze przeciecia z plaszczyzng y(x,,x,)=1.

W dalszym etapie analizy, aproksymowane powierzchnie beda stanowily podstawe do

oszacowania miar bezpieczenstwa wiezy.
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Analiza miar bezpieczenstwa wiezy wykorzystujaca metod¢ powierzchni

odpowiedzi (RSM)

Na podstawie aproksymowanych powierzchni odpowiedzi, w kazdym z 4
opisanych wczesniej wariantow doboru punktow probkowania przeprowadzana zostata
analiza niezawodnosci uktadu. W kazdym z wariantow, dla kolejno zwigkszajacej si¢
liczby probek uwzglednionych w aproksymacji, wyznaczono prawdopodobienstwo

awarii konstrukcji P, oraz wskaznik niezawodnosci Hasofera—Linda (5,,),

!
wykorzystujacy gradienty wspotczynnikow kierunkowych powierzchni odpowiedzi
(wzoér (2.12)). Rezultaty przedstawionej analizy zaprezentowano na rys. 5.34 oraz 5.35.
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liczba prébek uzytych w aproksymaciji

Rysunek 5.34 Wyniki obliczen wskaznika niezawodno$ci Hasofera — Linda ( £, ) na podstawie
rownan powierzchni odpowiedzi dla czterech wariantow zadania
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Rysunek 5.35 Wyniki obliczen prawdopodobienstwa awarii konstrukeji ( P, ) na podstawie rownan

powierzchni odpowiedzi dla czterech wariantow zadania
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Zaprezentowane na rysunkach 5.34 oraz 5.35 rezultaty, poza oczywistym
wnioskiem o konieczno$ci odrzucenia wynikdw pochodzacych z wariantow 1 1 2,
wyraznie wskazujg, iz aproksymacja powierzchni odpowiedzi na podstawie probek
losowych metody Monte Carlo daje dobry (obarczony niewielkim btedem wzglednym)
wynik miar bezpieczenstwa. Zbiezno$¢ tego wyniku jest jednak powolna - nie stabilizuje
si¢ on nawet po uwzglednieniu w aproksymacji liczby 200 prébek. Mozna réwniez
zaobserwowac, iz rezultaty miar bezpieczenstwa sg w tym przypadku wyzsze niz w
pozostatych wariantach. Wynika¢ to moze z rozbiezno$ci pomigdzy aproksymowang i
rzeczywistag odpowiedzia konstrukcji w przypadku matych wartosci wspotczynnikow
sprezystosci podpor wiezy k. oraz k;.

Na tym tle, oszacowanie miar bezpieczenstwa konstrukcji wykorzystujace
powierzchni¢ odpowiedzi aproksymowang na podstawie probek metody TRS gwarantuje
wynik o znacznie lepszej jakosci. Po pierwsze wartosci f3,, oraz P, obarczone sa
niewielkimi btgdami wzglgdnymi oszacowania, mniejszymi niz w przypadku prébek MC.
Ponadto rezultaty w tym przypadku szybciej uzyskuja zbiezno$¢ - wyniki miar
bezpieczenstwa mozna uznac za ustabilizowane po analizie 50 probek. Nalezy réwniez
zwroci¢ uwagg , ze powierzchnia odpowiedzi bardzo dobrze odwzorowuje rzeczywiste
zachowanie si¢ konstrukcji w obszarze stanu granicznego. Wynik jest zatem wiarygodny
1 nie charakteryzuje si¢ zawyzeniem, cechujacym rezultaty uzyskane w wariancie 3.

Na podstawie przedstawionych rezultatow mozna wskaza¢, iz zaproponowana
autorska procedura generacji probek obliczeniowych w potaczeniu z przyjeta metoda
aproksymacji powierzchni odpowiedzi jest poprawna i dla przyktadu rzeczywistej
konstrukeji inzynierskiej osiaga lepsze rezultaty, niz techniki standardowe (Monte Carlo)

lub popularne procedury zwigzane z kryteriami odchylen standardowych.

5.3.3 Analiza wrazliwos$ci konstrukcji na zmiany wspoélczynnikow sprezystosci

podpor wiezy k., k;.
Analiza wrazliwosci konstrukeji na podstawie chmur rozproszenia wynikow

Pierwszym, najmniej czasochtonnym sposobem okreslenia wrazliwos$ci uktadu na
zmiang jego parametrow projektowych jest ilustracja obrazow rozproszenia rezultatow
oraz okre$lenia na ich podstawie warto$ci estymatorow wspotczynnikow korelacji

liniowej (zgodnie z formutg 5.11). W przedstawionej analizie chmury obrazujg wyniki
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200 symulacji Monte Carlo. Zalezno$ci pomi¢dzy odpowiedzig konstrukcji a zmiennymi

ke 1 k; przedstawiono na rysunkach: 5.36 oraz 5.37. Estymatory wspotczynnikéw korelacji
liniowej wyniosty odpowiednio: r, , =0,8601 oraz r, , =0,423.
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Rysunek 5.36 Ksztalt chmury rozproszenia wynikow w przypadku zaleznos$ci y(k(, )
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Rysunek 5.37 Ksztalt chmury rozproszenia wynikow w przypadku zaleznos$ci y(kt )

Rezultaty pobieznej analizy wskazuja, ze zmiana parametru wspotczynnika
sprezystosci podpory pod stlupem S$ciskanym (k.) w wigkszym stopniu wptywa na
odpowiedZ konstrukcji —chmura wynikéw na rysunku 5.36 jest zauwazalnie mniej
rozproszona, korelacja pomi¢dzy punktami odpowiedzi jest zatem silniejsza niz ma to

miejsce w przypadku chmury rezultatéw przedstawionej na rys. 5.37.
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Analiza wrazliwosci konstrukcji —zastosowanie podejscia OAT (One-At-a-Time)

Kolejnym sposobem okre$lenia wrazliwosci konstrukcji na zmiany jej
parametréw projektowych — wspotczynnikow sprezystosci podpor k. 1 k: bylo
zastosowanie techniki OAT polegajacej na przeprowadzaniu serii badan numerycznych
uwzgledniajacych zmienno$¢ tylko jednego z rozpatrywanych czynnikéw. Aby tego
dokona¢, wygenerowano kolejne modele obliczeniowe wiezy. Pierwsze 200 modeli

wygenerowano  zakladajac, 1z zmienna x, =k

c

bedzie zawsze rdéwna
k. = i, =240 MN/m, natomiast zmienna x, =k, bedzie losowana wedtug rozktadu
normalnego, ktoérego warto$¢ $rednia 1 odchylenie standardowe wynosza odpowiednio:
My, =360 MN/m, o, =100MN/m. Kolejne 200 modeli zaktada sytuacj¢ odwrotng — to

zmienna x, =k, bedzie zawsze stata i réwna k, = 44, =360MN/m, natomiast zmienna

x, =k, bedzie przyjmowata warto$ci losowe o rozktadzie normalnym, ktérego wartos$é

Srednia oraz odchylenie standardowe wynosza: 4 =240 MN/m, 0, =65MN/m.

W pierwszym z wymienionych przypadkéw obliczeniowych (stata k) otrzymano

nastgpujace wartosci ekstremalne mnoznika obciazenia dopuszczalnego: y, . =1,518

oraz y =1,746. Rozstep wynikow (rdéznica pomigdzy maksymalnym 1 minimalnym

max

rezultatem) wyniost Ay, =0,228.

Na rysunkach 5.38 oraz 5.39 przedstawiono zmiang wartosci sredniej i odchylenia
standardowego mnoznika dopuszczalnego obciazenia wiezy w przypadku probek analizy

wrazliwosci zmiennej x, =k, . Na rys. 540 zamieszczono pogladowy histogram

rezultatdbw mnoznika m,,, uzyskanych dla rozwazanych 200 probek.
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w. $rednia mnoznika dopuszczalnego
obcigzenia wiezy Mqop [-]

Xq=const =240 MN/m
X, - losowe

liczba probek [-]

1 21 41 61 81 101 121 141 161 181

Rysunek 5.38 Proces zmiany wartosci $redniej mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy w

odch. stand. mnoznika dop.obcigzenia
wiezy myop [-]
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Rysunek 5.39 Proces zmiany odchylenia standardowego mnoznika obcigzenia dopuszczalnego
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Rysunek 5.40 Histogram warto$ci mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy w przypadku gdy

k. = iy, =240 MN/m = const
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Obliczenia powtorzono dla przypadku, ktory zaktada statg warto$¢ wspotczynnika
k:. Otrzymano nastgpujace wartosci ekstremalne mnoznika obcigzenia dopuszczalnego:

Vinin =1,097 oraz  y,, =1,821. Rozstep wynikow wyniost Ay, =0,725, co jest

warto$cig zblizong do rezultatu uzyskanego przy wykorzystaniu bezposredniej metody
Monte Carlo, w przypadku gdy obydwa wspotczynniki sprezystosci traktowane sg jako
losowe.

Narysunkach: 5.41 oraz 5.42 przedstawiono graficzng analize zbiezno$ci wartosci
sredniej 1 odchylenia standardowego mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy,
natomiast rys. 5.43 przedstawia histogram wynikow mnoznika dopuszczalnego

uzyskanych w rozwazanym przyktadzie.
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Rysunek 5.41 Proces zmiany wartosci Sredniej mnoznika obcigzenia dopuszczalnego wiezy w
przypadku gdy k, = 4, =360 MN/m = const

0,08 ¢ X2=const =360 MN/m
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odch. stand. mnoznika dop. obcigzenia
wiezy Myop [-]
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Rysunek 5.42 Proces zmiany odchylenia standardowego mnoznika obcigzenia dopuszczalnego
wiezy w przypadku gdy k, = My, = 360 MN/m = const
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PRZYPADEK: x,=k=360 MN/m=const

=0 Brgoy =1.667 [

40 1 Oy, =0.107 ] —

czestosé []

0+ T T ——1 T T T T
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mnoznik obcigzenia dopuszczalnego wiezy mgop [-]

Rysunek 5.43 Histogram warto§ci mnoznika obciazenia dopuszczalnego wiezy w przypadku gdy
k, = 1, =360 MN/m = const

Na rys. 5.44 przedstawiono wykresy =zalezno$ci pomiedzy warto$ciami
wspotczynnika sprezystosci podpory (podpor) wiezy (zatozonego w danym wariancie
obliczeniowym jako losowy) a dopuszczalnym mnoznikiem obcigzenia wiezy . Kolorem
czerwonym zaznaczono 200 warto$ci mnoznika m,,, otrzymanych w przypadku gdy

zmienna k, =, =240 MN/m = const., za$ kolorem zielonym oznaczono wyniki

otrzymane dla 200 modeli, w ktérych &, = g, =360 MN/m = const .
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Rysunek 5.44 Zalezno$ci pomiedzy losowg wartoscig wspotczynnika sprezystosci podpory (podpor)
wiezy a zmienng odpowiedzi konstrukcji w dwoch wariantach obliczeniowych; linia przerywana
zaznaczono aproksymacje wynikéw wielomianem stopnia czwartego
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Przedstawione na wykresie zalezno$ci dostarczajg informacji o zachowaniu si¢
konstrukeji na skutek zmiany rozpatrywanego parametru. Na podstawie pordwnania
szybko$ci zmiany wynikéw obliczen oraz zakresu w jakim przyjmuje wartosci
odpowiedz konstrukcji w poszczegdlnym wariancie obliczeniowym mozna wnioskowac
o wigkszej wrazliwosci ukladu na zmiang¢ parametru k., co potwierdza wczesniejsze
obserwacje.

Na rysunku 5.45 przedstawiono te same zaleznosci jednak w tym przypadku
zmienne losowe zostaly znormalizowane. Wspotczynnik nachylenia stycznych do
aproksymowanych krzywych w punktach wartosci srednich mozna interpretowac¢ jako
kolejny wariant opisu wrazliwosci .Uzyskane wykresy stanowity podstawe obliczen

zawartych w dalszej czesci pracy.
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Rysunek 5.45 Zaleznosci pomigdzy znormalizowanymi zmiennymi losowymi z, i z, a zmienng

odpowiedzi konstrukcji w dwoch wariantach obliczeniowych; linig przerywang zaznaczono
aproksymacje wynikéw wielomianem stopnia czwartego

Analiza wrazliwos$ci wiezy na podstawie réznic pomie¢dzy rozst¢epami wynikow

obliczen

Na podstawie rozstepow wynikéw uzyskanych w 3 wariantach obliczeniowych,
opisanych w tabeli 5.11, sformutowano procedur¢ umozliwiajaca oszacowanie

wspotczynnikéw wrazliwosci obu zmiennych.
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przypadek
analizowany parametr k, -losowe k, = u, = const k. -losowe
k, -losowe k, =losowe k, = f,, =const
minimalna warto§¢ zmiennej
L 0,83579 (—30‘) 1,518 1,097
odpowiedzi - V.,
maksymalna warto$¢ zmiennej
L 1,82175 (+30') 1,746 1,822
odpowiedzi - Y.
rozstep rezultatow - Ay, 0,98596 0,228 0,725

Tablica 5.11 Ekstremalne warto$ci mnoznika obciazenia dopuszczalnego wiezy oraz rozstepy
wynikow w trzech wariantach obliczeniowych uwzgledniajacych losowo$¢ obydwu lub jednej ze
zmiennych

W przypadku wspolczynnikow wrazliwosci dwoch zmiennych niezaleznych zachodzi
roéwnosc:

o’ +ao’ =1 (5.20)
Podstawiajagc w miejsce obliczanych wspotczynnikow wrazliwosci zmiang rozstepu

pomigdzy obliczong warto$cig przy zmiennej ustalonej, a warto$cig z pelnej analizy

probkowania bezposredniego Monte Carlo, otrzymujemy:
Ay, * +Ay,* =0,769% +0,265% = 0,6616 (5.21)

Normalizujgc obie strony rownania w ten sposob, aby speini¢ rownanie 5.20 uzyskamy:

(n-av, ) +(n-Av, ) =(n-0,769) +(n-0,265) =n*-0,6616=1  (5.22)
Zatem, n’ = ! =1,51152 oraz n=+/1,51152 =1,22944 .

0,6616
Podstawiajac obliczong warto§¢ do wzoru 5.22 uzyskujemy nastepujace wartosci
wskaznikow stanowigcych miare wrazliwosci odpowiedzi konstrukcji na wahania
zmiennych :

o, =n-Ay, =1,229-0,769=0,9454 ; o, =n-Ay, =1,229-0,265=0,3258 (5.23)

Analiza wrazliwoS$ci wiezy na podstawie stycznych do wykresow wrazliwosci w

punkcie wartoS$ci Sredniej zmiennej odpowiedzi

Kolejna propozycja oszacowania wspotczynnikow wrazliwosci dla obydwu
zmiennych zadania bazuje na wyznaczeniu stycznych do wykresow wrazliwosci w
punkcie wartosci $redniej zmiennej odpowiedzi.

Styczne do wykresow krzywych, przedstawionych na rysunku 5.45, dane sg rownaniami:



http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

5.3 Wieza telekomunikacyjna 111

y."=0,1542-k, +1,96917 dla k, = g, =240 MN/m, k, -losowa (5.24)
¥, =0,0676-k, +1,96917 dla k, = 1, =360 MN/m, k_-losowa (5.25)

Dalsza procedura postgpowania jest identyczna jak w przypadku obliczen
przeprowadzonych na podstawie rozstgpoéw wynikéw. Podstawiajac w miejsce
obliczanych wspotczynnikow wartosci katéw nachylenia stycznych do wykresow
wrazliwosci w punkcie ich warto$ci $redniej otrzymujemy:

akc2 + akt2 =0,1542% +0,0676” = 0,0284 (5.26)
Normalizujac obie strony rdwnania w ten sposob, aby spetni¢ rownanie 5.20, uzyskamy:

(n-a, ) +(n-a,) =(n-0,1542)" +(n-0,0676) =n*-0,0284=1  (527)

Zatem n =4/35,2766 =5,93941.

Podstawiajac obliczong wartos¢ n do wzoru 5.27 otrzymujemy nastepujace wartosci
wskaznikow, ktoére mozna potraktowac jako miare wrazliwos$ci mechanicznej odpowiedzi

konstrukcji:

o, =n-Ay, =5,939-0,154=0,916; o, =n-Ay, =5,939-0,0676=0,4015 (5.28)

Analiza wrazliwosci wiezy na podstawie krawedzi przeci¢cia powierzchni

odpowiedzi z plaszczyznami x,y oraz x,y.

Innym sposobem badania wrazliwosci konstrukcji na wahania jej parametrow

losowych byla obserwacja zmiany wskaznika niezawodnos$ci Hasofera — Linda ( 3,,)

wyznaczonego na podstawie réwnan powierzchni odpowiedzi. Aproksymacje
przeprowadzono dla 100 wariantéw modelu obliczeniowego, wygenerowanych wedtug
nastepujacego schematu:

* wybor zmiennej, ktéra poddana zostanie analizie (np. x, =k, ,) oraz ustalenie
zbioru dyskretnych wartosci, jakie przyjmowaé bedzie analizowany czynnik.
Zatozono, iz zmienna k., réwna bedzie nastgpujacym wielkosciom: u, —30, ;
u, —2,750, 5 W, —2,50, 5 g, —2,250, W, =20, 5 W —0, 5 M5 W +0, ]
M +20'k5; My +30,€C;

Na podstawie wstepnej analizy zachowania konstrukcji ustalono, iz zakres

( =30, 514, —20',{(,) obejmuje  kluczowy obszar zmiany wskaznika
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niezawodnos$ci, dlatego tez zdecydowano si¢ na zaggszczenie wartosci
analizowanej zmiennej w tym przedziale;

» dlakazdej zrealizacji zmiennej x, generacja z rozktadu normalnego pigciu wartosci
zmiennej x, =Kk, ;

» stworzenie modeli obliczeniowych wiezy dla uzyskanych 50 par wartosci
zmiennych (x,,x,);

* powtorzenie procedury dla sytuacji odwrotnej — zmienna x, jest losowana z
rozktadu normalnego, natomiast zmienna x, =k, przyjmuje dziesi¢¢ ustalonych

odgodrnie warto$ci.

W przypadku kazdej realizacji obliczono mnoznik obcigzenia dopuszczalnego. Na

podstawie wynikow kazdej z pigciopunktowych serii, wyznaczonych dla poszczegolnych
ustalonych wielko$ci analizowanej zmiennej, wykonano aproksymacje krzywe;j
odpowiedzi. W ten sposob opis ograniczono do jednej zmiennej losowej, a wigc
otrzymuje si¢ pewnego rodzaju ptaszczyzng przekrojowa przez powierzchni¢ odpowiedzi
zadania, co daje z kolei $lad przecigcia w postaci krzywe;j.
Na podstawie rOwnania w/w krzywej odpowiedzi, metodami gradientowymi oszacowano
poszukiwany wskaznik niezawodnosci f,,. Dzigki odpowiednio ukierunkowanemu
zestawowi plaszczyzn przekrojowych przez powierzchni¢ odpowiedzi mozliwe jest
graficzne przedstawienie zmiany wskaznika niezawodnos$ci pomigdzy kolejnymi
ptaszczyznami a zatem kolejnymi dyskretnymi warto§ciami analizowanej zmiennej
losowe;.

W pierwszej kolejnosci, zgodnie z wezesniej podanymi wytycznymi ustalono
zbior 10 dyskretnych warto$ci wspotczynnika sprezystosci elementu podpierajgcego stup
sciskany x, =k =[45;61,25;77,5;93,75;110 ;175,240 ;305 ;370 ;435] MN/m, a
nastepnie wylosowano 50 warto$ci zmiennej x, =k, o rozkladzie normalnym. W ten
sposOb uzyskano 50 realizacji wektora zmiennych x =[x;;x,] poprzez zestawienie
kazdej z dyskretnych warto$ci zmiennej x, z pigcioma losowo wygenerowanymi
warto§ciami zmiennej Xx,.

Na rys. 5.46 przedstawiono krawedzie przecigcia powierzchni odpowiedzi konstrukcji z

10 ptaszczyznami x,y zawierajacymi kolejne ustalone warto$ci zmiennej x, .
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Obok aproksymowanych krzywych odpowiedzi podano takze ich rownania dane w
postaci wielomiandw stopnia drugiego.

1,90 ~
= -20%x,2 +0,0018x, + 1,47

1,80 A y =-10%x22 + 0,0013x, + 1,51

1,70 - W y =-106x;2 +0,0018x, + 1,45
' T y = 105x,? +0,0013x, + 1,406

1,60 A y=-10%x,2 +0,0011x,; + 1,33
1,50 A

y = -10%x,2 +0,0012x, + 1,167
1,40 - /M y = -10%x,2 + 0,0012%; + 1,11
1,30 - //(T -206x,2 + 0,0013x5 + 1,032
1,20 1 ,r/Jk/Jz'—//_ﬁ—"A =-10x,% + 0,001, + 0,97
1,10 1 E-//‘B/EFE/_’E

mnoznik dopuszczalnego obcigzenia wiezy Myqp [-]

o0 o y = -60-7x,2 + 0,0006x + 0,91
’ <& X=p-30=45 MN/m 0 x;=p-2,750=61,25 MN/m
0,90 + A x,=p-2,50=77,5 MN/m X x,=p-2,250=93,75 MN/m
0,80 A X X3=p-20=110 MN/m O Xx;3=p-0=175 MN/m
070 A X1=u=240 MN/m X1=P+0=305 MN/m
’ & x,=p+20=375 MN/m X;=pP+30=435 MN/m
0,60 T T T T T T 1
80 180 280 380 480 580 680 780

zmienna losowa - wspotczynnik sprezystosci podpory x;=k{[MN/m]

Rysunek 5.46 Kolejne przekroje przez powierzchni¢ odpowiedzi zagadnienia, wyznaczone dla
ustalonych 10 dyskretnych warto$ci zmiennej losowej wspolczynnika sprezystosci elementu
podpierajacego shup Sciskany x, =k,

Analogiczng procedure przeprowadzono w przypadku gdy zmienna x, =k,
przyjmuje wartosci: X, =k, =[60;85 ;110 ;135;160 ;260;360 ;460 ;560 ;660] MN /m,
natomiast zmienna x, losowana jest z rozktadu normalnego. Krawedzie przecigcia
powierzchni odpowiedzi konstrukcji z 10 réwnoleglymi plaszczyznami x,y
zawierajacymi kolejne ustalone wartosci zmiennej x, przedstawia rys. 5.47. Obok

aproksymowanych krawedzi, na rysunku podano takze rownania krzywych odpowiedzi

dane w postaci wielomiandéw stopnia drugiego.
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1.90 y = -506x.2 +0,0037x; + 1,16
T g0 y = -406x42 +0,0032x; + 1,16
g y = 606x42 +0,0045x, + 1,04
€ y = -506x42 +0,0037x; + 1,13
2 1.70 1 y =-30"6x,2 + 0,0027x; + 1,1885
2 = -206x42 + 0,0022x; + 1,03
= 1,60 A y = -406x42 + 0,003x4 + 1,07
= y = -506x42 + 0,0034x, + 0,995
B 1,50 - = -50-6x42 +0,0035x, + 0,93
3
S 1,40 1 y=-306x72 + 0,0024x; + 0,914
2
< 1,30 -
3
2 1,20 1
8_ )
ke O X,=p-30=60MN/m O x,=p-2,750=85MN/m
= 1101 A x,=p-2,50=110MN/m X x,=p-2,250=135MN/m
N K Xx2=p-20=160MN/m O X,=p-0=260MN/m
£ 1.00 - X>=p=360MN/m X2=p+0=460MN/m

0.90 X;=P+20=560MN/m X>=P+30=660MN/m

45 145 245 345 445 545 645

zmienna losowa - wspotczynnik sprezystosci x4=kc [MN/m]

Rysunek 5.47 Kolejne przekroje przez powierzchnie odpowiedzi uktadu wyznaczone dla ustalonych
10 dyskretnych wartosci zmiennej losowej wspotczynnika sprezystosci elementéw podpierajacych
stupy rozciagane x, =k,

Wyniki zaprezentowane na rysunkach 5.46 oraz 5.47 zestawiono na wspolnym
wykresie (rys. 5.48), dzigki czemu mozna zaobserwowac, iz przedstawione 20 krzywych,
wyrysowanych na podstawie 5 punktéw obliczeniowych kazda, sa odzwierciedleniem

powierzchni odpowiedzi konstrukcji.

y(X1, Xz) [_]

x,=k_ [MN/m]

Rysunek 5.48 Wzajemna przestrzenna zalezno$¢ zmiany krzywych odpowiedzi
od ustalonej warto$ci zmiennych losowych x, i x,
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Dla kazdej z 20 aproksymowanych krzywych odpowiedzi zaznaczonych na rysunkach

5.46 - 5.47 wyznaczono warto$¢ wskaznikow niezawodnosci Hasofera — Linda £,

zgodnie z formutg 2.12. Wyniki szacowania wskaznikdw zestawiono w tablicy 5.12.

x, - ustalone, x, - losowe x, - ustalone, x, - losowe
x, [MN/m] By -] x, [MN/m] B ]
u-3o 45 1,650 u-3o 60,0 3,105
u-2,750 61,25 3,295 u-2,750 85,0 3,281
u-2,50 71,5 3,866 u-2,50 110,0 3,386
u-2,250 93,75 4,517 u-2,250 135,0 3,728
u-2o 110,0 4,823 u-2c 160,0 4,014
u-o 175,0 5,944 u-c 260,0 4,298
U 240,0 6,031 u 360,0 4,415
uto 305,0 6,404 uto 460,0 4,252
u+2o 370,0 6,728 ut2o 560,0 4,346
u+3o 435,0 6,767 ut3o 660,0 4,321

Tablica 5.12 Wskazniki niezawodnosci Hasofera — Linda ( ,,, ) obliczone dla 20 przypadkow
krzywych odpowiedzi

Na podstawie danych zebranych w tablicy 5.12, na rysunku 5.49 przedstawiono
zaleznosci pomigdzy wartosciami wspotczynnikow sprezystosci k., k,, a wskaznikiem

niezawodnosci S, .

77 6,728 _.
——————— °
=654 == -l 6,767
T 5, -
:1: €] L7 6?031
E 55 - 2
/
(IU 4
— 5 J V4
2 /o 4823
8451 o 4517 . . , X R
/ 4014 O oo fmmm e S oo
R g omnm=s %7568 4,415 4,252 4346 4,321
¢ ;733
5351 3205 -7 3,386
s
@ 31 3’,70;%' 3,281 ° x, - state, x, - losowe
[0) 4
€25 A ’n'f' ° x, - state, x; - losowe
=
S 21 !
[\] 1
§ 15 ] 4 ° 1,650
’ ]
1
1 , T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700

zmienne: x4, X2 [MN/m]

Rysunek 5.49 Aproksymacja krzywych wrazliwos$ci na podstawie wskaznikdéw niezawodnosci
Hasofera — Linda ( 3, )
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Na rysunku 5.49 linig przerywang zaznaczono krzywe bedace aproksymacja
wyzej opisanych warto$ci wskaznikéw niezawodnos$ci dla odpowiednich zmian
wspotczynnikow sprezystosci podpor wiezy k,, k, . Krzywe te beda stanowily podstawe

obliczen wrazliwosci, przeprowadzonych w dalszej czesci pracy.

Analiza wrazliwosci niezawodnosci konstrukcji na podstawie stycznych do

wykresow wrazliwosci w punkcie wartos$ci Sredniej zmiennej odpowiedzi

Styczne do wykreséw krzywych wrazliwo$ci przedstawionych na rys. 5.49
opisujg nastgpujace rownania:
Y =0,460-k, +6,031 dla £k, = i, =240 MN/m, k, - losowe (5.29)
i =0,117-k,+4,415 dla k, = 4, =360 MN/m, k- losowe (5.30)
Podstawiajagc w miejsce obliczanych wskaznikow wrazliwo$ci rownania 5.20 wartosci
wspotczynnikéw kierunkowych stycznych do wykresow wrazliwosci w punkcie wartosci
sredniej zmiennej odpowiedzi, otrzymujemy:
a,’+a,’=0,460"+0,117° =0,225289 (5.31)
Normalizujac obie strony rownania tak aby spetni¢ rownanie 5.20 uzyskamy:
(n-a, ) +(n-a,) =(n-0,460) +(n-0,117)" =n>-0,225289=1  (5.32)
Zatem n =./4,438743 =2,10683.

Podstawiajac obliczong warto$¢ n do roéwnania 5.32 otrzymujemy nastgpujace wartosci

o, oraz ¢ :

o, =n-Ay, =2,1068-0,46=0,9691; o, =n-Ay, =2,1068-0,117=0,2465 (5.33)

Wielkosci te mozna traktowac jako przyblizenie wskaznikow wrazliwo$ci niezawodnosci

konstrukc;ji.

Analiza wrazliwosci odpowiedzi konstrukcji— wyniki uzyskane w programie

komercyjnym COMREL

Kolejno, problem zaimplementowano w srodowisku komercyjnego programu do
obliczen niezawodnosciowych i probabilistycznych StruRel - COMREL 9.0 RCP GmbH.

Do pamigci programu wprowadzono funkcje stanu granicznego dang réwnaniem 5.14 a
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takze wszystkie niezbedne dane probabilistyczne zmiennych k, 1 k,. Do obliczen

wspotczynnikow wrazliwosci postuzono si¢ technika Hasofera — Linda. Wyniki dziatania

programu, przedstawione w formie diagramu kotowego (domys$lny sposéb wyswietlania

wspotczynnikdéw wrazliwosci w programie), zaprezentowano na rysunku 5.50.

KT 0.30
KC 0.95
sum of a2 1.00

Rysunek 5.50 Analiza wrazliwo$ci wykonana w §rodowisku komercyjnego programu
StruRel - COMREL 9.0 RCP GmbH

5.3.4 Porownanie rezultatow analizy wrazliwoSci

W tabeli 5.13 zestawiono wartosci wskaznikow wrazliwosci odpowiedzi
konstrukcji czterech niezaleznych procedur obliczeniowych. W przypadkach procedur
polegajacych na badaniu réznic migdzy rozstgpami wynikéw czy tez nachyleniami
stycznych dodatkowo podano rdznice wzgledne pomigdzy uzyskanymi w nich

rezultatami a warto§ciami otrzymanymi w programie komercyjnym.

wskazniki wrazliwo$ci wyznaczone na podstawie:
roéznic w réznic w
) | roznic w nachyleniu nachyleniu
zmienna losowa rozstepach stycznych stycznych programu
wynikow do wykresow do wykresow COMREL
mnoznikow m,,, | wskaznikow f
0,9454 0,9159 0,9691
x, =k, 0,95
A =0,48% A=3,59% A=2,01%
0,3258 0,4015 0,2465
x, =k, 0,30
A =8,60% A =33,83% A=17,83%

Tablica 5.13 Porownanie wartosci wspotczynnikéw wrazliwosci zmiennej odpowiedzi - mnoznika
obcigzenia dopuszczalnego wiezy
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Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze wrazliwo$¢ odpowiedzi konstrukcji
(wyrazonej zarowno poprzez mnoznik obcigzenia dopuszczalnego, jak rowniez poprzez
wskaznik niezawodno$ci) na zmian¢ wspotczynnika sprezystosci podpory stupa
sciskanego jest wyraznie wigksza, niz na zmian¢ wspotczynnikow sprezystosci podpor
stupow rozcigganych.

Ponadto, wyniki zaprezentowane w tablicy 5.13 uzasadniaja stwierdzenie, iz
autorskie propozycje oceny wrazliwosci sg poprawne. Uzyskane rezultaty w sposob
wlasciwy wskazujg parametr, ktérego wptyw na mechaniczne zachowanie si¢ uktadu jest
wiekszy. Dodatkowo rzad uzyskanych wielko$ci pozostaje ten sam a btedy oszacowania
wrazliwosci na zmiang¢ zmiennej kluczowej w problemie wzgledem wynikow
uzyskanych w programie komercyjnym sg niewielkie (nie przekraczajg 5%).

Badanie wrazliwosci ukladu na drodze analizy graficznej reprezentacji
zachowania si¢ konstrukcji prowadzi do wlasciwego wniosku, na wahania ktérego z
parametréw zmienna wyjsciowa jest wrazliwsza. Nalezy jednak podkresli¢, ze liczba
realizacji, na podstawie ktorej dokonuje si¢ obrazu odpowiedzi konstrukcji musi by¢
wystarczajgca (jest bowiem uzalezniona od stopnia skomplikowania obserwowanej
odpowiedzi, tj. stopnia wielomianu aproksymujacego) oraz dobrana w sposob swiadomy
1 gwarantujacy objgcie analiza calego krytycznego obszaru. Zaproponowana procedura
autorska wykorzystujagca punkty obliczeniowe w poblizu funkcji stanu granicznego

wydaje si¢ spetnia¢ te wymagania.
5.4 Kopula — kratownica przestrzenna

Kolejnym przyktadem wykorzystania metod probabilistycznych jest analiza
wptywu imperfekcji geometrycznych, wynikajacych z obowigzujacych w praktyce
inzynierskiej tolerancji w zakresie niedoktadnosci wykonawczych. Jako przyktad
wybrano matowyniosta kopule kratownicowa, ktorej stany graniczne sg niezwykle
wrazliwe na zmiang¢ poszczegolnych parametrow modelu. Wigkszo§¢ umieszczonych w

rozdziale obliczen 1 wnioskdw prezentowano m.in. w [Sorn 1 inni, 2015, 2016].
5.4.1 Przedstawienie modelu

Analizowana konstrukcja kratownicy przestrzennej, opisana w pracy [Rakowski i
inni, 1993], sktada si¢ z 24 elementdéw o przekroju rurowym , wykonanych ze stali S355.

Catkowita $rednica konstrukcji wynosi 50 m. Najwyzszy jej wezet (nr 13) potozony jest
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na wysokosci 8,216 m ponad poziomem podparcia. Elementy kratownicy polaczone sa
przegubami kulowymi. Geometri¢ analizowanej konstrukcji przedstawiono na rysunku
5.51. Obliczenia wykonano za pomocg programu MSC NASTRAN przy zalozeniu

geometrycznej 1 materialowej nieliniowosci.

222

X \

2o
W
In /P
w
6,22[2
|

V<

Rysunek 5.51 Przestrzenna konstrukcja kratownicowa- geometria [Sorn i inni, 2015]
5.4.2 Wybor metody obliczeniowej

W pierwszej kolejnosci wykonano obliczenia wstepne konstrukcji, majace na celu
testowanie kilku roznych metod probabilistycznych i wytonienie sposrod nich procedury
optymalnej. W tym celu zatozono prosty przypadek obcigzenia jakim jest pojedyncza,
pionowa sifa skupiona przylozona w wezle nr 13. Przyjete obcigzenie, mimo iz nie jest
realistyczne, ma duzy wplyw na odpowiedZ mechaniczng uktadu i umozliwia obserwacj¢
zachowania modelu na skutek zmiany zatozonych parametréw projektowych.
Pierwszym krokiem bylo wyznaczenie warto$ci obcigzenia niszczacego, ktore wyniosto

R=2612,3kN . Obliczenia probabilistyczne wykonano przy zalozeniu, ze konstrukcje

opisuja dwie zmienne losowe: geometryczna - przemieszczenie u  wierzchotka
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kratownicy (wezet 13 na rys. 5.51) oraz materialowa — modut Young’a E. Przyjeto
nastepujacy opis imperfekcji geometrycznych: wartos¢ Srednia m, =0,00m oraz
odchylenie standardowe o, =0,08m . Parametry rozkladu normalnego zostaly tak
dobrane, aby zakres wygenerowanych przemieszczen wezta nr. 13 miescit sie¢ w
granicach (—0,13+0,13)m. Przemieszczenia w podanym zakresie odpowiadaja
imperfekcjom wywotanym przez zmiany dlugosci pretow kratownicy. Wahania
wymiaréw elementow (tolerancje) sg nastepstwem niedoktadnosci pojawiajacych si¢ w
procesie produkcyjnym i sg regulowane przez normy. Poczatkowe przemieszczenia

weztéw 7 — 12 zostaty przyjete proporcjonalnie do wygenerowanych imperfekcji wezta

13-tego. Modut Young’a zostal takze opisany rozkladem Gaussa, ze S$rednig

m, =210,0GPa oraz odchyleniem standardowym o, =4,0GPa. Przykladowa

generacj¢ zmiennych u 1 E przedstawiono na rys. 5.52

222 — .
T 218 — : . —
O, B . :
o214 — 5 3
© ] o %’ ® ‘..: s
D 210 —f-e o002 g
. e "° .
3 ] : .
1 e s S L S S e
= T e, *°
§chu 'é 210—_ =
O
b [ L I L L LN AN
gufgm -0,24 -0,16 -0,08 O 0,08 0,16 0,24

Przemieszczenie u na kierunku osi Z [m]

m, =0,00m
Rysunek 5.52 Generacja dwoch zmiennych losowych — imerfekcji geometrycznych i modutu
Young’a
Obliczenia wykonano za pomocg kilku metod. W przypadku bezposredniej

metody Monte Carlo w wygenerowano 60 realizacji i na tej podstawie uzyskano opis

obcigzenia niszczacego: jego warto$¢ Srednig m, = 2653,0kN, odchylenie standardowe
O, =232,54kN oraz skosno$¢ y,=0,1004kN. Wyniki te traktowane sa jako

rozwigzanie dokladne, pomimo tego, ze 60 realizacji moze wydawaé si¢ probg
niewystarczajaca. Dla poroéwnania rozrzutow wynikéw dodatkowo wygenerowano 36,

24, 16 oraz 9 par zmiennych losowych. Wyniki umieszczono w tablicy 5.14.
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Li(j‘Zba“ wartoé érednia Odchylenie standardowe
Zastosowana metoda realizacji m,, [kN] o, [kN]
n[-]

Monte Carlo 60 2653,21 232,54
Monte Carlo 36 2658,71 229,21
Probkqwanle warstwowe — rowne 36 2637.43 388,28
przedziaty 6x6
Probkowanie yvaitrstwowe —roéwne 36 260447 255,01
prawdopodobienstwa 6x6
Monte Carlo 25 2651,48 227,16
Probkqwame warstwowe — rowne )5 2645.16 410,19
przedziaty 5x5
Probkowanie yvaitrstwowe —roéwne 25 263021 237,22
prawdopodobienstwa 5x5
Monte Carlo 16 2602,15 253,78
Probkqwame warstwowe — rowne 16 2647.99 389.89
przedziaty 4x4
Probkowanie Wz’lrstwowe — rowne 16 2614.67 299,57
prawdopodobienstwa 4x4
Monte Carlo 9 2728,93 309,69
Probkqwame warstwowe — rowne 9 2633.06 348.67
przedziaty 3x3
Probkowanie yvz’lrstwowe — rowne 9 2656.06 328.89
prawdopodobienstwa 3x3
PEM 4 2620,48 229,38

Tablica 5.14 Obcigzenie graniczne koputy kratownicowej — analiza z uwzglgdnieniem dwoch
zmiennych losowych: przemieszczenie wezta nr 13 oraz modutlu Young’a [Sorn i inni, 2015]

Zastosowanie metody Monte Carlo jest niezwykle pracochionne dlatego tez
poszukiwane sg mozliwosci ograniczenia liczby realizacji poprzez zastosowanie technik
redukcyjnych. Pierwsza z zastosowanych metod bylo probkowanie warstwowe z liczbg
podzialdw przestrzeni zmiennych rowng kolejno: 6x6, 5x5, 4x4 1 3x3. W ten sposob
nawigzano do obliczen wykonanych metoda Monte Carlo z wykorzystaniem tej same;j
liczby probek. Obliczenia metodg probkowania warstwowego wykonano w dwoéch
wariantach — pierwszy z nich przewidywat podzial przestrzeni na warstwy o takich
samych wymiarach, drugi za§ na warstwy o rownych prawdopodobienstwach znalezienia
si¢ w danej podprzestrzeni. Wyniki umieszczono w tablicy 5.14. Pobiezna analiza
uzyskanych rezultatéw wskazuje, ze te same wielko$ci wyznaczone innymi metodami
roznig si¢ od siebie w sposdb znaczacy, przez co trudno zdecydowacl, ktéra z

zastosowanych metod jest optymalna oraz jakg liczbe realizacji nalezy uznaé za
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minimalng. Co wigcej w przypadku gdy przyjeta jest wigksza liczba zmiennych losowych
wszystkie te metody beda mato efektywne. Z tego powodu kolejne obliczenia wykonano
za pomoca metody PEM (tablica 5.15), ktéra w znacznym stopniu ogranicza liczbe
realizacji — w przypadku dwoch zmiennych losowych obliczenia nalezy wykona¢ jedynie
dla czterech modeli deterministycznych. Wyniki uzyskane za pomoca tej metody
wykazuja niewielki btad w stosunku do poziomu odniesienia, a mianowicie 1,2% w
stosunku do warto$ci oczekiwanej 1 1.4% w przypadku odchylenia standardowego. Ze
wzgledu na niewielkie réznice wynikéw oraz znaczng redukcje liczby realizacji w

dalszych obliczeniach wykorzystano wytacznie metod¢ PEM.

Punkt x; [m] x,[GPa] y [kN] | p(x ;) wp(x, ;) v p(x, )
1 x.=-0,08 | x,_=206,0 | 27902 | 0,25 697,545 1946276
2 x,, =0,08 X, =214,0 | 24432 | 025 610,8075 1492343
3 x.=-0,08 | x, =2140 | 28983 | 0,25 724,575 2100036
4 x,=-0,08 | x,_=206,0 | 23502 | 0,25 587,548 1380848
>°=2620,5 > =6919503
E[R]=2620,475kN, Var[R] = 6919503 —2620,475> =52614,07kN?, 0, =~ 229,38kN

Tablica 5.15 Rezultaty obliczen w przypadku dwoch zmiennych losowych — metoda estymacji
punktowej PEM [Sorn i inni, 2015]

5.4.3 Analiza wrazliwosSci

Dalszg analiz¢ wykonano dla realistycznego obcigzenia kratownicy $niegiem. Na
podstawie normy PN-EN 1990-1-3 przyjeto nastepujace wzory opisujace obcigzenie :
s=u.C,Cs, [kN/m?], (5.34)
gdzie:
s, — wartos¢ charakterystyczna obcigzenia Sniegiem gruntu w rozpatrywanym miejscu
[KN/m?],

MU, —wspOlczynnik ksztattu dachu,
C, —wspotczynnik ekspozycji (przyjeto C, =1,0),
C

t

—wspoélczynnik termiczny (przyjeto C, =1,0).

Rozpatrzono dwa przypadki — symetrycznego i niesymetrycznego obcigzenie $niegiem

(rys.5.53).
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p=0,8

8 13 11

Rysunek 5.53 Symetryczne i niesymetryczne obcigzenie $niegiem [Sorn i inni, 2015]

W opisie kratownicy zastosowano cztery zmienne losowe: poczatkowe pionowe

przemieszczenie wezta 13 (x,), przemieszezenie weztow 7-14 (x,), Modul Young’a

(x;) oraz pole powierzchni przekroju poprzecznego pretow (x,). Przemieszczenia

weztow 7-14 opisano w identyczny sposob jak wezta 13. Dane dotyczace modutu
Young’a takze pozostawiono takie same jak w analizie dwoch zmiennych losowych.

Srednia oczekiwang przekroju poprzecznego oraz jego odchylenia standardowe opisano

rozkladem normalnym o nastgpujacych parametrach: p =394,458 cm’  oraz

o, =2,0cm’®. Zastosowano wersje Honga metody estymacji punktowej (PEM),

omowiong w rozdziale 3.3 pracy. Warto podkresli¢, ze wersja Honga metody PEM,
stosowana w przypadku przyjetej duzej liczby zmiennych losowych, moze dawac¢ biedne
wyniki [Christian i inni, 2002], jednak dla 4 zmiennych jej stosowanie wydaje si¢
uzasadnione. Przebieg obliczen wykonanych dla symetrycznego i niesymetrycznego
obcigzenia $niegiem przedstawiono w tabelach 5.16 oraz 5.17 [Sorn 1 inni, 2015]. Nalezy
podkresli¢, ze w analizie kazdego z wariantéw obcigzenia wystarczajace bylo

przeprowadzenie obliczen dla o§miu deterministycznych modeli kratownicy.
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b X X X, Y 2
Punkt [1’1{1] [1’1’21] [Glj)a] [sz] [kN / 1’1’12] p (x,',j,k ) yp (xf,j,k ) yp (xi,j,k )

1 B Tamen | Bamen | Fmen | 9609|0125 | 3,261 85,09
=-0,16 | =0,0 | =210,0 |=394,458

2 x1+ x2,mean x3,mean x4,mean 26,16 0’125 3’270 85’54
=016 | =0,0 | =210,0 |=394,458

30| T |2 B Sman | q341 | 0,125 | 1,676 | 22,48
=0,0 [=-0,06 | =210,0 |=394,458

4 xl,mean Xop x3,mean x4,mean 14,69 0’125 1,836 26,97
=0,0 | =0,06 | =210,0 |=394,458

5 | Tmean | Tomean | i Homean 9512 | 0,125 | 3,140 78,88
=0,0 =0,0 =202,0 |=394,458

6 | Thmean | Tzmean | e Homen o714 | 0,125 | 3393 92,07
=0,0 =0,0 =218,0 | =394,458

7 xl,mean x2,mean x3,mean Xy 23’45 0’125 2’931 68’74
=0,0 | =0,0 | =210,0 |=354,458

8 xl,mean x2,mean x3,mean X4t 28,79 0’125 3’599 103,61
=0,0 | =0,0 | =210,0 |=434,458

> | 23,106 | 563,38

E[R]=23,106kN, Var|[R] = 563,38 —23,106% = 29,49kN> 5, = 5,43kN

Tablica 5.16 Symetryczne obciazenie $niegiem - rezultaty obliczen w przypadku 4 zmiennych
losowych — metoda estymacji punktowej Honga [Sorn i inni, 2015]

X, X X Xy y
Punkt | fmp || (GPal | g peNsmey | PU) o) ()

1 xl— x2,mean x3,mean x4,mean 4’90 0’125 0,6125 37001
=-0,16 =0,0 | =210,0 | =394,458

2 X1+ x2,mean x3,mean x4,mean 5’01 0’125 0,6263 3,138
=0,16 =0,0 | =210,0 | =394,458

3 xl,mean X x3,mean x4,mean 3,62 0,125 0’4525 1,638
=0,0 =-0,06 | =210,0 | =394,458

4 | Tomean | Tor | Mmean | X mean 348 | 0,125 | 04350 1,514
=0,0 =0,06 | =210,0 | =394,458

5 | Tmean | Tomean | - 4 mean 476 | 0,125 | 0,5950 2,832
=0,0 =0,0 | =202,0 | =394,458

6 xl,mean x2,mean x3+ x4,mean 5’15 0,125 0,6438 3’315
=0,0 =0,0 | =218,0 | =394,458
xl mean x2 mean x3 mean x4—

7 ’ ' ' 4,44 0,125 0,5550 2,464
=0,0 =0,0 | =210,0 =354,458

8 xl,mean x2,mean x3,mean Xgy 5’47 0,125 0,6838 3’740
=0,0 =0,0 |=210,0| =434,458

> | 4,6039 21,642

E[R]=4,6039kN, Var[R] = 21,642 —4,6039" = 0,446kN", 5, ~ 0,668kN

Tablica 5.17 Asymetryczne obcigzenie $niegiem — przypadek 4 zmiennych losowych — metoda
estymacji punktowej Honga [Sorn i inni, 2015]
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Na podstawie obliczen uzyskano nastepujace wartosci oczekiwane 1 odchylenia
standardowe obcigzenia granicznego $niegiem, dla obcigzenia symetrycznego —
23,106kN/m? i 5,43kN/m? oraz niesymetrycznego — 4,6039kN/m?* i 0,668kN/m?.
Na szczeg6lng uwage zastuguje niezwykle mata warto$§¢ oczekiwana i odchylenia
standardowego w przypadku niesymetrycznego obcigzenia $niegiem.

Estymacja niezawodno$ci kratownicy wymaga przyjecia odpowiedniego rozktadu
obcigzenia. Na podstawie wieloletnich pomiarow, przedstawionych np. w [Gwo6zdz i
Machowski, 2011] zastosowano rozktad Gumbela jako optymalny dla tego typu opisu
[Sorn i inni, 2016]:

£ (x)=4,95-exp[ —4,95(x—0,259) |-exp| —exp(—4,95(x—0,259)) |  (5.35)

Posta¢ histogramu oraz aproksymowanej na jego podstawie funkcji gestosci rozktadu

prawdopodobienstwa przedstawiono na rys. 5.54

3 —

|

i

czestost [-]

]

L N e e
04 02 0 02 04 08 08 1 1,2 14
obcigzenie sniegiem [kMN/m]

Rysunek 5.54 Histogram oraz przyblizona funkcja gestosci prawdopodobienstwa obcigzenia
$niegiem (rozktad Gumbela o parametrach: a0 =4,95, u=0,259)

W celu opisu wrazliwos$ci niezawodnosci konstrukcji na zmiang przekroju
poprzecznego elementow koputy wykonano szereg obliczen, ktérych wyniki w
przypadku symetrycznego obcigzenia $niegiem, przedstawiono na rys. 5.55. Na tej

podstawie wyznaczono wskaznik niezawodno$ci modelu stosujac wzor Hasofera-Linda.
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2 - T T T T T T T T

rozktad sym. obcigzenia Sniegiem

——— rozktad obcigzenia granicznego

A=100cm?
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A=300cm?

/\ /f\ N Ac3500s
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A\
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obcigzenie / obcigzenie graniczne

czestos¢ [-]
>

Rysunek 5.55 Rozktady: symetrycznego obciazenia $niegiem oraz odpowiedzi uktadu w zaleznosci
od przyjetego pola poprzecznego 4, elementow

Aby utatwi¢ opis zmiennosci niezawodnosci modelu wyniki zostaty w
standardowy sposob aproksymowane nast¢pujacymi funkcjami [Sorn i inni, 2016]:
— w przypadku obcigzenia symetrycznego $niegiem (otrzymano wspotczynnik korelacji
0,9975):
p; =42965-10"47"° (5.36)
— w przypadku obcigzenia niesymetrycznego $niegiem (wspotczynnik korelacji wynidst
0,99):
Py =4.5319-10* 47+ (5.37)

Wiyniki graficznie przedstawiono na rys. 5.56.
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Rysunek 5.56 Aproksymacja wynikow obliczen niezawodnosci koputy[Sorn i inni, 2016]

Zgodnie z Norma PN-EN-1990 poziom niezawodnos$ci jest $ciSle zwigzany z
przyjetym okresem ,,zycia” konstrukcji. Zaktadajac ten okres na poziomie 50 lat i klase

RC3 niezawodnoéci, index f,;, powinien wynosi¢ 4,3. Analizujac rys. 5.56 tatwo mozna

stwierdzi¢, ze w przypadku obcigzenia niesymetrycznego odpowiada to przekrojom
poprzecznym A=300 cm?, podczas gdy dla obcigzenia symetrycznego wystarczy poziom
okoto A=100 cm?.

Przedstawiong analiz¢ mozna potraktowaé jako algorytm postepowania w
okresleniu wrazliwo$ci niezawodnos$ci konstrukcji na zmiang pojedynczego parametru,

zakonczony konkretnymi wnioskami projektowymi.
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W pracy przedstawiono probabilistyczng analize¢ wrazliwosci mechanicznej
odpowiedzi konstrukcji z uwagi na odchylki geometryczne i zmiang wtasnos$ci
materialdéw. Skoncentrowano si¢ na zaprezentowaniu skutecznych metod, tatwych w
zastosowaniach inzynierskich 1 niewymagajacych zaawansowanej wiedzy lub
specjalistycznego oprogramowania.

Glownym elementem analizy jest estymacja niezawodnos$ci konstrukcji i na tej
podstawie szacowanie jej wrazliwosci. Budujac algorytmy obliczeniowe przyjeto
podstawowe zatozenie, ze funkcja stanu granicznego nie jest znana i nalezy ja wyznaczy¢
na drodze iteracyjnej. Taka sytuacja ma miejsce w przypadku wigkszosci nawet
najbardziej standardowych konstrukcji. Zagadnienia, w ktorych funkcja stanu
granicznego jest mozliwa do zdefiniowania na drodze analitycznej, dotycza wytacznie
pojedynczych elementow konstrukeji i ograniczonej klasy zagadnien.

W pracy rozwini¢to powszechnie znane i stosowane algorytmy obliczen: metod¢
Monte Carlo (MC) wraz z metodami redukcyjnymi probkowania warstwowego (SS) i
hiperszes$cianu tacinskiego (LHS), metod¢ estymacji punktowej (PEM) oraz metode
powierzchni odpowiedzi (RSM). Obliczenia przeprowadzone w pracy wyrdznia
wszechstronno$¢ analizy porownawczej 1 proba zdefiniowania metody optymalne;.

W przypadku metody powierzchni odpowiedzi (RSM) skoncentrowano si¢ na
sposobie dobierania probek, tak aby skutecznie wymodelowaé powierzchni¢ stanu
granicznego. W tym celu przeprowadzono obliczenia dla wielu wariantow symulacji,
takze niestandardowych, np. laczac probki wykorzystane w metodzie estymacji
punktowej (PEM), z probkowaniem metody Monte Carlo (MC). Dokonano
szczegodtowego poréwnania wynikodw tych obliczen. Zadawalajace rezultaty uzyskano
przy zastosowaniu metody probkowania warstwowego (SS), odpowiednio klasyfikujac
probki wygenerowane za pomocg metody MC. Wykazano, ze dobor metody
obliczeniowej zalezy od analizowanego problemu, a takze od spodziewanego poziomu
niezawodnosci. Przy inzyniersko prawidtowo zdefiniowanym systemie zawodnos¢ jest
okreslana liczbg na poziomie 10 i jej estymacja jest niezwykle trudna. Gdy konstrukcje
charakteryzujg si¢ wigksza zawodnoscig obliczenia sg zdecydowanie tatwiejsze.
Okreslenie tego poziomu i1 na tej podstawie obranie wlasciwej metody estymacji

niezawodnos$ci powinno by¢ pierwszym krokiem wykonywanej analizy.
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W celu optymalnego wykorzystania metody powierzchni odpowiedzi (RSM) w
srodowisku MATLAB stworzono program pozwalajacy na poszukiwanie probek w
otoczeniu stanu granicznego konstrukcji. Autorski algorytm  probkowania
ukierunkowanego (TRS) jest najwazniejszym elementem pracy. Technika ta umozliwia
redukcj¢ naktadu obliczen, gdyz powierzchnia stanu granicznego jest estymowana tylko
w poblizy funkcji granicznej. Takie podejscie prowadzi do szybkiego ustabilizowania
wynikow. W pracy jedynie zainicjowano analiz¢ algorytmu TRS. Konieczne sg dalsze
prace nad odpowiednig doborem probek, np. identyfikacjg 1 odrzuceniem tych, ktore
zaburzaja budowe¢ wielowymiarowej funkcji.

Najwazniejszym elementem pracy jest analiza wrazliwo$ci mechanicznej
odpowiedzi konstrukcji na zmian¢ parametrow materialowych oraz odchylek
geometrycznych. W pracy przetestowano kilka wariantow obliczen. W pierwszym
przyktadzie — kratownicy von Misesa — z uwagi na teoretyczny model kratownicy
uzyskano histogramy no$no$ci granicznej w funkcji poszczegdlnych parametrow
definiujgcych t¢ konstrukcje. Na tej podstawie okreslono kilka globalnych (dotyczacych
catego histogramu) oraz lokalnych (w punktach projektowych) wspdiczynnikow
wrazliwoséci. Parametry globalne (warto§¢ oczekiwana i odchylenie standardowe) w
sposob ogolny charakteryzuja histogram stanu granicznego. Parametry lokalne,
definiowane na podstawie krzywej aproksymowanej w otoczeniu punktu projektowego
pozwalaja na liczbowag charakterystyke wrazliwosci konstrukcji 1 umozliwiajg
porownanie wplywu poszczegdlnych zmiennych opisujacych model. W celach
poréwnawczych wyznaczono takze wskazniki wrazliwo$ci Sobola.

Nalezy podkresli¢, ze podejscie, ktorego podstawe stanowi wynikowy histogram
stanu granicznego nie jest mozliwe w przypadkach bardziej skomplikowanych
konstrukcji, wymagajacych znacznie wigkszego czasu obliczeniowego dla pojedynczej
wygenerowanej probki. Zaproponowano wigc rozwigzania posrednie wykonujgc analizy
parametryczne 1 badajac wplyw zmiany poszczegolnych parametréw na mechaniczna
odpowiedz modelu.

Kompleksowe obliczenia dla drugiego teoretycznego przykladu — kolumny
Ziglera — pozwolily na wstepne okreslenie wrazliwo$ci parametrOw poprzez analize
chmury rozproszenia wynikéw obliczen w funkcji statych opisujacych elementy
sprezystych potagczen modelu. W celu udoktadnienia tych obliczen zastosowano metode

powierzchni odpowiedzi przy wykorzystaniu probek Monte Carlo w wersji bezposrednie;j
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oraz stosujac kilka metod redukcyjnych. Najbardziej skuteczna okazala si¢ metoda
probkowania warstwowego (SS). Wykazano, ze rownie skuteczne obliczeniowo jest
autorska metod prébkowania ukierunkowanego (TRS).

Najbardziej rozbudowanym przykladem jest analiza rzeczywiste] wiezy
telekomunikacyjnej. W obliczeniach wykorzystano wczesniejsze do$wiadczenia,
dotyczace zardwno szacowania wpltywu poszczegodlnych parametréw na mechaniczng
odpowiedz konstrukcji jak i charakteru tego wplywu. 200 realizacji wykorzystanych w
metodzie Monte Carlo (MC) nie pozwolilo na okreslenie niezawodnos$ci konstrukcji.
Cztery warianty obliczen wykonane za pomoca metody powierzchni odpowiedzi (RSM)
udowodnity, Ze najbardziej optymalng jest metoda probkowania ukierunkowanego
(TRS). Wyniki tej kompleksowej analizy pozwolity na okre§lenie wrazliwo$ci
konstrukcji z uwagi na zmiane¢ parametrow jej podparcia. Obszerne wyniki wykorzystano
w aproksymacji funkcji opisujacych wrazliwos¢, a nastgpnie wyznaczenie odpowiednich
liczbowych parametréw. Przyjeto autorski opis wspotczynnikoéw wrazliwosci bliski
wynikom analizy wykonanej za pomocg komercyjnego programu. Koncowym efektem
obliczen jest powierzchnia wrazliwosci, ktorg jednak mozna uzyska¢ jedynie w wyniku
czasochlonnych obliczen w obszarze bliskim punktu projektowego. Jej znaczenie jest
wigc ograniczone.

W ostatnim przykladzie zaprezentowano kompleksowe obliczenia koputy
pretowej. Stwierdzono, ze w tym przypadku optymalng metoda jest metoda estymacji
punktowej (PEM). Analiza wrazliwosci pozwolita na okre§lenie minimalnego pola
przekroju poprzecznego pretéw przy zatozeniu 50-cio letniego normowego poziomu

niezawodnosci.
Reasumujac, najwazniejszymi elementami pracy sa:

» prezentacja metod wstepnej charakterystyki problemu, umozliwiajacych
poréwnanie wplywu poszczegélnych parametréw na mechaniczng odpowiedz
konstrukcji oraz okreslenie charakteru tego wptywu,

= wszechstronne przetestowanie metody powierzchni odpowiedzi (RSM) z uwagi
na dobor probek, pozwalajacych na wlasciwa aproksymacje funkcji stanu

granicznego,
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= zaproponowanie autorskiej metody ukierunkowanego doboru probek (TRS),
ktory wydaje si¢ by¢ najwlasciwsza metoda estymacji niezawodnosci dowolnego
wielowymiarowego problemu losowego,

= zdefiniowanie opisu wskaznikow wrazliwosci konstrukcji.
Kierunkiem dalszego rozwoju proponowanych metod jest:

* udokladnienie metody probkowania ukierunkowanego z eliminacja punktow
zaburzajacych algorytm estymacji powierzchni stanu granicznego,

= klasyfikacja metod obliczeniowych w zaleznosci od cech charakterystycznych
problemu,

* yjednolicenie parametréw (wskaznikéw) opisujacych wrazliwos¢ problemu.
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