AUTOMATYKA ¢ 2009 « Tom 13  Zeszyt 2

Pawel Obszarski*, Marek Kubale*

Szeregowanie zadan wieloprocesorowych
metoda kolorowania hiperkrawedzi

1. Wstep

Od polowy ubiegtego stulecia teoria szeregowania zadan §wigci swoj burzliwy rozwoj,
co spowodowane jest powigkszajacym si¢ zapotrzebowaniem przemystu, transportu i wielu
innych branz na optymalne harmonogramy. Ostatnimi czasy obserwujemy dwie tendencje
w dziatalnos$ci cztowiceka i maszyn przez czlowieka tworzonych. Pierwsza jest specjaliza-
cja. Wobec rosnacej wiedzy i skomplikowania §wiata, niemozliwym stalo sig, by jedna oso-
ba mogla wiedzie¢ i robi¢ wszystko. Podobnie jest z maszynami, okazuje si¢ maszyny wy-
specjalizowane sa tansze i lepiej niz maszyny uniwersalne wykonuja swoje zadania. Druga
tendencja to wieloprocesorowo$é, ktora inaczej mozemy nazwaé praca zespolowa. Efekt
synergii szczegolnie widoczny jest w zespotach ludzkich, gdzie wspodtpraca wielu osob po-
zwala osiagna¢ wartos¢ dodana. Widzimy, jak te dwie tendencje wzajemnie si¢ wzmacnia-
ja. Specjalizacja wymusza tworzenie zespolow maszyn lub ludzi o réznych kwalifikacjach
i analogicznie — wieloprocesorowo$¢ pozwala na specjalizacjg.

Szeregowanie zadan, jako dziedzina opisujaca dziatania cztowieka, musi dostosowy-
wac si¢ do powyzszych trendoéw, tak by mozliwe bylo modelowanie nowych systemow.
Dlatego w tej pracy rozwazamy model szeregowania zadan wieloprocesorowych na proce-
sorach dedykowanych z ré6znymi kryteriami optymalizacji szeregowania. Staramy si¢ usta-
li¢ status zlozonos$ci obliczeniowej roznych typoéw instancji dla réznych kryteriow. Spraw-
dzamy, ktoredy przebiega granica migdzy problemami wielomianowymi i NP-zupelnymi.
I tak na przyktad pokazujemy, ze problem listowo-kosztowy jest wielomianowy dla hiper-
drzew prostych, ale staje si¢ trudny nawet dla 2-wierzchotkowych hiperdrzew, jesli porzu-
cimy ograniczenie liniowosci (tj. ograniczenie, ze dowolne dwie krawegdzie maja co najwy-
zej jeden wspolny wierzchotek).

Jako model teoretyczny wiernie obrazujacy ten problem wykorzystujemy problem ko-
lorowania krawgdzi hipergrafow.
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2. Definicja hipergrafow

Hipergrafem H nazywamy uporzadkowana par¢ H = (V, E), gdzie V (lub V(H)) oznacza
zbidr, a E (lub E(H)) reprezentuje multizbior krawedzi (hiperkrawedzi). Elementy zbioru E
sa podzbiorami zbioru wierzchotkow. Jesli wiadomo, ze krawedz zawiera k wierzchotkow,
to nazywac ja bedziemy k-krawedzig lub k-hiperkrawedziq. W niniejszym opracowaniu
przyjmujemy konwencjg, ze n (lub n(H)) oznacza liczbg wierzchotkoéw hipergrafu lub grafu,
a m (lub m(H)) — liczbg krawedzi. Zauwazmy, ze E(H) zdefiniowane jest jako multizbior
krawedzi, zatem model dopuszcza wystgpowanie wielokrotnych krawegdzi. O dwoch kra-
wedziach e i e, bedziemy mowic, ze sa sgsiednie, jesli istnieje przynajmniej jeden wierz-
chotek v wspllny dla e; i e, czyli 3, yve e Avee,.

Dla hipergrafow mozemy zdefiniowa¢ kolorowanie krawgdzi, analogicznie jak dla
grafow 1 multigraféw. Poprawnym krawedziowym k-pokolorowaniem (lub pokolorowa-
niem) hipergrafu H nazywamy funkcje c¢: E(H) — {1, ..., k} taka, ze krawgdzie majace
wspolny wierzchotek otrzymuja rézne numery, zwane dalej kolorami. Z punktu widzenia
kolorowania i szeregowania obecno$¢ 0-krawedzi, czyli krawedzi niezawierajacych wierz-
chotkow, jest bez znaczenia, poniewaz krawedzie takie sa odizolowane i nie interferuja
z pozostatymi krawedziami. Dla uproszczenia bgdziemy przyjmowac, ze hipergraf nie za-
wiera 0-krawgdzi. Definicj¢ kolorowania mozemy rozszerzy¢ o listy dostgpnych kolorow.
Jesli kazdej hiperkrawegdzi e € E przypisana jest skoniczona lista dostgpnych koloréw L(e)
i poprawne pokolorowanie krawgdziowe spetnia dodatkowy warunek V,.pc(e) € L(e), to
begdziemy mowili o listowym pokolorowaniu krawedzi hipergrafu. Skoro definicje ko-
lorowania krawedzi sa analogiczne jak dla grafow i multigrafow, to definicje indeksu
chromatycznego oraz sumy chromatycznej rowniez bgda podobne. Minimalna liczbg kolo-
réw potrzebnych, by poprawnie pokolorowac krawedziowo hipergraf H nazywamy indek-
sem chromatycznym i oznaczamy y'(H). Optymalnym sumacyjnym pokolorowaniem krawe-
dzi hipergrafu H nazywamy funkcje c: E(H) — {1, ..., k} taka, ze krawgdzie majace wspol-
ny wierzchotek otrzymuja rozne kolory oraz ze suma chromatyczna X'(H) = X, EEc(e)
jest minimalna. Najbardziej skomplikowane i1 najbardziej wymagajace obliczeniowo mo-
dele to kosztowe i listowo-kosztowe kolorowanie hipergraféw. Rozwazmy funkcjg
foo IN = IN (f,: L(e) — IN). Jesli dla kazdej krawedzi e € E z wykorzystaniem koloru
x € IN (x € L(e)) zwiazany jest pewien koszt wyrazony funkcja f,(x), to kolorowanie bg-
dziemy nazywac kosztowym (listowo-kosztowym). W takiej sytuacji minimalizowaé bedzie-
my sumg kosztow.

Istnieje wiele roznych klas hipergrafow. Wigkszos¢ z nich to odpowiedniki znanych
klas grafow i multigraféw. Na wstepie przedstawimy klas¢ hipergrafow, ktora stanowi
uogolnienie grafow prostych. Hipergraf liniowy to taki hipergraf, w ktorym kazde dwie
krawedzie maja co najwyzej jeden wspolny wierzchotek, czyli taki, ze V,; yic preivei leNe] < 1.
Hipergraf k-jednorodny to hipergraf, w ktorym wszystkie krawegdzie sa k-elementowe.
Zgodnie z powyzszymi definicjami o multigrafach mozemy powiedzieé, ze sg to hipergrafy
2-jednorodne. Grafy proste to 2-jednorodne hipergrafy liniowe. O hipergrafie H méwimy,
ze jest indukowany przez pewien graf prosty 7, jesli 7 ma ten sam zbior wierzchotkéw co H
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oraz kazda krawedz e € E(H) (rozumiana jako pewien podzbiér zbioru V(H)) indukuje
spojny podgraf w T. Graf T bedziemy nazywac grafem indukujqcym. Za pomoca definicji
hipergraféw indukowanych zdefiniujemy rézne klasy hipergrafow oparte na pewnych
strukturach grafowych. Hiperlasem H nazywamy taki hipergraf, ze istnieje pewne drzewo T
(graf prosty), ktére indukuje H. Spojny hiperlas nazywac bedziemy hiperdrzewem. Analo-
gicznie definiujemy hipersciezki, hipercykle i hiperkaktusy. Hipersciezkq (hipercyklem, hi-
perkaktusem) H nazywamy taki hipergraf, ze istnieje Sciezka (cykl, kaktus) 7, ktéra induku-
je H. Istnieje jeszcze jedna klasa hipergraféw o drzewiastym charakterze, sa to k-hiperdrze-
wa. k-hiperdrzewem nazywamy hipergraf, ktory po usunigciu co najwyzej k krawedzi staje
si¢ hiperdrzewem liniowym. Na koniec definiujemy prosta, acz bardzo przydatna do testo-
wania pewnych wlasnosci, klasg hipergraféw. Hipergrafem przecinajqcym sie nazywamy
hipergraf H, w ktérym kazde dwie krawedzie sa sasiednie, czyli Vo; ojc ge; O €; # D.

3. Szeregowanie zadan

Rozwazmy zbior zadan J = {Jy, Jy, ..., J,,}, ktore maja by¢ wykonywane na pewnym
zbiorze procesoréw M = {M,, M, ..., M,;} (zwanych takze maszynami). Procesory réznia
si¢ migdzy soba i1 kazdy jest wyspecjalizowany w unikalnej czynnos$ci. Aby wykona¢ zada-
nie J;, konieczny jest pewien zbi6r procesoréw fix; € M dostgpnych jednocze$nie. Zaden
procesor nie moze pracowaé¢ nad wigcej niz jednym zadaniem w tym samym momencie.
Czas jest podzielony na ponumerowane kolejnymi liczbami naturalnymi jednostki, ktore
utozsamia¢ begdziemy ze szczelinami czasowymi. Wszystkie zadania potrzebuja jednako-
wej ilosci czasu na wykonanie, dla uproszczenia mozemy przyjac, ze wystarcza im jedna
jednostka (szczelina) czasu, p; = 1. Rozwaza¢ bgdziemy model z repetycjq zadan, czyli taki,
w ktorym zadania moga si¢ powtarzaé. Zadania moga mie¢ ograniczenia dostgpnosci wyra-
zone skoficzonymi listami L(J;) < IN szczelin czasowych, w ktorych dane zadanie moze
by¢ wykonane. Kryteria optymalizacji moga by¢ rozne, najbardziej klasyczne sa kryterium
dtugosci harmonogramu C,, 1 kryterium sumy czasow zakoriczenia zadan XC;. Dla zada-
nia J; jego wykonanie w pewnej szczelinie czasowej x € L(J;) moze wigza¢ si¢ z kosztem
okreslonym przez funkcjg f7,(x). W takiej sytuacji bgdziemy mowi¢ o kryterium minimali-
zacji kosztu catkowitego.

Powyzszy model begdziemy nazywac szeregowaniem wieloprocesorowych zadan jed-
nostkowych z ograniczeniami czasowymi na procesorach dedykowanych z kryterium kosz-
tu catkowitego lub w skrocie szeregowaniem listowo-kosztowym. W notacji trojpolowej
model listowo-kosztowy zapisujemy Plpj =1, win, fix; |2Gj(C 7)- Symbol £G;(C;) reprezentu-
je kryterium kosztu catkowitego. Model listowy z kryterium dtugosci harmonogramu zapi-
sujemy Plp; = 1, win, fix;|Cy,x za$ model bez list P |p; = 1, fix;|Cpy. Widaé zatem, ze symbol
win w tym zapisie oznacza, ze na zadania natozone sa ograniczenia dostgpnosci (okna cza-
sowe). Podobnie model z kryterium sumy czasow zakonczenia z listami lub bez zapisujemy
odpowiednio P |p; = 1, win, fix;|ZC; i P| p; = 1, fix| £C;.
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4. Kolorowanie a szeregowanie

Problemy szeregowania zadan dedykowanych i kolorowania krawedzi hipergrafow sg
roéwnowazne. Maszyny utozsamia¢ begdziemy z wierzchotkami, zadania z krawedziami,
a kolory z ich terminami wykonania. Automatycznie, poprawne k-pokolorowanie krawgdzi
reprezentuje pewne uszeregowanie. Minimalna dtugo$¢ harmonogramu odpowiada indek-
sowi chromatycznemu x'(H), a optymalne uszeregowanie wzgledem kryterium C,,,, jest
réwnowazne pokolorowaniu zuzywajacemu najmniejsza liczbg koloréw. Podobnie, uszere-
gowanie minimalizujace $redni czas przeptywu mozna utozsamia¢ z takim pokolorowa-
niem, ktoére minimalizuje sum¢ kolorow Z'(H). Listy koloréow na krawedziach reprezentujg
listy dostgpnych szczelin czasowych, analogicznie funkcje kosztu w szeregowaniu i koloro-
waniu krawegdzi sa tozsame. Listowe kolorowanie hipergrafow utozsamiamy z szerego-
waniem zadan z ograniczeniami czasowymi. Kosztowe i listowo-kosztowe kolorowanie
hipergraféw reprezentuje odpowiednio szeregowanie zadan z kryterium minimalnego kosz-
tu catkowitego i1 szeregowanie zadan z ograniczeniami czasowymi z kryterium kosztu cat-
kowitego.

Hipergraf stworzony dla zobrazowania pewnego szeregowania zadan nazywac bgdzie-
my hipergrafem szeregowania. Hipergraf ilustrujacy przyktadowa instancj¢ problemu sze-
regowania zaprezentowali$my na rysunku 1. Od tej pory pojecia szeregowanie zadan i ko-
lorowanie krawedzi beda uzywane zamiennie.

M T
M2
/s
M| J,
Js
M
Y
M, J,
1 2 3

Rys. 1. Przyktad pewnej instancji problemu szeregowania zilustrowanej hipergrafem,
oraz odpowiadajacego jej wykresu Gantta

Roézne klasy hipergrafow mozemy interpretowac jako pewne instancje problemu sze-
regowania. Hipergrafy planarne (hipergrafy, ktore mozna narysowac na ptaszczyznie tak,
by krzywe figury odpowiadajace krawgdziom nie przecinaly si¢) mozemy rozumieé¢ jako
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procesory rozmieszczone na plytce, w taki sposob, ze mozliwy jest fizycznie nieprzerwany
kontakt migdzy procesorami potrzebnymi do wykonania zadania. Hipergrafy k-jednorodne
reprezentuja instancje szeregowania, w ktorych wszystkie zadania sg k-procesorowe. Graf
indukujacy pewien hipergraf H mozemy interpretowac jako pewna relacj¢ migdzy proceso-
rami taka, ze tylko grupa procesorow, ktora tworzy spdjna sie¢ relacji, moze by¢ wykorzy-
stywana do wspolnego wykonania jednego zadania.

5. Zlozono$¢ problemow szeregowania

W niniejszym punkcie przedstawimy kilka podstawowych i kluczowych twierdzen.
Pozwola one zaobserwowac¢ kilka tendencji.

5.1. Kryterium dlugos$ci harmonogramu

Kryterium dtugosci harmonogramu, w szczegdlnosci w wersji bez list, jest najprostsze
z obliczeniowego punktu widzenia. Moze by¢ ono bez trudu sprowadzone do pozostatych
kryteriow rozwazanych w tym artykule. Efekt tego jest taki, ze znamy relatywnie najwigce;j
klas hipergrafow, dla ktorych problem ten jest wielomianowy.

Twierdzenie 1. Istnieje wielomianowy algorytm o ztoZonosci O(m) dla kolorowania
hiperdrzew wzgledem kryterium indeksu chromatycznego.

Dowdd tego twierdzenia razem z algorytmem zaprezentowano w [8].
Dodanie list znacznie komplikuje problem, mamy bowiem

Twierdzenie 2. Listowe kolorowanie krawedzi hipersciezek jest NP-trudne, nawet jesli
listy krawedzi rownych pod wzgledem wierzchotkow sq takie same oraz krawedzie albo za-
wierajq wszystkie wierzchotki, albo zawierajq tylko jeden wierzcholek.

Dowdd tego twierdzenia zainspirowany [6] zaprezentowano w [7].

5.2. Kryterium sumy czas6w zakonczenia

Twierdzenie 3. Problem wazonego sumacyjnego kolorowania krawedzi hiper-
grafu rozpietego na dwoch wierzchotkach mozna rozwiqzaé w wielomianowym czasie
O(mlog(m)).

Dowdd zaprezentowano w [7]. Twierdzenie uogodlniajace powyzsze na dowolne hiper-
grafy k-wierzchotkowe mozna znalez¢ w [5].

Twierdzenie 4. [3] Problem sumacyjnego kolorowania krawedzi hiperdrzew jest
NP-trudny juz dla hiperdrzew o wymiarze W(H) = 3, w ktorych kazda para hiperkrawedzi
ma nie wiecej niz dwa wspolne wierzcholtki.
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5.3. Kryterium listowo-kosztowe

Kryterium kosztu catkowitego jest najtrudniejszym z rozpatrywanych przez nas. Tym
niemniej udato si¢ znalez¢ kilka klas hipergrafow, dla ktorych problem pozostaje wielomia-
nowy.

Twierdzenie 5. Problem listowo-kosztowego kolorowania krawedzi hipergrafow prze-
cinajqcych sie mozna rozwiqzac¢ w czasie O(m3).

O trudnosci problemoéw z tym kryterium §wiadczy nastgpne twierdzenie.

Twierdzenie 6. Problem listowego kolorowania krawedzi hipergrafow jest NP-zupet-
ny nawet dla hipergrafow dwuwierzchotkowych.

Podobnie jak dowody nastgpnego twierdzenia, dowdd tego twierdzenia jest dostgpny
w[4]iw[7].

Twierdzenie 7. Istnieje algorytm znajdujqcy optymalne listowo-kosztowe pokolorowa-
nie hiperdrzewa liniowego w czasie O(nNzlog(nW)), gdzie N = N(T), n =| V(T)|, a W 1o
maksymalny koszt po wszystkich krawedziach i elementach ich list.

W [4] pokazaliSmy rowniez, ze problem kolorowania k-hiperdrzew, ktore uogdlniaja
hiperdrzewa, jest wielomianowy.

5.4. Zebrane wyniki

Wyniki badan nad problem szeregowania zadan i odpowiadajacym mu problemem ko-
lorowania krawegdzi hipergraféw przedstawiamy w tabeli 1. Wiele pozycji z ponizszej tabeli
zostalo wypetnionych zgodnie z zasadami:

— Jesli problem ogolniejszy jest wielomianowy, to szczegolny przypadek rowniez.
— Jesli przypadek szczeg6lny jest NP-zupelny, to wersja ogodlna zagadnienia takze jest
NP-zupeha.
Tabela 1

Status ztozono$ci problemu szeregowania z réznymi kryteriami,
roéznych klas hipergraféw szeregowania

Nagwa Crnax i 2G(C)
klasyczne | listowe | klasyczne | listowe
Eﬁzﬁfewa P P P P P
przecinajace si¢ P P P P P
2-wierzchotkowe P ? P ? NPC
hipersciezki P NPC NPC NPC NPC
hiperdrzewa P NPC NPC NPC NPC
liniowe A=2 NPC NPC NPC NPC NPC
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Zaobserwowalismy kilka waznych zaleznosci.

Po pierwsze szczegolnie dla kryterium kosztu catkowitego wyrazna wydaje si¢ by¢
zalezno$¢ migdzy gestoscia systemu a zlozonos$cia problemu. Ggsto§¢ rozumiemy tu jako
ilo$¢ zadan w stosunku do ilosci procesoréw. Okazuje sig, ze problem jest NP-trudny nawet
dla instancji dwuprocesorowych, podczas gdy jest tatwy obliczeniowo dla rzadkich hiper-
drzew liniowych. Pewnym dysonansem odzywa si¢ tu wynik, ktory mowi, ze problem jest
NP-trudny dla liniowych hipergraféw szeregowania stopnia 2, ktore sa przeciez systema-
mi rzadkimi. Pamigtajmy jednak, ze wierzcholki sa dla tych systemoéw mnozone jakby
w sztuczny sposob, tylko po to by osiagnaé A = 2.

Po drugie potwierdzaja si¢ obserwacje innych autorow, ze natozenie ograniczen do-
stgpnosci zasobow znaczaco pogarsza ztozonos¢ obliczeniowa nawet dla problemow, ktore
bez takich list sa trywialne. Efekt ten mocno widoczny byl przy badaniach nad kryterium
dhugosci harmonogramu.
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