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Akceleracja metody elementéw skonczonych przy uzyciu

procesora graficznego

Streszczenie. Artykut przedstawia rezultaty akceleracji obliczeri metody elementéw skonczonych z uzyciem procesora graficznego. Dzieki
zastosowaniu masowo zréwnoleglonych obliczeri na procesorze graficznym dwdéch najbardziej kosztownych obliczeniowo etapéw generacji
macierzy wspoéfczynnikéw i rozwigzywania uktadu réwnan przy uzyciu metody gradientéw sprzezonych z wielopoziomowym prekondycjonerem o
schemacie V udafo sie pigciokrotnie skréci¢ czas symulacji metody elementéw skoriczonych.

Abstract. This paper presents the results of the acceleration of computations involved in the finite element method obtained with graphics
processors. A 5-fold acceleration was achieved thanks to the massive parallelization of two most time-consuming steps of the finite element
method, namely matrix generation and the solution of sparse system of linear equations with the conjugate gradient method and a V-cycle
multilevel preconditioner. (Acceleration of the Finite Element Method with GPU).
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Wprowadzenie

Metoda elementéw skonczonych (MES) w dziedzinie
czestotliwosci stanowi wydajne i uniwersalne narzedzie
analizy uktadéw mikrofalowych [1, 2]. MES nalezy do grupy
metod siatkowych, w ktérych rozwaza sie rézniczkowg
posta¢ problemu brzegowego, zdefiniowanego w pewnym
skonczonym obszarze nazywanym dziedzing obliczeniowa,
ktory dzieli sie na mate fragmenty poprzez wykorzystanie
dedykowanych generatoréow siatki. Jako$¢ i gestos¢ siatki

wplywa na doktadno$¢ samej symulacji. Wysoka
doktadnos¢  numerycznego  badanego  zagadnienia
elektrodynamiki  obliczeniowej (ang.  Computational

electromagnetics, CEM) osigga sie poprzez zastosowanie
siatki elementow skonczonych o duzej gestosci (tzw. h-
refinement) co skutkuje zwiekszeniem rozmiaru macierzy
opisujgcych dane zagadnienie CEM. Drugi sposob to
podwyzszenie rzedu aproksymaciji wewnagtrz oczka siatki
(tzw. p-refinement), ktére takze zwieksza rozmiar problemu
i dodatkowo podnosi liczbe elementéw niezerowych w
kazdym wierszu macierzy. Oba podejscia prowadzg w
konsekwenciji do znaczacego  wzrostu kosztéw
numerycznych w etapie generacji i rozwigzania uktadow
réwnan [3].

W literaturze znalezé mozna publikacje dotyczgce
akceleracji obliczen w MES. W [4] opisano przyspieszenie
MES na akceleratorze graficznym (ang. Graphics
Processing Unit, GPU), w ktérym zastosowano liniowe
elementy skoniczone z liniowymi funkcjami bazowymi przez
co koszt numeryczny jest mniejszy (mniejszy rozmiar
macierzy, mniej liczby elementéw niezerowych w wierszu)
niz w przypadku hierarchicznych wektorowych funkcji
bazowych wysokiego rzedu (H?(curl)) uzytych w
sformutowaniach MES wykorzystanych w niniejszym
artykule. W innych obszarach nauk obliczeniowych toczg
sie intensywne prace nad akceleracjg metod numerycznych
rozwigzywania probleméw brzegowych i poczgtkowych, w
tym MES, a takze nad rozwojem technik rozwigzywania
wielkich uktadéw réwnan liniowych z macierzg rzadkg przy
wykorzystaniu GPU. W tym ostatnim przypadku wysitki
zmierzajg w kierunku znalezienia optymalnego formatu
zapisu macierzy rzadkich, ktéry z jednej strony
zachowywatby zwarty zapis elementéw niezerowych, a z
drugiej umozliwitaby szybki dostep do elementéw macierzy
tysigcom watkéw jednoczesnie [5, 6, 7].

Kolejnym watkiem naukowym S$ciSle zwigzanym z
formatem zapisu macierzy sag iteracyjne schematy

rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. W literaturze
znalez¢ mozna publikacje opisujgce implementacje technik
iteracyjnych bazujgcych na podprzestrzeni Krytowa [8],
operatorow  Sciskajgcych ~w  postaci  niekompletnej
faktoryzacji LU [9] oraz metod wielosiatkowych [10], dla
ktorych uzyskano znaczace skrécenia czasu rozwigzania
dzieki zastosowaniu GPU. Dostepne sg réwniez biblioteki
dedykowane zagadnieniu rozwigzywania uktadéw réwnan
na GPU, np. MAGMA Sparse-lter Package [11], AmgX [12].
Nalezy podkreslic, ze wiele technik iteracyjnego
rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych nie nadaje sie dla
systeméw powstajgcych w CEM ze wzgledu na zte
uwarunkowanie generowanych macierzy, co przekfada sie
na stabg zbieznos¢ lub jej brak.

Watek szybkiego wyznaczania macierzy
wspotczynnikow w MES jest istotny dla wielu obszaréw
nauk obliczeniowych. MES jest jedng z najbardziej
popularnych technik symulacyjnych wykorzystywanych w
mechanice ptynéw i mechanice stosowanej i dlatego w
literaturze znalezé mozna publikacje dotyczace
najwazniejszych etapéw budowania macierzy rzadkich w
MES (catkowanie numeryczne w celu wyznaczenia
lokalnych macierzy elementéw [13], sktadanie macierzy
rzadkiej z wykorzystaniem GPU [4, 14-18]).

W tym artykule przedstawiono wyniki akceleracji metody
elementéw skonczonych uzyskanej dzigki zastosowaniu
procesora graficznego (GPU) do wykonania obliczen
numerycznych. W sekcji 2 przedstawiono sformutowania
metody elementéw skonczonych uzyte w artykule. W
nastepnej sekcji przedstawiono charakterystyke i model
programowania na GPU. W kolejnej sekcji przedstawiono
liste optymalizacji etapéw generaciji i rozwigzywania uktadu
réwnan na GPU. W sekcji 5 umieszczono wyniki testow
numerycznych i ofrzymane wnioski. Artykut konczy
podsumowanie.

Sformutowania metody elementéw skornniczonych

W niniejszym artykule MES wykorzystana jest do
wyznaczenia parametréw obwodowych uktadu
mikrofalowego. W odniesieniu do opisu obwodowego
wykorzystano sformutowania zaproponowane w [19], ktore
bazujag na technice segmentacji obwodu. Dobrym
sposobem implementacji metody segmentacji jest opis
kazdego regionu poprzez wielorodzajowg macierz uktadu
wielowrotowego, ktdra w potaczeniu z innymi macierzami z
pozostatych  regiondw pozwala otrzymaé globalng
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odpowiedz ukfadu. Jednym z mozliwych sposobéw
obliczenia tej macierzy jest koncepcja uogdlnionej macierzy
impedancji (ang. generalized impedance matrix, GIM) [19].
Na podstawie otrzymanej macierzy impedancji nastepnie
wyznacza sie macierze parametrow rozproszenia Sc.
Elementy macierzy rozproszenia sg funkcjg czestotliwosci.
Znajgc wartosci elementéw macierzy S w analizowanym
pasmie czestotliwosci okresla sie charakterystyki odbicia i
transmisji analizowanego uktadu.

W artykule rozwigzywane jest rownanie fali Helmholtza:

(1) qu_1VXE—mst=0

gdzie £ to wektor natezenia pole elektrycznego, o
reprezentuje czestotliwosé katowg  zalezng od
czestotliwosci f, €& i u opisujg tensory przenikalno$¢
elektrycznej i magnetyczne;.

Stabg forme wektorowego réwnania Helmholtza mozna
wyprowadzi¢ przy uzyciu metody Galerkina poprzez
przemnozenie rownania (1) przez wektorowe funkcje wagi

L. W metodzie Galerkina funkcje wagi ¥ wybiera sie
sposrod zestawu funkcji bazowych (w sformutowaniu
uzytym w artykule do opisu elementu skonczonego uzyto
hierarchiczne funkcje bazowe).

Uogdlniong macierz impedancji (GIM) mozna zapisa¢ w
postaci réwnania (2) (doktadne wyprowadzenie w [19]).
Macierz B reprezentuje pobudzenie, a macierz X to
rozwigzanie uktadu réwnan liniowych (3), ktdre interpretuje
sie jako macierz poszukiwanych amplitud funkcji bazowych
opisujgcych fale elektromagnetyczng.

@) Z(jo)=jo pBIAB,=jo nB;X
(3) AX=EB_

Macierz rozproszenia mozna zapisa¢é w postaci
réwnania (4), gdzie macierz admitancji Y jest odwrotnoscig

macierzy impedancji (¥ = Z™%). Na podstawie wartosci
macierzy rozproszenia mozna okre$li¢ wspotczynniki
odbicia sc¢;; i transmisji sc,; ukladow mikrofalowych w
analizowanym pasmie czestotliwosci:

(4) [Scl =2(la+Y) "' =14

W przypadku macierzy wygenerowanej przy uzyciu
sformutowann MES w analizowanych zagadnieniach macierz

rzadka [A=E—I-:E.T: jest symetryczna, ale jest
nieokreslona (ang. indefinite). Jest to spowodowane faktem,
ze jej sktadniki majg odmienny charakter, tzn. macierz
sztywnosci S jest potdodatnio okreslona (ang. positive
semidefinite), a przeskalowana macierz bezwtadnosci —k,*T
jest ujemnie okreslona poniewaz ma ujemne wartosci

wilasne (L:,_., - liczba falowa). Dodatnia okreslono$¢ macierzy
gwarantuje, ze podczas obliczeh w procesie iteracyjnym nie
wystgpig nieprawidlowe operacje (dzielenie przez zero),
jednakze w praktyce taka sytuacja nie wystepuje mimo, ze
macierz jest nieokreslona i dlatego metoda gradientow
sprzezonych (przyp. dedykowana dla macierzy dodatnio
okreslonych) jest wykorzystywana w analizie MES
probleméw elektromagnetycznych. W celu
zagwarantowania  zbieznosci procesu iteracyjnego
zastosowano wielopoziomowy operator sciskajacy o cyklu V
(oznaczone w dalszej czesci artykutu jako PCG-V) [3].

Programowanie akceleratoréw graficznych
W niniejszej sekcji przedstawiono charakterystyke i model
programowania w architekturze CUDA. W GPU

kompatybilnych z architekturg CUDA wystepuje zupetnie
inna organizacja obliczen i pamieci niz w procesorze
centralnym (ang. Central Processing Unit, CPU) [3, 20, 21].
CPU korzysta z pamieci zewnetrznej (DRAM), podrecznej
(cache) i rejestrow. Na GPU procesory obliczeniowe
grupowane sg w tzw. multiprocesory. W architekturze
Kepler jeden multiprocesor zawiera 192 rdzeni.
Multiprocesor moze korzysta¢ z pamieci: globalnej (ang.
global memory), wspdlnej (ang. shared memory), tekstur
(ang. texture memory), statej (ang. constant memory) i
rejestrow. W akceleratorach graficznych kompatybilnych z
architekturg CUDA wystepuje inny rozktad tranzystoréow do
poszczegdlnych blokéw funkcjonalnych niz na CPU. Na
GPU wiecej tranzystorow przeznaczonych jest na jednostki
arytmetyczno-logiczne niz na sterowanie i pamieci
podreczne, co pozwala na uzyskanie duzej mocy
obliczeniowej [3, 20, 21].

W dalszej czesci tej sekcji przedstawiono podstawowy
model programowania w architekturze CUDA. Najpierw
dane wejsciowe algorytmu alokowane sg na CPU, skad
kopiowane sg na GPU. Zapisujgc dane w pamieci GPU do
wyboru sg pamie¢ globalna, tekstur i stata. Nastepnie z
poziomu CPU wywotywany jest program wykonywany na
GPU (tzw. kernel), w trakcie ktérego watki mogg
odczytywac dane z powyzej wymienionych trzech rodzajéw
pamieci. Obliczenia w kernelu wykonywane sg przez watki
(ang. threads), ktére pracujg réwnolegle, tzn. wykonujg
réwnolegle te same instrukcje na réznych danych (ang.
Single Instruction Multiple Threads, SIMT). Watki
grupowane sg w bloki watkéw (ang. blocks), a bloki
uporzgdkowane sg w siatki blokéw (ang. grids). Po
zakonczeniu obliczen w kernelu nalezy dane wynikowe
zapisa¢ do pamigci globalnej, skad po wykonaniu kernela
mogg zosta¢ skopiowane z GPU na CPU.

Na zakonczenie tej sekcji trzeba zaznaczyé, ze
architektura CUDA umozliwia implementacje algorytméw z
masowo zrownoleglonymi obliczeniami, jednakze nie kazdy
rodzaj algorytmu posiada cechy, ktére pozwalajg na jego
efektywng implementacje na GPU. W niektorych rodzajach
algorytméw kod wykonywany na GPU jest wolniejszy niz
jego odpowiednik na CPU. Majgc to na uwadze,
programujgc  karty graficzne nalezy podjg¢ trud
maksymalnego zréwnoleglenia algorytmoéw, optymalizowaé
uzycie pamieci, zwraca¢ uwage by uzywaé optymalnych
instrukcji. Czesto wieloetapowa optymalizacja wybranego
algorytmu prowadzi do opracowania zupetnie nowego
algorytmu z masowo zréwnoleglonymi obliczeniami, ktéry
realizuje t¢ samg funkcjonalnos¢ co algorytm poczatkowy.

Akceleracja metody elementéw skonczonych
Implementacja  generacji macierzy  rzadkich i
rozwigzywania ukfadu réwnan zostaty dogtebnie opisane w
[22-24]. Ponizej przedstawione zostang najwazniejsze
cechy akceleracji obliczen na GPU. Generacja zostata
podzielona na trzy etapy. W pierwszym z nich wykonywane
jest catkowanie numeryczne celem wyznaczenia lokalnych
macierzy elementéw przy uzyciu  wielopunktowej
kwadratury Gaussa. Nastepnie wystepuje etap sktadania
macierzy w formacie COO (ang. Coordinate format), by
potem przekonwertowa¢ macierz do formatu CRS (ang.
Copressed Row Storage) wraz z eliminacjag duplikatéw [22].
W etapie catkowania numerycznego zaproponowano
wielopoziomowe zréwnoleglenie obliczeh, m.in. w kazdej
iteracji generacji macierzy podzbidr czworoscianow jest
przetwarzany w taki sposoéb, iz porcja czworoscianow (256)
jest przetwarzana réwnolegle (na poziomie blokéw watkdw),
dla kazdego czworoscianu obliczenia zwigzane z
kwadraturg Gaussa sg zrownoleglone (na poziomie blokéw
watkéw), operacje na macierzach gestych (mnozenie
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macierzy, dodawanie macierzy) w kazdym punkcie
kwadratury sg zrownoleglone (na poziomie watkow),
wspotbiezne strumienie (ang. concurrent streams, Hyper-Q)
sg w zaleznosci od osrodka przyporzadkowane do
oddzielnych  wariantéw  catkowania  numerycznego.
Obliczenia w etapie konstrukcji macierzy réwniez zostaty
zréwnoleglone, w szczegolnosci podczas sktadanie
macierzy w formacie COO jeden watek odpowiada za
wpisanie do macierzy rzadkiej jednej trojki opisujgcej
element niezerowy macierzy (indeks wiersz, indeks
kolumny, warto$¢ niezerowa). Na potrzebe konwers;ji
macierzy z formatu COO do formatu CRS z eliminacjg
duplikatéw opracowano dedykowany algorytm.

W kontekscie rozwigzywania uktadéw réwnan w MES
opracowano hybrydowg implementacje iteracyjnej metody
gradientow sprzezonych z wielopoziomowym operatorem
Sciskajgcym o schemacie V pozwalajgcg rozwigza¢ uktad
réwnan liniowych z  wykorzystaniem pojedynczego
akceleratora. W szczegélnosci opracowano nowy format
zapisu macierzy rzadkiej (Sliced ELLR-T) dedykowany
wykonaniu operacji mnozenia macierzy rzadkiej przez
wektor na GPU, ktory jest wydajniejszy niz implementacje
dostepne w bibliotece CUSPARSE oparte na formacie CRS
[23]. Dodatkowo, zaproponowano zastgpienie metody
Gaussa-Seidela przez wazong metode Jacobiego w
operacjach ,wygtadzajgcych” wielopoziomowego operatora
Sciskajagcego [24].

Rezultaty numeryczne

Testy numeryczne etapdw generacji i rozwigzywania
uktadéw réwnan (oméwione w kolejnych sekcjach)
przeprowadzono dla filtru grzebieniowego 9 rzedu
pracujgcego w pasmie GSM (920-980 MHz) [3, 22].
Czworosciany w strukturze wypetnione sg izotropowymi
osrodkami bezstratnymi, w ktérych wzgledna przenikalnosé
elektryczna ¢ = 1 i wzgledna przenikalno$¢ magnetyczna
& = 1. Jako warunki brzegowe zastosowano PEC (ang.
Perfect Electric Conductor). Filtr zostat pobudzony z linii
wspotosiowej falg o rodzaju TEM (ang. Transverse Electric-
Magnetic). Testy numeryczne wykonano dla serwera
obliczeniowego: GPU (Tesla K40, 2880 rdzeni, 12GB), CPU
(Intel E5-2687W, 8 rdzeni, 256 GB RAM).

Opracowane strategie zréwnoleglenia obliczen pozwolity
uzyska¢ znaczne skrocenie czasu generacji macierzy
wzgledem CPU: 7,5 krotne przyspieszenie catkowania
numerycznego, 15,5 krotne przyspieszenie budowy
macierzy w formacie COO i 30 krotne skrocenie czasu
konwersji macierzy do formatu CRS, co przetozyto sie na
ok. 11 krotng redukcje czasu generacji macierzy sztywnosci
i bezwtadnosci, wzgledem zoptymalizowanej i
zréownoleglonej implementacji na CPU.

Zastosowanie GPU pozwolito na ok. 3 krotne
przyspieszenie iteracyjnego rozwigzywania uktadu réwnan
wzgledem implementacji metody iteracyjnej na CPU.
Dodatkowo, przyspieszenie nieznacznie rosnie wraz ze
wzrostem rozmiaru problemu. Ponadto, otrzymane wyniki
wskazuja, ze metoda bezposrednia (Intel MKL Pardiso) jest
wydajniejsza dla mniejszych macierzy - jest to
spowodowane tym, Ze dla mniejszych probleméw
faktoryzacja numeryczna jest krétsza niz czas iteracyjnego
rozwigzywania uktadu réwnan. Dla macierzy o rozmiarze
powyzej 2 miliondw wierszy zastosowanie akceleratora do
wykonania obliczen w metodzie gradientéw sprzezonych z
wielopoziomowym  operatorem  $ciskajagcym  pozwala
uzyskaé przyspieszenie wzgledem metody bezposredniej.
Jest to spowodowane tym, ze uzycie GPU sprawia, ze
rozwigzanie ukltadu trwa krocej niz faktoryzacja
numeryczna.

Wysitek wiozony w zréwnoleglenie generacji macierzy

oraz implementacji iteracyjnej metody rozwigzywania
uktadéw réwnan pozwala na znaczace ok. 4,7 krotne
skrocenie czasu catej analizy metody elementéw
skonczonych. Gdy liczba czestotliwosci w pasmie wynosi
100 czas analizy MES zostat skrécony z 8,5 godzin do 100
minut.

Podsumowanie

Zaproponowane implementacje pozwolity na skrécenie
czasu obliczen najbardziej kosztownych obliczeniowo eta-
poéw metody elementéw skonczonych, czyli generacji glo-
balnych macierzy wspotczynnikdw oraz rozwigzania uktadu
réwnan liniowych. Zastosowanie GPU do wykonania obli-
czen najbardziej kosztownych obliczeniowo etapéw MES
pozwolito na ok. 4,7 krotne skrocenie czasu analizy MES
(problem 5 miliondw niewiadomych). Czas analizy MES
zostat skrécony z niespetna pieciu godzin (gdy obliczenia
wykonywane sg wylgcznie na CPU) do ok. godziny gdy
obliczenia w etapach generacji macierzy i iteracyjnego
rozwigzania uktadu réwnan wykonywane sg na GPU.
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