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1 Wstęp

1.1 Rys historyczny

Od ponad stu lat fizycy na całym świecie badają oddziaływania atomów z polami elektroma-
gnetycznymi. Jednym z pierwszych, który zajął się interakcją atomów z polem magnetycznym, był
Peter Zeeman [1–3]. Zaobserwował on, że pole magnetyczne rozszczepia poziomy energetyczne w
atomie, za co w 1902 roku otrzymał nagrodę Nobla wraz z Hendrikiem Lorentzem, który opisał
to zjawisko teoretycznie. W tym okresie Woldemar Voigt przewidział, że musi istnieć odpowiednik
tego zjawiska dla pola elektrycznego [4]. Kilkanaście lat później hipoteza ta została potwierdzona
doświadczalnie. Przyczynili się do tego niezależnie od siebie Johannes Stark [5–8] i Antonino Lo
Surdo, za co ten pierwszy został w 1919 roku uhonorowany Noblem z fizyki. Oddziaływanie atomów
z polem magnetycznym badali też Otto Stern i Walter Gerlach, którzy w 1922 roku przepuszczali
wiązkę atomów srebra przez niejednorodne pole magnetyczne i obserwowali jej rozszczepiony obraz
na ekranie [9–11]. Wówczas nie potrafiono właściwie wytłumaczyć rezultatów tego doświadczenia.
Trzy lata później George Uhlenbeck i Samuel Goudsmit postawili hipotezę, że elektron musi po-
siadać pewien własny moment magnetyczny — spin [12, 13]. Tłumaczyło to wynik eksperymentu
Sterna–Gerlacha. Choć początkowo koncepcja ta była silnie atakowana przez środowisko naukowe,
to jednak szybko została zaakceptowana. Kompleksowe wyjaśnienie oddziaływania atomów z po-
lami elektrycznymi i magnetycznymi było jednak możliwe dopiero dzięki narodzinom nowej teorii
kwantów. W 1926 roku Erwin Schrödinger opublikował prace dotyczące swojego słynnego rów-
nania [14–18]. Nie uwzględniało ono jednak spinu elektronu i w dalszym ciągu nie było w stanie
poprawnie opisać części zjawisk. Rok później istnienie spinu uwzględnił w swoim równaniu Wol-
fgang Pauli [19]. W tamtym okresie, m.in. za sprawą Alberta Einsteina, mocno rozwinięta była
już fizyka relatywistyczna. Pierwszą próbę połączenia tej dziedziny z mechaniką kwantową podjęli
w 1926 roku Oskar Klein [20] i Walter Gordon [21], jednakże wyprowadzone przez nich równanie,
podobnie jak równanie Schrödingera, nie uwzględniało spinu elektronu. Zalety równania Pauliego
i równania Kleina-Gordona posiadało dopiero równanie zaproponowane w 1928 roku przez Paula
Diraca [22,23]. W tym samym roku Gordon [24] i Darwin [25] dokonali opisu teoretycznego atomu
wodoru w oparciu o świeżo opublikowane równanie Diraca.

Wraz z upływem kolejnych lat przeprowadzano coraz bardziej szczegółowe badania dotyczące
fizyki atomowej, w tym te dotyczące atomu jednoelektronowego, który stanowi jeden z najbardziej
elementarnych układów atomowych. Początkowo poszczególne rozważania były przeprowadzane na
gruncie fizyki nierelatywistycznej. Z czasem zaczęto dokonywać obliczeń kwazi-relatywistycznych,
tj. uwzględniających poprawki relatywistyczne z pewną ściśle określoną dokładnością. Podejście
takie nie było jednak w pełni wystarczające np. dla przypadku atomów wodoropodobnych o dużej
liczbie atomowej Z. Stąd też kolejnym etapem były analizy czysto relatywistyczne.

Badając oddziaływanie atomu z zewnętrznymi multipolowymi polami elektrycznymi i magne-
tycznymi, musimy mieć świadomość, że pola te wpływają bezpośrednio na zmianę gęstości ładunku
i gęstości prądu w atomie. Skutkuje to wyindukowaniem odpowiednich multipolowych momentów
elektrycznych i magnetycznych, przy czym poszczególne momenty możemy powiązać z konkretnymi
podatnościami [26–28].

W przypadku badań nad atomem wodoropodobnym umieszczonym w zewnętrznym słabym
multipolowym polu elektrycznym mamy do czynienia z dwoma zasadniczymi obszarami badań.
W pierwszym przypadku są to tzw. pola dalekie (duża odległość od jądra atomu, tj. taka, gdzie
prawdopodobieństwo znalezienia elektronu jest zaniedbywalnie małe). Wówczas możemy rozważać
indukujące się w atomie multipolowe momenty elektryczne, z którymi związane są bezpośrednio
multipolowe polaryzowalności (jak też i druga poprawka do energii), przy czym w pracach [29–64]
rozważano tylko przypadek dipolowy, natomiast multipolowy pojawia się w [65–85]. Dużo rzadziej
dostrzegano, że w omawianej sytuacji oprócz momentów elektrycznych indukują się także magne-
tyczne momenty multipolowe [84–86] i magnetyczne momenty toroidalne [62,84,85,87–90]. Momenty
te definiuje się podczas dokonywania rozwinięcia multipolowego dla pola magnetycznego [85, 91].
Jako pierwszy istnienie dipolowego momentu toroidalnego zasugerował w 1957 roku rosyjski fi-
zyk Zeldovich [92], nazywając go momentem anapolowym. W późniejszych latach powstały prace
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rozważające całą rodzinę toroidalnych momentów multipolowych, jak np. [85, 91, 93–95]. Poza ob-
szarem pól dalekich możemy jeszcze rozważać pola bliskie, czyli bezpośrednie otoczenie miejsca,
gdzie znajduje się jądro atomu. Wówczas mamy do czynienia m. in. z dipolowymi [96] i multipolo-
wymi [65,67–69,71,73,74,76,85,97] stałymi ekranowania elektrycznego. Możliwe jest też rozważa-
nie odpowiednich multipolowych elektryczno-magnetycznych i elektryczno-toroidalnych podatności
krzyżowych pól bliskich [85].

W literaturze możemy znaleźć też dużą grupę prac dotyczącą atomu jednoelektronowego w
multipolowym polu magnetycznym. W obszarze pól dalekich w atomie mogą indukować się mo-
menty magnetyczne, z którymi związana jest magnetyzowalność dipolowa [47,61,98–105] i multipo-
lowa [41,66,71,74,76,85] (a także druga poprawka do energii). Pole magnetyczne może wyindukować
jeszcze momenty elektryczne (momenty toroidalne nie wyindukują się), a fakt ten był rozważany
w pracach [84, 85, 106–109]. Natomiast jeśli chodzi o obszar pól bliskich, to najczęściej rozważano
dipolowe [96, 110–115] i multipolowe [71, 74, 76, 85, 97] stałe ekranowania magnetycznego. Stałe te
mają bardzo istotne znaczenie między innymi w rezonansie magnetycznym (NMR) [110,112], gdzie
ważna jest znajomość wpływu zewnętrznego pola magnetycznego na pole magnetyczne w obszarze
jądra atomu. Warto wspomnieć jeszcze o pracach dotyczących magnetyczno-elektrycznych podat-
ności pól bliskich [85, 116, 117], przy czym prace [116, 117] nie uwzględniają spinu elektronu i tym
samym rezultaty w nich zawarte odbiegają dość wyraźnie od rzeczywistej sytuacji.

1.2 Cel i struktura rozprawy

Punktem wyjścia do opisu bardziej złożonych układów (atomów wieloelektronowych lub czą-
steczek) powinno być zawsze gruntowne przebadanie możliwie najbardziej elementarnej struktury,
np. atomu jednoelektronowego. Jako jeden z niewielu układów atomowych daje on możliwość prze-
prowadzenia odpowiednich obliczeń analitycznych, a nie — jak to bywa przy bardziej złożonych
strukturach — tylko numerycznych.

Celem niniejszej rozprawy jest szczegółowy opis oddziaływania atomu jednoelektronowego w
stanie podstawowym (w ujęciu relatywistycznym) z zewnętrznym statycznym multipolowym po-
lem elektrycznym i magnetycznym. Z jednej strony praca ta jest motywowana uporządkowaniem
dotychczasowej wiedzy dostępnej w literaturze i połączeniem poszczególnych rezultatów w jeden
komplementarny opis. Z drugiej jednak strony poczynione tutaj uogólnienia dają dużo nieznanych
wcześniej w literaturze rezultatów.

Większość przeprowadzonych w niniejszej rozprawie rozważań wykorzystywała niezależny od
czasu rachunek zaburzeń i rozwinięcie sturmowskie funkcji Greena–Diraca-Coulomba [53]. Metoda
ta wcześniej z powodzeniem była stosowana do opisu oddziaływania atomu z dipolowym polem
elektrycznym lub magnetycznym i posłużyła do wyprowadzenia wielu formuł analitycznych [53,54,
60,84–86,90,96,100,104,105,107–109,115].

Niniejsza rozprawa doktorska składa się z czterech zasadniczych części. W skład części I wchodzą
rozdziały 2 i 3 wprowadzające czytelnika w tematykę pracy. Rozdział 2 poświęcono rozwinięciom
multipolowym pól elektrycznych i magnetycznych, ze szczególnym zastosowaniem ich do atomu
jednoelektronowego. Rozważono zarówno obszar pól dalekich, jak i pól bliskich. Doprowadziło to
do zdefiniowania odpowiednich uogólnionych multipolowych momentów elektrycznych, magnetycz-
nych i toroidalnych. Na tej podstawie w rozdziale 3 omówiono występujące w atomie wodoropo-
dobnym trwałe momenty multipolowe. Ponadto w rozdziale tym wprowadzono podstawowe pojęcia
dotyczące relatywistycznego atomu wodoropodobnego. Część II dotyczy atomu jednoelektronowego
umieszczonego w statycznym multipolowym polu elektrycznym. W rozdziale 4 przeprowadziliśmy
analizę wpływu takiego pola na poziomy energetyczne w atomie. W tym celu wykorzystaliśmy
rachunek zaburzeń do drugiego rzędu włącznie. W rozdziałach 5–7 wyznaczyliśmy wyrażenia anali-
tyczne na indukowane uogólnione momenty multipolowe (elektryczne, magnetyczne i toroidalne) i
związane z nimi odpowiednie podatności. W rozdziale 8 wyznaczyliśmy postaci asymptotyczne pól
elektrycznych i magnetycznych indukujących się w atomie na skutek rozważanego zaburzenia. W
części III przeprowadziliśmy analogiczne rozważania, jak w części II, jednakże w tym przypadku
polem zaburzającym było statyczne multipolowe pole magnetyczne. W rozdziale 9 przeprowadzi-
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liśmy analizę wpływu tego pola na poziomy energetyczne (do drugiej poprawki włącznie), a w
rozdziałach 10–11 wyznaczyliśmy odpowiednie uogólnione momenty multipolowe (magnetyczne i
elektryczne) indukujące się w atomie; zdefiniowaliśmy również odpowiednie podatności multipo-
lowe. Następnie, w rozdziale 12 pokazaliśmy, że pole magnetyczne nie indukuje multipolowych
momentów toroidalnych. Rozdział 13 poświęcony jest opisowi asymptotyk pól wyindukowanych w
atomie. Ostatnia część IV (rozdział 14) niniejszej pracy to analiza wpływu obu rodzajów pól (elek-
trycznego i magnetycznego łącznie) na poziomy energetyczne atomu. Pokazano tu, że odpowiedni
wybór multipolowości pól elektrycznych i magnetycznych powoduje powstanie pewnych dodatko-
wych zmian w poziomach energetycznych atomów niż te, które rozważano dla przypadków, gdy
mieliśmy do czynienia tylko z jednym z pól. Te dodatkowe poprawki wyrażono poprzez odpowied-
nie multipolowe podatności krzyżowe. Autorowi nie jest znane, by ktokolwiek wcześniej opisał to
zjawisko. Ponadto w rozdziałach 5–7, a także 10–11 dla uzyskanych formuł analityczny utworzono
wykresy i tabele prezentujące wartości poszczególnych wielkości w funkcji liczby atomowej Z. Od-
powiednie rysunki pozwoliły na porównanie formuł relatywistycznych z kwazi-relatywistycznymi i
nierelatywistycznymi. Rozdział 15 stanowi krótkie podsumowanie opisujące najważniejsze rezultaty
uzyskane w niniejszej rozprawie. Po nim następują uzupełnienia A–E stanowiące dopełnienie pracy.
Całość kończy bibliografia.

Cześć wyników zawartych w tej rozprawie została opublikowana wspólnie z R. Szmytkowskim
w pracach [84,85].
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Część I

Atom izolowany
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2 Asymptotyka pól elektrycznych i magnetycznych w atomie

W obszarze naszego zainteresowania znajdują się zarówno elektryczne i magnetyczne pola dale-
kie, tj. gdy r →∞, jak i pola bliskie, tj. gdy r → 0, gdzie r oznacza odległość od jądra atomu. Od-
powiednie pola i ich potencjały możemy wyrazić poprzez momenty multipolowe zależne od rozkładu
ładunku i prądu elektrycznego w atomie. Nasze rozważania przeprowadzimy dla jednoelektrono-
wego atomu Diraca z nieruchomym, bezspinowym i punktowym jądrem o ładunku +Ze, którego
elektron opisany jest niezależną od czasu czteroskładnikową funkcją falową Ψ(r).

Elektryczny potencjał skalarny atomu możemy wyrazić poprzez

ϕ(r) =
Ze

(4πε0)r
+

1
4πε0

∫
R3

d3r′
ρ(r′)
|r − r′|

, (2.1)

gdzie

ρ(r) =
−eΨ†(r)Ψ(r)∫

R3 d3r′ Ψ†(r′)Ψ(r′)
(2.2)

jest gęstością ładunku elektrycznego, przy czym znak † oznacza sprzężenie hermitowskie. Stosując
rozwinięcie multipolowe

1
|r − r′|

=
∞∑
λ=0

4π
2λ+ 1

rλ<
rλ+1>

λ∑
µ=−λ

Y ∗λµ(nr)Yλµ(n′r) [r< = min(r, r′), r> = max(r, r′)] (2.3)

do formuły (2.1), uzyskamy

ϕ(r)
r→∞/r→0−→ Ze

(4πε0)r
+

1
4πε0

∞∑
λ=0

√
4π

2λ+ 1
r−p−1

λ∑
µ=−λ

QpλµY
∗
λµ(nr) (p = λ,−λ− 1), (2.4)

przy czym gwiazdka oznacza sprzężenie zespolone, a Yλµ(nr) jest unormowaną harmoniką sferyczną
(nr jest wektorem jednostkowym wzdłuż r). Z przypadkiem pól dalekich (r → ∞) mamy do
czynienia, gdy p = λ, a z przypadkiem pól bliskich (r → 0), gdy p = −λ − 1. Widoczne powyżej
wielkości

Qpλµ =

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)ρ(r) (p = λ,−λ− 1) (2.5)

są uogólnionymi multipolowymi momentami elektrycznymi1, które dla p = λ stają się standardo-
wymi, znanymi z literatury [118], momentami elektrycznymi. Dla p = −λ−1 otrzymujemy momenty
multipolowe pól bliskich [85]. Pole elektryczne możemy wyznaczyć, stosując znaną relację

E(r) = −∇ϕ(r). (2.6)

Z pomocą tożsamości [119, równanie (5.8.9)]

∇[f(r)Yλµ(nr)] = −

√
λ+ 1
2λ+ 1

(
∂

∂r
− λ

r

)
f(r)Y λ+1

λµ (nr)

+

√
λ

2λ+ 1

(
∂

∂r
+
λ+ 1
r

)
f(r)Y λ−1

λµ (nr) (2.7)

dostaniemy natężenie pola elektrycznego

E(r)
r→∞/r→0−→ Ze

(4πε0)r2
− 1

4πε0

∞∑
λ=0

√
4π|p+ 1| r−p−2

λ∑
µ=−λ

QpλµY
λ+sgn(p)∗
λµ (nr) (p = λ,−λ− 1),

(2.8)
1Momenty multipolowe pól dalekich są dobrze znane z literatury, w odróżnieniu od ich odpowiedników dla pól

bliskich, które zdefiniowano w pracy [85]. W wielu przypadkach znajomość pól w pobliżu jądra atomu jest równie
ważna, co uzasadnia wprowadzenie tych definicji.
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gdzie [119, równanie (7.3.3)]

Y L
λµ(nr) =

L∑
M=−L

1∑
m=−1

〈LM1m|λµ〉YLM (nr)em (2.9)

jest sferyczną harmoniką wektorową, przy czym 〈LM1m|λµ〉 są współczynnikami Clebscha–
Gordana, a em to wersory bazy cyklicznej, które można wyrazić poprzez jednostkowe wektory
kartezjańskie w następujący sposób:

e±1 = ∓ 1√
2

(ex ± iey), e0 = ez. (2.10)

Przeanalizujmy teraz zachowanie asymptotyczne pól magnetycznych w rozważanym atomie.
Magnetostatyczny potencjał wektorowy możemy wyznaczyć z formuły

A(r) =
µ0
4π

∫
R3

d3r′
j(r′)
|r − r′|

, (2.11)

gdzie

j(r) =
−ecΨ†(r)αΨ(r)∫

R3 d3r′ Ψ†(r′)Ψ(r′)
(2.12)

jest gęstością prądu elektrycznego, przy czym [120,121]

α =

(
0 σ
σ 0

)
(2.13)

to wektor utworzony z trzech macierzy Diraca (σ jest wektorem utworzonym z macierzy Pauliego).
W pracy [85, dodatek B] pokazano, że jeśli do wyrażenia (2.11) zastosujemy rozwinięcie multipolowe
(2.3) i rachunek tensorowy, to otrzymamy

A(r)
r→∞/r→0−→ sgn(p)i

µ0
4π

∞∑
λ=1

√
4π(p+ 1)
p(2λ+ 1)

r−p−1
λ∑

µ=−λ
Mp

λµY
λ∗
λµ (nr)

−µ0
4π

∞∑
λ=1

√
4π|p+ 1| r−p−2

λ∑
µ=−λ

T pλµY
λ+sgn(p)∗
λµ (nr) (p = λ,−λ− 1),

(2.14)

przy czym ponownie z przypadkiem pól dalekich (r → ∞) mamy do czynienia, gdy p = λ, a z
przypadkiem pól bliskich (r → 0), gdy p = −λ− 1. Ponadto

Mp
λµ =

i
p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)Λ · j(r) (p = λ,−λ− 1) (2.15)

są uogólnionymi multipolowymi momentami magnetycznymi, a

T pλµ =
1

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)r · j(r) (p = λ,−λ− 1) (2.16)

to uogólnione multipolowe momenty toroidalne2, przy czym

Λ = −ir ×∇ (2.17)

2W pracy [85, dodatek B i C] pokazano, że w rozwinięciach multipolowych magnetycznego potencjału wektorowego
oraz indukcji magnetycznej nie pojawiają się uogólnione monopolowe momenty magnetyczne i toroidalne. Tym samym
przypadek z (λ = 0) należy wykluczyć z powyższych definicji [równania (2.15) i (2.16)].
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jest bezwymiarowym operatorem momentu pędu. W pracy [85] pokazano, że formułę (2.15) można
zapisać równoważnie w postaci

Mp
λµ = − i

p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpY λ
λµ(nr) · j(r) (p = λ,−λ− 1) (2.18)

którą będziemy stosować w dalszej części rozprawy, przy czym [119, równania (7.3.6) i (7.3.10)]

Y λ
λµ(nr) =

ΛYλµ(nr)√
λ(λ+ 1)

. (2.19)

Znając potencjał wektorowy A(r), możemy wyznaczyć indukcję pola magnetycznego. Korzystając
ze znanej relacji

B(r) =∇×A(r) (2.20)

i stosując tożsamość [119, równanie (7.3.55)]

∇× [f(r)Y λ
λµ(nr)] = i

√
λ

2λ+ 1

(
∂

∂r
− λ

r

)
f(r)Y λ+1

λµ (nr)

+ i

√
λ+ 1
2λ+ 1

(
∂

∂r
+
λ+ 1
r

)
f(r)Y λ−1

λµ (nr), (2.21)

uzyskujemy

B(r)
r→∞/r→0−→ −µ0

4π

∞∑
λ=1

√
4π|p+ 1|r−p−2

λ∑
µ=λ

Mp
λµY

λ+sgn(p)∗
λµ (nr) (p = λ,−λ− 1), (2.22)

a zatem magnetyczne momenty toroidalne nie dają wkładu do asymptotycznych postaci indukcji
pola magnetycznego.

Podsumowując ten rozdział, warto jeszcze raz podkreślić, że wyznaczenie odpowiednich mo-
mentów multipolowych pozwoli nam na kompleksowy opis potencjałów i pól w atomie (zarówno
w przypadku r → ∞, jak i dla r → 0). Rozważając izolowany atom, będziemy mieli do czynienia
z trwałymi momentami multipolowymi, natomiast w przypadku umieszczenia atomu w zewnętrz-
nych polach elektrycznych lub magnetycznych dojdzie do wyindukowania odpowiednich momentów
multipolowych.
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3 Atom wodoropodobny

3.1 Podstawowe informacje

Relatywistyczny atom wodoropodobny w stanie podstawowym, z nieruchomym, punktowym i
bezspinowym jądrem o ładunku +Ze oraz elektronem o masie me, możemy opisać niezależnym od
czasu równaniem Diraca [120–123][

−ic~α ·∇+ βmec
2 − Ze2

(4πε0)r
− E(0)

]
Ψ(0)(r) = 0 (3.1a)

z warunkami brzegowymi
rΨ(0)(r) r→0−→ 0, rΨ(0)(r) r→∞−→ 0, (3.1b)

gdzie
E(0) = mec

2γ1 (3.2)

jest energią stanu podstawowego atomu, przy czym

γκ =
√
κ2 − (αZ)2, (3.3)

z α oznaczającą stałą struktury subtelnej. Widoczna w równaniu (3.1a) macierz β jest zdefiniowana
następująco:

β =

(
I 0
0 −I

)
, (3.4)

przy czym I jest macierzą jednostkową 2 × 2, natomiast jawna postać macierzy Diraca α została
określona równaniem (2.13)3. Funkcja falowa stanu podstawowego atomu

Ψ(0)(r) = a1/2Ψ
(0)
1/2(r) + a−1/2Ψ

(0)
−1/2(r) (3.5)

jest kombinacją liniową stanów bazowych Ψ(0)m (r), spełniających relację ortonormalności∫
R3

d3r Ψ(0)†m (r)Ψ(0)m′ (r) = δmm′ . (3.6)

Nałożenie dodatkowego warunku
|a1/2|2 + |a−1/2|2 = 1 (3.7)

zapewnia unormowanie funkcji Ψ(0)(r) do jedności, tj.∫
R3

d3r Ψ(0)†(r)Ψ(0)(r) = 1. (3.8)

Obecne w formule (3.6) stany bazowe Ψ(0)m (r) definiujemy poprzez

Ψ(0)m (r) =
1
r

(
P (0)(r)Ω−1m(nr)
iQ(0)(r)Ω1m(nr)

) (
m = ±12

)
, (3.9)

z funkcjami radialnymi w postaci

P (0)(r) = −
√
Z

a0

1 + γ1
Γ(2γ1 + 1)

(
2Zr
a0

)γ1
e−Zr/a0 , (3.10a)

Q(0)(r) =

√
Z

a0

1− γ1
Γ(2γ1 + 1)

(
2Zr
a0

)γ1
e−Zr/a0 , (3.10b)

gdzie a0 to promień atomu Bohra, a Γ(z) jest funkcją gamma Eulera. Widoczne w równaniu (3.9)
spinory sferyczne Ωκm(nr) zostały szerzej omówione w dodatku B.

3W pracy tej nie należy mylić macierzy Diraca α, stałej struktury subtelnej α i multipolowej polaryzowalności
αL, która zostanie wprowadzona w kolejnym rozdziale.
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3.2 Uogólnione momenty multipolowe

W pierwszej kolejności wyznaczymy trwałe uogólnione multipolowe momenty elektryczne re-
latywistycznego atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym. W tym celu skorzystamy z
definicji (2.5), otrzymując

Qp(0)λµ =

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)ρ(0)(r) (p = λ,−λ− 1), (3.11)

gdzie
ρ(0)(r) = −eΨ(0)†(r)Ψ(0)(r) (3.12)

jest gęstością ładunku elektrycznego izolowanego atomu, przy czym uwzględniliśmy tu unormowanie
funkcji falowej Ψ(0)(r). Wówczas

Qp(0)λµ = −e
√

4π
2λ+ 1

∫
R3

d3r Ψ(0)†(r)rpYλµ(nr)Ψ(0)(r) (p = λ,−λ− 1). (3.13)

Do dalszych przekształceń użyjemy funkcji falowej danej równaniami (3.5), (3.9), uzyskując

Qp(0)λµ = −e
√

4π
2λ+ 1

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′

×
{∫ ∞
0

dr rp
[
P (0)(r)

]2
〈Ω−1m

∣∣YLMΩ−1m′〉+
∫ ∞
0

dr rp
[
Q(0)(r)

]2
〈Ω1m

∣∣YLMΩ1m′〉
}

(p = λ,−λ− 1), (3.14)

gdzie wprowadziliśmy notację

〈Ωκm

∣∣YLMΩκ′m′〉 ≡
∮
4π

d2nr Ω†κm(nr)YLM (nr)Ωκ′m′(nr), (3.15)

którą będziemy wykorzystywać w dalszej części rozprawy. Po skorzystaniu z tożsamości (C.2) do-
staniemy

Qp(0)λµ = −e
√

4π
2λ+ 1

∫ ∞
0

dr rp
{[
P (0)(r)

]2
+
[
Q(0)(r)

]2}

×
1/2∑

m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′〈Ω−1m|YλµΩ−1m′〉 (p = λ,−λ− 1). (3.16)

W oparciu o formułę (C.10) wykonamy całkowanie po zmiennych kątowych, pamiętając przy tym
o relacji (3.7); uzyskamy

Qp(0)λµ = −eδλ0δµ0
∫ ∞
0

dr rp
{[
P (0)(r)

]2
+
[
Q(0)(r)

]2}
(p = λ,−λ− 1). (3.17)

Natomiast całkowanie po zmiennych radialnych przeprowadzimy w oparciu o równania (D.3) oraz
(D.4), otrzymując

Qp(0)λµ = Qp(0)λµ δλ0δµ0 (p = λ,−λ− 1), (3.18)

gdzie

Qp(0)00 = −ea
p
0

Zp
Γ(2γ1 + p+ 1)
2pΓ(2γ1 + 1)

(p = 0,−1). (3.19)

Widzimy, że atom w niezaburzonym stanie podstawowym posiada tylko uogólniony elektryczny
moment monopolowy, przy czym dla pól dalekich uzyskujemy

Q0(0)00 = −e, (3.20)
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a dla pól bliskich

Q−1(0)00 = − Ze

γ1a0
. (3.21)

Przejdźmy teraz do wyznaczenia uogólnionych multipolowych momentów magnetycznych izo-
lowanego atomu. Z definicji (2.18) otrzymujemy

Mp(0)
λµ = − i

p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpY λ
λµ(nr) · j(0)(r) (p = λ,−λ− 1), (3.22)

gdzie
j(0)(r) = −ecΨ(0)†(r)αΨ(0)(r) (3.23)

jest prądem w atomie niezaburzonym. Tym samym

Mp(0)
λµ =

iec
p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpΨ(0)†(r)α · Y λ
λµ(nr)Ψ(0)(r) (p = λ,−λ− 1), (3.24)

a następnie, stosując formuły (2.13), (3.5) i (3.9), dochodzimy do

Mp(0)
λµ = − ec

p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫ ∞
0

dr rpP (0)(r)Q(0)(r)
1/2∑

m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′

×
[
〈Ω−1m|σ · Y λ

λµΩ1m′〉 − 〈Ω1m|σ · Y λ
λµΩ−1m′〉

]
(p = λ,−λ− 1). (3.25)

Jeśli skorzystamy z tożsamości (C.3) i (C.2), to powyższe wyrażenie przekształci się do postaci

Mp(0)
λµ = − 4ec

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫ ∞
0

dr rpP (0)(r)Q(0)(r)
1/2∑

m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′〈Ω1m|YλµΩ−1m′〉

(p = λ,−λ− 1). (3.26)

Pozostaje nam wykonać całkowania po zmiennych kątowych i radialnych w oparciu o formuły (C.11)
oraz (D.5). W efekcie okazuje się, że jedynym nieznikającym momentem magnetycznym w stanie
podstawowym izolowanego atomu wodoropodobnego jest moment dipolowy:

Mp(0)
λµ =Mp(0)

λµ δλ1 (p = λ,−λ− 1), (3.27)

ze składowymi

Mp(0)
1,0 = −µBa

p−1
0

Zp−1
Γ(2γ1 + p+ 1)

3(p+ 1)2p−2Γ(2γ1 + 1)

(
|a1/2|2 − |a−1/2|2

)
(p = 1,−2), (3.28a)

Mp(0)
1,±1 = ±µBa

p−1
0

Zp−1

√
2Γ(2γ1 + p+ 1)

3(p+ 1)2p−2Γ(2γ1 + 1)
a∗±1/2a∓1/2 (p = 1,−2), (3.28b)

gdzie

µB =
e~

2me
(3.29)

jest magnetonem Bohra. Jeśli wprowadzimy wektor jednostkowy ν zdefiniowany jako

ν =
(
a∗1/2 a∗−1/2

)
σ

(
a1/2
a−1/2

)
, (3.30)

o składowych cyklicznych

ν0 = |a1/2|2 − |a−1/2|2, ν±1 = ∓
√

2 a∗±1/2a∓1/2, (3.31)
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to wówczas dipolowy moment magnetyczny możemy zapisać zwarcie w postaci

Mp(0)
1 = −µBa

p−1
0

Zp−1
Γ(2γ1 + p+ 1)

3(p+ 1)2p−2Γ(2γ1 + 1)
ν (p = 1,−2). (3.32)

Dla poszczególnych wartości parametru p uzyskujemy jawne formuły na dipolowy moment magne-
tyczny pól dalekich:

M1(0)1 = −2γ1 + 1
3

µBν (3.33)

i pól bliskich:

M−2(0)1 =
8

3γ1(2γ1 − 1)
µBZ

3

a30
ν

(
Z < α−1

√
3

2

)
, (3.34)

przy czym ograniczenie na liczbę atomową Z wynika z warunku zbieżności całki radialnej w rów-
naniu (3.26). Stosując parametryzację

a1/2 = e−i(χ+φ)/2 cos(ϑ/2), a−1/2 = e−i(χ−φ)/2 sin(ϑ/2) (0 6 χ, φ < 2π, 0 6 ϑ 6 π), (3.35)

można pokazać, że

ν0 = cosϑ, ν±1 = ∓ 1√
2

e±iφ sinϑ, (3.36)

gdzie ϑ oraz φ mogą być utożsamione odpowiednio z kątami biegunowym i azymutalnym wektora
ν w sferycznym układzie współrzędnych.

Ostatnimi momentami multipolowymi, które pozostały nam do wyznaczenia, będą uogólnione
momenty toroidalne dane wyrażeniem (2.16). W rozważanym przypadku otrzymamy

T p(0)λµ =
1

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)r · j(0)(r) (p = λ,−λ− 1), (3.37)

przy czym j(0)(r) dane jest wzorem (3.23). Idąc dalej, uzyskujemy

T p(0)λµ = − ec

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rp+1Ψ(0)†(r)Yλµ(nr)nr ·αΨ(0)(r) (p = λ,−λ− 1). (3.38)

Wykorzystując równania (2.13), (3.5) oraz (3.9), otrzymamy

T p(0)λµ = − iec
p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫ ∞
0

dr rp+1P (0)(r)Q(0)(r)
1/2∑

m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′

×
[
〈Ω−1m

∣∣Yλµnr · σΩ1m′〉 − 〈Ω1m
∣∣Yλµnr · σΩ−1m′〉

]
(p = λ,−λ− 1), (3.39)

a następnie, stosując tożsamość (B.7), dochodzimy do

T p(0)λµ =
iec
p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫ ∞
0

dr rp+1P (0)(r)Q(0)(r)
1/2∑

m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′

×
[
〈Ω−1m

∣∣YλµΩ−1m′〉 − 〈Ω1m
∣∣YλµΩ1m′〉

]
(p = λ,−λ− 1). (3.40)

Z własności (C.2) wynika natychmiast, że dla każdej pary λ, µ dostajemy

T p(0)λµ = 0 (p = λ,−λ− 1), (3.41)

czyli atom wodoropodobny w stanie podstawowym nie posiada trwałych momentów toroidalnych
(zarówno pól bliskich, jak i pól dalekich).
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Część II

Atom w multipolowym
polu elektrycznym
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4 Wprowadzenie

4.1 Pierwszy rząd rachunku zaburzeń

Przejdziemy teraz do analizy sytuacji, gdy jednoelektronowy atom Diraca znajdzie się w słabym
statycznym multipolowym polu elektrycznym o potencjale skalarnym

ϕ
(1)
L (r) = −

√
4π

2L+ 1
rL

L∑
M=−L

C(1)∗LM YLM (nr) (L > 1). (4.1)

Współczynniki C(1)LM określają wielkość i rozkład kątowy elektrycznego pola zaburzającego, przy
czym muszą one spełniać relację

C(1)∗LM = (−)MC(1)L,−M . (4.2)

Powyższy warunek zapewnia, że potencjał ϕ(1)L (r) jest rzeczywisty. Do opisanego powyżej zagad-
nienia możemy zastosować niezależny od czasu rachunek zaburzeń. Jest to możliwe, ponieważ za-
łożyliśmy, że pole jest słabe, więc prawdopodobieństwo, że zjonizuje ono atom, można zaniedbać.
Prowadzi nas to do równania[

−ic~α ·∇+ βmec
2 − Ze2

(4πε0)r
+ V

(1)
L (r)− E

]
Ψ(r) = 0 (4.3a)

z warunkami brzegowymi
rΨ(r) r→0−→ 0, rΨ(r) r→∞−→ 0 (4.3b)

i z małym zaburzeniem

V
(1)
L (r) = e

√
4π

2L+ 1
rL

L∑
M=−L

C(1)∗LM YLM (nr) (L > 1) (4.4)

wynikającym z oddziaływania pomiędzy elektronem a polem zaburzającym (4.1). W pierwszym
rzędzie rachunku zaburzeń mamy następujące przybliżenia dla energii i funkcji falowej:

E ' E(0) + E(1) (4.5)

oraz
Ψ(r) ' Ψ(0)(r) + Ψ(1)(r), (4.6)

przy czym E(0) i Ψ(0)(r) zostały zdefiniowane równaniami (3.2) i (3.5), natomiast E(1) i Ψ(1)(r) są
odpowiednio pierwszą poprawką do energii i funkcji falowej wynikającymi z zaburzenia (4.4). Tym
samym w pierwszym rzędzie rachunku zaburzeń równanie (4.3a) przyjmie postać[

−ic~α ·∇+ βmec
2 − Ze2

(4πε0)r
− E(0)

]
Ψ(1)(r) = −

[
V
(1)
L (r)− E(1)

]
Ψ(0)(r), (4.7a)

z warunkami brzegowymi
rΨ(1)(r) r→0−→ 0, rΨ(1)(r) r→∞−→ 0. (4.7b)

Postępując w standardowy dla rachunku zaburzeń sposób, możemy założyć, że pierwsza poprawka
do funkcji falowej jest ortogonalna do funkcji falowej stanu niezaburzonego, tj. że zachodzi relacja∫

R3
d3r Ψ(0)†m (r)Ψ(1)(r) = 0

(
m = ±12

)
. (4.8)

Powyższy wzór wykorzystamy teraz w rzutowaniu wyrażenia (4.7a) na niezaburzony stan bazowy
Ψ(0)m (r), co da nam następujący jednorodny układ równań:

1/2∑
m′=−1/2

[
V
(1)
L,mm′ − E

(1)δmm′
]
am′ = 0

(
m = ±12

)
, (4.9)
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przy czym

V
(1)
L,mm′ = e

√
4π

2L+ 1

L∑
M=−L

C(1)∗LM

∫
R3

d3r Ψ(0)†m (r)rLYLM (nr)Ψ
(0)
m′ (r). (4.10)

Wówczas, biorąc pod uwagę funkcję falową (3.9), uzyskamy

V
(1)
L,mm′ = e

√
4π

2L+ 1

L∑
M=−L

C(1)∗LM

×
{∫ ∞
0

dr rL
[
P (0)(r)

]2
〈Ω−1m

∣∣YLMΩ−1m′〉+
∫ ∞
0

dr rL
[
Q(0)(r)

]2
〈Ω1m

∣∣YLMΩ1m′〉
}
.

(4.11)

Następnie, z tożsamości (C.2) otrzymujemy

V
(1)
L,mm′ = e

√
4π

2L+ 1

∫ ∞
0

dr rL
{[
P (0)(r)

]2
+
[
Q(0)(r)

]2} L∑
M=−L

C(1)∗LM 〈Ω−1m
∣∣YLMΩ−1m′〉. (4.12)

Całkowanie po zmiennych kątowych w równaniu (4.12) możemy wykonać z użyciem formuły (C.10).
Na samym początku tego rozdziału wykluczyliśmy przypadek z L = 0, więc dla każdego L > 1
uzyskujemy

V
(1)
L,mm′ = 0 (4.13)

co, biorąc pod uwagę układ równań (4.9), prowadzi do

E(1) = 0, (4.14)

czyli dla dowolnego rzędu pola zaburzającego (4.1) pierwsza poprawka do energii jest równa zeru.
Tym samym, współczynniki am mogą być dobrane w dowolny sposób spełniający warunek (3.7).

Przy pomocy metody funkcji Greena możemy teraz wyznaczyć poprawkę do funkcji falowej:

Ψ(1)(r) = −e
√

4π
2L+ 1

L∑
M=−L

C(1)∗LM

∫
R3

d3r′ Ḡ(0)(r, r′)r′LYLM (n′r)Ψ
(0)(r′), (4.15)

gdzie Ḡ(0)(r, r′) jest uogólnioną (lub zredukowaną) funkcją Greena–Diraca–Coulomba [53, rozdział
6] stowarzyszoną ze stanem podstawowym rozważanego atomu i daną rozwinięciem multipolowym

Ḡ(0)(r, r′) =
4πε0
e2

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1
rr′

×

 ḡ
(0)
(++)κ(r, r′)Ωκmκ(nr)Ω†κmκ(n′r) −iḡ(0)(+−)κ(r, r′)Ωκmκ(nr)Ω

†
−κmκ(n′r)

iḡ(0)(−+)κ(r, r′)Ω−κmκ(nr)Ω†κmκ(n′r) ḡ
(0)
(−−)κ(r, r′)Ω−κmκ(nr)Ω

†
−κmκ(n′r)

 .
(4.16)

4.2 Drugi rząd rachunku zaburzeń

Pójdźmy teraz o krok dalej i rozważmy drugi rząd rachunku zaburzeń. Wówczas wyrażenie na
energię można zapisać w postaci

E ' E(0) + E(1) + E(2), (4.17)

z E(0) i E(1) danymi odpowiednio wyrażeniami (3.2) oraz (4.14) i E(2) oznaczającym drugą po-
prawkę do energii. Natomiast funkcja falowa przyjmie formę

Ψ(r) ' Ψ(0)(r) + Ψ(1)(r) + Ψ(2)(r), (4.18)
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gdzie funkcja niezaburzona i pierwsza poprawka do funkcji falowej dane są odpowiednio poprzez
wzory (3.5) i (4.15), a Ψ(2)(r) jest drugą poprawką do funkcji falowej. Postępując w typowy dla ra-
chunku zaburzeń sposób, z formuł (4.3a), (4.7a), (4.17) i (4.18) możemy wyznaczyć drugie poprawki
Ψ(2)(r) i E(2). W tym celu należy rozwiązać równanie

[
−ic~α ·∇+ βmec

2 − Ze2

(4πε0)r
− E(0)

]
Ψ(2)(r) = −

[
V
(1)
L (r)− E(1)

]
Ψ(1)(r) + E(2)Ψ(0)(r)

(4.19a)
z warunkami brzegowymi

rΨ(2)(r) r→0−→ 0, rΨ(2)(r) r→∞−→ 0, (4.19b)

przy czym zakładamy, że spełniona jest relacja ortogonalności

∫
R3

d3r Ψ(0)†m (r)Ψ(2)(r) = 0
(
m = ±12

)
. (4.20)

Rzutując wyrażenie (4.19a) na Ψ(0)±1/2(r) i wykorzystując wzory (3.5), (3.6), (4.8) i (4.20), otrzy-
mamy jednorodny układ równań

1/2∑
m′=−1/2

[
V
(1,1)
L,mm′ − E

(2)δmm′
]
am′ = 0

(
m = ±12

)
, (4.21)

gdzie

V
(1,1)
L,mm′ = −

∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†m (r)V (1)L (r)Ḡ(0)(r, r′)V (1)L (r′)Ψ(0)m′ (r
′). (4.22)

By przekształcić prawą stronę równania (4.22), wykorzystamy funkcję falową (3.9), zaburzenie (4.4)
i funkcję Greena (4.16). Otrzymamy

V
(1,1)
L,mm′ = −(4πε0)

4π
2L+ 1

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

L∑
M=−L

L∑
M ′=−L

C(1)∗LM C
(1)∗
LM ′

×
[
〈Ω−1m|YLMΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rLḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+〈Ω−1m|YLMΩκmκ〉〈Ω−κmκ |YLM ′Ω1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rLḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+〈Ω1m|YLMΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rLḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+ 〈Ω1m|YLMΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |YLM ′Ω1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rLḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

]
. (4.23)
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Idąc dalej, użyjemy własności (C.2). Tym samym

V
(1,1)
L,mm′ = −(4πε0)

4π
2L+ 1

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

L∑
M=−L

L∑
M ′=−L

C(1)∗LM C
(1)∗
LM ′

×〈Ω−1m|YLMΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
[ ∫ ∞

0
dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rLḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rLḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rLḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rLḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

]
, (4.24)

co po przekształceniu do bardziej zwartej postaci daje nam

V
(1,1)
L,mm′ = −(4πε0)

4π
2L+ 1

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

L∑
M=−L

L∑
M ′=−L

C(1)∗LM C
(1)∗
LM ′

×〈Ω−1m|YLMΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′
(
P (0)(r) Q(0)(r)

)
rLḠ(0)κ (r, r′)r′L

(
P (0)(r′)
Q(0)(r′)

)
(4.25)

z radialną funkcją Greena–Diraca–Coulomba

Ḡ(0)κ (r, r′) =

 ḡ
(0)
(++)κ(r, r′) ḡ

(0)
(+−)κ(r, r′)

ḡ
(0)
(−+)κ(r, r′) ḡ

(0)
(−−)κ(r, r′)

 . (4.26)

Dla wygody, w dalszej części rozprawy będziemy stosować następujące oznaczenie:

R(λ1,λ2)κ

(
Fa,Fb
Fc,Fd

)
=
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′
(
Fa(r) Fb(r)

)
rλ1Ḡ(0)κ (r, r′)r′λ2

(
Fc(r′)
Fd(r′)

)
. (4.27)

Tym samym wyrażenie (4.25) można przepisać w formie

V
(1,1)
L,mm′ = −(4πε0)

4π
2L+ 1

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

R(L,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

) L∑
M=−L

L∑
M ′=−L

C(1)∗LM C
(1)∗
LM ′

×
|κ|−1/2∑

mκ=−|κ|+1/2
〈Ω−1m

∣∣YLMΩκmκ〉〈Ωκmκ

∣∣YLM ′Ω−1m′〉. (4.28)
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Całkowania po zmiennych kątowych w równaniu (4.28) wykonujemy w oparciu o wzór (C.12).
Pamiętając o relacji (4.2), otrzymamy

V
(1,1)
L,mm′ = −(4πε0)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

sgn(κ)
(2L+ 1)2

(δκL + δκ,−L−1)R(L,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)

×
[
δm,1/2δm′,1/2

L∑
M=−L

(κ+M) C(1)∗LM C
(1)
LM

+ δm,1/2δm′,−1/2

L∑
M=−L

√
(L+M)(L−M + 1) C(1)∗LM C

(1)
L,M−1

+ δm,−1/2δm′,1/2

L∑
M=−L

√
(L−M)(L+M + 1) C(1)∗LM C

(1)
L,M+1

+ δm,−1/2δm′,−1/2

L∑
M=−L

(κ−M) C(1)∗LM C
(1)
LM

]
. (4.29)

Cztery sumy po M mogą zostać uproszczone, jeśli skorzystamy z symetrii elementów sumowanych.
Należy tu zastosować relacje

L∑
M=−L

(κ±M) C(1)∗LM C
(1)
LM = κ

L∑
M=−L

C(1)∗LM C
(1)
LM (4.30)

oraz
L∑

M=−L

√
(L±M)(L∓M + 1) C(1)∗LM C

(1)
L,M∓1 = 0. (4.31)

Stąd można pokazać, że

V
(1,1)
L,mm′ = −δmm′(4πε0)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

|κ|
(2L+ 1)2

(δκL + δκ,−L−1)R(L,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

) L∑
M=−L

C(1)∗LM C
(1)
LM , (4.32)

w rezultacie czego, biorąc pod uwagę układ równań (4.21), otrzymujemy drugą poprawkę do energii

E(2) = −(4πε0)
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

|κ|
(2L+ 1)2

(δκL + δκ,−L−1)R(L,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

) L∑
M=−L

C(1)∗LM C
(1)
LM . (4.33)

Wiedząc, że

C(1)L · C
(1)
L =

L∑
M=−L

C(1)∗LM C
(1)
LM , (4.34)

przy czym C(1)L jest sferycznym tensorem rzędu L o składowych C(1)LM , wyrażenie (4.33) możemy
przepisać w formie

E(2) = −1
2

(4πε0)αLC
(1)
L · C

(1)
L , (4.35)

gdzie αL jest elektryczną polaryzowalnością multipolową4 daną wzorem

αL =
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

2|κ|
(2L+ 1)2

(δκL + δκ,−L−1)R(L,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
. (4.36)

Z równania (4.35) wynika, że druga poprawka do energii stanu podstawowego nie znosi degeneracji.
Formuła ta jest uogólnieniem dobrze znanego kwadratowego efektu Starka dla pola dipolowego
(L = 1) [124].

4Kwestie dotyczące elektrycznej polaryzowalności multipolowej αL zostaną szerzej omówione w rozdziale 5.
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5 Indukowane multipolowe momenty elektryczne i związane z
nimi polaryzowalności

5.1 Uogólnione elektryczne momenty multipolowe

W podrozdziale 3.2 pokazaliśmy, że jedynym multipolowym momentem elektrycznym, jaki po-
siada izolowany atom wodoropodobny, jest moment monopolowy. Przejdziemy teraz do wyznaczenia
uogólnionych multipolowych momentów elektrycznych indukujących się w rozważanym atomie na
skutek zaburzenia (4.4). Wykorzystamy w tym celu formułę (2.5), uzyskując

Qp(1)λµ =

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rp Yλµ(nr)ρ(1)(r) (p = λ,−λ− 1), (5.1)

gdzie indukowana gęstość ładunku elektrycznego dana jest wyrażeniem

ρ(1)(r) = −e
[
Ψ(0)†(r)Ψ(1)(r) + Ψ(1)†(r)Ψ(0)(r)

]
(5.2)

i tym samym

Qp(1)λµ = −e
√

4π
2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)
[
Ψ(0)†(r)Ψ(1)(r) + Ψ(1)†(r)Ψ(0)(r)

]
(p = λ,−λ− 1). (5.3)

Biorąc pod uwagę znaną tożsamość

Yλµ(nr) = (−)µY ∗λ,−µ(nr), (5.4)

równanie (5.3) możemy sprowadzić do postaci

Qp(1)λµ = Q̃p(1)λµ + (−)µQ̃p(1)∗λ,−µ (p = λ,−λ− 1), (5.5)

gdzie

Q̃p(1)λµ = −e
√

4π
2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)Ψ(0)†(r)Ψ(1)(r) (p = λ,−λ− 1). (5.6)

Stosując wyrażenie na pierwszą poprawkę do funkcji falowej (4.15), uzyskamy

Q̃p(1)λµ = e2
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

C(1)∗LM

×
∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†(r)rpYλµ(nr)Ḡ(0)(r, r′)r′LYLM (n′r)Ψ
(0)(r′)

(p = λ,−λ− 1). (5.7)
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Pamiętając o równaniach na funkcję falową (3.5) i (3.9) oraz funkcji Greena (4.16), dochodzimy do

Q̃p(1)λµ = (4πε0)
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L∑
M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM

×
[
〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+〈Ω1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+ 〈Ω1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1). (5.8)

Korzystając z tożsamości (C.2), otrzymujemy

Q̃p(1)λµ = (4πε0)
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)

×
L∑

M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM 〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

(p = λ,−λ− 1), (5.9)

przy czym R
(p,L)
κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
zostało zdefiniowane równaniem (4.27). Wykonując całkowanie po

zmiennych kątowych w oparciu o formułę (C.12), uzyskamy

Q̃p(1)λµ = δλL(4πε0)
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
sgn(κ)

(2L+ 1)2
R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)

×
{ [
κ+ µ

(
|a1/2|2 − |a−1/2|2

)]
C(1)Lµ +

√
(L− µ)(L+ µ+ 1) a1/2a

∗
−1/2C

(1)
L,µ+1

+
√

(L+ µ)(L− µ+ 1) a∗1/2a−1/2C
(1)
L,µ−1

}
. (5.10)

Brak sprzężeń zespolonych przy składowych tensora C(1)L w równaniu (5.10) wynika z wykorzystania
relacji (4.2). Pamiętając o tożsamości (5.5), dostajemy

Qp(1)λµ = Qp(1)λµ δλL (p = λ,−λ− 1), (5.11)

gdzie

Qp(1)Lµ = (4πε0)
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
2|κ|

(2L+ 1)2
R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
C(1)Lµ (p = L,−L− 1). (5.12)
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Widzimy tu, że jedynym elektrycznym momentem multipolowym, który wyindukuje się w atomie
na skutek zaburzenia (4.4), będzie ten, którego rząd multipola pokrywa się z multipolowością pola
zaburzającego.

W kolejnym kroku pozostaje nam wyznaczyć R
(p,L)
κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
, zdefiniowane wzorem (4.27).

Można to zrobić, stosując rozwinięcie sturmowskie radialnej funkcji Greena–Diraca–Coulomba [53]:

Ḡ(0)κ (r, r′) =
∞∑

nr=−∞

1

µ
(0)
nrκ − 1

 S
(0)
nrκ(r)

T
(0)
nrκ(r)

( µ
(0)
nrκS

(0)
nrκ(r′) T

(0)
nrκ(r′)

)
(κ 6= −1), (5.13)

gdzie

S(0)nrκ(r) =

√
(1 + γ1)(|nr|+ 2γκ)|nr|!

2ZNnrκ(Nnrκ − κ)Γ(|nr|+ 2γκ)

×
(

2Zr
a0

)γκ
e−Zr/a0

[
L
(2γκ)
|nr|−1

(
2Zr
a0

)
+
κ−Nnrκ

|nr|+ 2γκ
L
(2γκ)
|nr|

(
2Zr
a0

)]
(5.14a)

oraz

T (0)nrκ(r) =

√
(1− γ1)(|nr|+ 2γκ)|nr|!

2ZNnrκ(Nnrκ − κ)Γ(|nr|+ 2γκ)

×
(

2Zr
a0

)γκ
e−Zr/a0

[
L
(2γκ)
|nr|−1

(
2Zr
a0

)
− κ−Nnrκ

|nr|+ 2γκ
L
(2γκ)
|nr|

(
2Zr
a0

)]
(5.14b)

są radialnymi funkcjami Sturma–Diraca–Coulomba przy energii stanu podstawowego atomu (3.2)
[L(α)n (ρ) oznaczają uogólnione wielomiany Laguerre’a [125,126], przy czym L

(α)
−1 (ρ) ≡ 0]. Ponadto

µ(0)nrκ =
|nr|+ γκ +Nnrκ

γ1 + 1
(5.15)

jest sturmowską wartością własną, a Nnrκ, pojawiające się w wyrażeniach (5.14) i (5.15), jest
zdefiniowane jako

Nnrκ = ±
√

(|nr|+ γκ)2 + (αZ)2 = ±
√
|nr|2 + 2|nr|γκ + κ2, (5.16)

gdzie znak plus wybieramy dla nr > 0, a znak minus dla nr < 0; dla nr = 0 wybieramy znak plus,
gdy κ < 0, a znak minus, jeśli κ > 0; tym samym N0κ = −κ. Z równań (4.27) i (5.13) uzyskujemy

R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=

∞∑
nr=−∞

1

µ
(0)
nrκ − 1

∫ ∞
0

dr rp
[
P (0)(r)S(0)nrκ(r) +Q(0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′L
[
µ(0)nrκP

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) +Q(0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]
. (5.17)

Należy tu nadmienić, że główną korzyścią zastosowania rozwinięcia sturmowskiego (5.13) jest to,
że w wyrażeniu (5.17) całkowanie po zmiennych r oraz r′ zostało rozseparowane. Obliczenie całek

radialnych występujących w R
(p,L)
κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
zostało szczegółowo pokazane w dodatku D. Z formuły

(D.18) otrzymamy

R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=

ap+L+10

Zp+L+2
Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p)Γ(γκ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
( |nr|+ γκ − γ1 − p− 1

Nnrκ + κ
− γ1

)
×
[(
γ1
|nr|+ γκ − γ1 − L− 1

Nnrκ + κ
− 1

)
+

Nnrκ + 1
|nr|+ γκ − γ1

( |nr|+ γκ − γ1 − L− 1
Nnrκ + κ

− γ1
)]

. (5.18)
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Powyższe wyrażenie przekształcimy, wykorzystując relację

N2nrκ − κ
2 = |nr|(|nr|+ 2γκ), (5.19)

która wynika bezpośrednio z równania (5.16). Ponadto, przy zamianie sumowania z
∑∞
nr=−∞(...)

na sumowanie
∑∞
nr=0(...) skorzystamy ponownie z (5.16), zauważając, że przy takiej transforma-

cji elementy zawierające nieparzyste potęgi Nnrκ wzajemnie się zredukują. By zapewnić większą
przejrzystość poszczególnych przekształceń, rozbijemy wyrażenie (5.18) na sumę ośmiu składników
i każdy element będziemy przekształcać osobno. Mamy zatem

R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=
ap+L+10

Zp+L+2
Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p)Γ(γκ − γ1 − L)

8∑
k=1

Sk, (5.20)

gdzie

S1 =
∞∑

nr=−∞

γ1Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ(Nnrκ + κ)(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

=
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ − κ)γ1Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ|nr|!Γ(|nr|+ 2γκ + 1)

=
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ + 1)

, (5.21a)

S2 = −
∞∑

nr=−∞

Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

= 0, (5.21b)

S3 =
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ(Nnrκ + κ)(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ)

=
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)(Nnrκ − κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ|nr|!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ + 1)

= −
∞∑

nr=0

2(κ− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ + 1)

, (5.21c)

S4 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)γ1Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L− 1)
(nr − 1)!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p+ 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ + 1)

+
∞∑

nr=0

2(p+ 1)γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

, (5.21d)

S5 = −
∞∑

nr=−∞

γ21Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

= 0, (5.21e)
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S6 =
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)γ1Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

=
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L− 1)
(nr − 1)!Γ(nr + 2γκ)

=
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ + 1)

, (5.21f)

S7 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)γ1Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
(nr − 1)!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L+ 1)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ + 1)

+
∞∑

nr=0

2(L+ 1)γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

, (5.21g)

S8 =
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)(Nnrκ + κ)γ21Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ)

=
∞∑

nr=0

2(κ+ 1)γ21Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L− 1)
(nr − 1)!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ)

=
∞∑

nr=0

2(κ+ 1)γ21Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

. (5.21h)

Po skorzystaniu z dobrze znanej własności rekurencyjnej funkcji gamma Eulera

Γ(z + 1) = zΓ(z), (5.22)

równanie (5.20) przyjmie postać

R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=

ap+L+10

Zp+L+2
Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p)Γ(γκ − γ1 − L)

×
{
γ1[γ1(κ+ 1) + p+ L+ 2]

∞∑
nr=0

Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

− (κ− 1)
∞∑

nr=0

Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ + 1)

}
. (5.23)

Uwzględniając relacje
1

nr + γκ − γ1
=

Γ(nr + γκ − γ1)
Γ(nr + γκ − γ1 + 1)

(5.24)

oraz
1

nr + γκ − γ1 + 1
=

Γ(nr + γκ − γ1 + 1)
Γ(nr + γκ − γ1 + 2)

, (5.25)

w wyrażeniu (5.23) możemy dostrzec uogólnioną funkcję hipergeometryczną z jednostkowym argu-
mentem 3F2(1) [127,128]:

∞∑
n=0

Γ(n+ a1)Γ(n+ a2)Γ(n+ a3)
n!Γ(n+ b1)Γ(n+ b2)

=
Γ(a1)Γ(a2)Γ(a3)

Γ(b1)Γ(b2)
3F2

(
a1, a2, a3
b1, b2

; 1

)
[Re(b1 + b2 − a1 − a2 − a3) > 0]. (5.26)
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Stosując dodatkowo tożsamość
γ2κ − γ21 = κ2 − 1, (5.27)

otrzymujemy

R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=

ap+L+10

Zp+L+2
Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

×
{
γ1[γ1(κ+ 1) + p+ L+ 2]

γκ − γ1 + 1 3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)

− γκ + γ1
κ+ 1 3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1

γκ − γ1 + 1, 2γκ + 1
; 1

)}
. (5.28)

Wyrażenie to można jeszcze uprościć w oparciu o formułę [możliwą do wyprowadzenia z wyrażenia
(5.26)]

3F2

(
a1, a2, a3
a3 + 1, b

; 1

)
=

Γ(b)Γ(b− a1 − a2 + 1)
(b− a3 − 1)Γ(b− a1)Γ(b− a2)

− (a1 − a3 − 1)(a2 − a3 − 1)
(a3 + 1)(b− a3 − 1) 3F2

(
a1, a2, a3 + 1
a3 + 2, b

; 1

)
[Re(b− a1 − a2) > −1]. (5.29)

Pozwoli to w równaniu (5.28) wyrazić jedną z dwóch funkcji 3F2(1) poprzez drugą. W ten sposób
uzyskamy

R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=

ap+L+10

Zp+L+2
Γ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L+1(κ+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{
− 1 +

[γ1(κ+ 1) + p+ 1][γ1(κ+ 1) + L+ 1]
(γκ − γ1 + 1)

×Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκ + 1)

×3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)}
. (5.30)

Stąd, w oparciu o wzór (5.12), otrzymujemy

Qp(1)Lµ = (4πε0)
ap+L+10

Zp+L+2

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
|κ|Γ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L(κ+ 1)(2L+ 1)2Γ(2γ1 + 1)

×
{
− 1 +

[γ1(κ+ 1) + p+ 1][γ1(κ+ 1) + L+ 1]
(γκ − γ1 + 1)

×Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)}
C(1)Lµ

(p = L,−L− 1), (5.31)

gdzie elementy Qp(1)Lµ tworzą tensor Qp(1)L . Uogólniona multipolowa polaryzowalność atomu w stanie
podstawowym, αpEL→EL, jest zdefiniowana jako czynnik proporcjonalności pomiędzy indukowanym

uogólnionym elektrycznym momentem multipolowym Qp(1)L a tensorem C(1)L , określającym wielkość
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pola zaburzającego (4.1). Związek ten jest następujący5:

Qp(1)L = (4πε0)α
p
EL→ELC

(1)
L (p = L,−L− 1), (5.32)

gdzie

αpEL→EL =
ap+L+10

Zp+L+2

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
|κ|Γ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L(κ+ 1)(2L+ 1)2Γ(2γ1 + 1)

×
{
− 1 +

[γ1(κ+ 1) + p+ 1][γ1(κ+ 1) + L+ 1]
(γκ − γ1 + 1)

×Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκ + 1)

×3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)}
(p = L,−L− 1). (5.33)

W kolejnych dwóch podrozdziałach przeanalizujemy z osobna obszary pól dalekich i bliskich.

5.2 Atomowe polaryzowalności elektryczne

W przypadku p = L (pola dalekie) formuła (5.33) opisuje standardową multipolową polaryzo-
walność elektryczną atomu αLEL→EL, którą w dalszej kolejności będziemy oznaczać w tradycyjny
sposób jako αL. Polaryzowalność ta może być równoważnie zdefiniowana poprzez wzór (4.35). Toż-
samość tych dwóch definicji łatwo wykazać, porównując równanie (4.36) z (5.12) i (5.32). Ze względu
na obecność odpowiednich delt Kroneckera, wyrażenie (5.33) może być rozbite na dwa składniki z
κ = L i κ = −L− 1. Tym samym multipolową polaryzowalność αL możemy przepisać w postaci

αL = αL,L + αL,−L−1, (5.34)

gdzie

αL,κ =
a2L+10

Z2L+2
|κ|Γ(2γ1 + 2L+ 2)

22L(κ+ 1)(2L+ 1)2Γ(2γ1 + 1)

{
−1 +

[γ1(κ+ 1) + L+ 1]2Γ2(γκ + γ1 + L+ 1)
(γκ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 2)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 − L, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)}
, (5.35)

czyli jawnie

αL,L =
a2L+10

Z2L+2
LΓ(2γ1 + 2L+ 2)

22L(L+ 1)(2L+ 1)2Γ(2γ1 + 1)

[
−1 +

(L+ 1)2(γ1 + 1)2Γ2(γL + γ1 + L+ 1)
(γL − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 2)Γ(2γL + 1)

× 3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)]
(5.36a)

oraz

αL,−L−1 =
a2L+10

Z2L+2
(L+ 1)Γ(2γ1 + 2L+ 2)

22LL(2L+ 1)2Γ(2γ1 + 1)

[
1− (Lγ1 − L− 1)2Γ2(γL+1 + γ1 + L+ 1)

(γL+1 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 2)Γ(2γL+1 + 1)

× 3F2

(
γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)]
. (5.36b)

5Górny indeks p w αpEL→EL i innych wielkościach omawianych w tej rozprawie pozwala nam rozpatrywać równo-
cześnie przypadek pól bliskich i dalekich. Nie należy mylić go z potęgą!
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Po zsumowaniu obu składowych otrzymujemy końcowe w pełni analityczne wyrażenie na statyczną
multipolową polaryzowalność elektryczną

αL =
a2L+10

Z2L+2
Γ(2γ1 + 2L+ 2)

22LL(L+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1 +
L2(L+ 1)2(γ1 + 1)2Γ2(γL + γ1 + L+ 1)

(2L+ 1)(γL − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 2)Γ(2γL + 1)

× 3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)

− (L+ 1)2(Lγ1 − L− 1)2Γ2(γL+1 + γ1 + L+ 1)
(2L+ 1)(γL+1 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 2)Γ(2γL+1 + 1)

× 3F2

(
γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)}
. (5.37)

Należy tu nadmienić, że znając polaryzowalność (5.37), znamy też drugą poprawkę do energii E(2),
określoną poprzez formułę (4.35). Rezultat otrzymany powyżej ma znacznie prostszą formę niż ana-
logiczne wyrażenia w artykułach Manakova i in. [66] oraz Zapryagaeva i in. [74], które zawierają
dużo większą liczbę parametrów i uogólnionych funkcji hipergeometrycznych 3F2(1). Wzór na mul-
tipolową polaryzowalność uzyskano także wcześniej w pracy autora [79], również w tym przypadku
w bardziej złożonej formie niż ta dana wyrażeniem (5.37).

W przypadku polaryzowalności dipolowej (L = 1) powyższe równanie redukuje się do postaci

α1 =
a30
Z4

[
(γ1 + 1)(2γ1 + 1)(4γ21 + 13γ1 + 12)

36
− (γ1 − 2)2Γ2(γ2 + γ1 + 2)

18(γ2 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γ2 + 1)

× 3F2

(
γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 + 1

γ2 − γ1 + 2, 2γ2 + 1
; 1

)]
, (5.38)

zgodnej z wcześniejszymi wynikami [58, 60]. W pracach [36–39, 47, 48] wynik ten został podany w
bardziej złożonej formie.

Na koniec tego podrozdziału wyznaczymy jeszcze przybliżone formuły dla polaryzowalności αL z
dokładnością do wyrazów rzędu (αZ)2. Warto to zrobić, ponieważ w wielu pracach można odnaleźć
właśnie takie kwazi-relatywistyczne wyrażenia. Wykorzystując przybliżenia

γκ ' |κ| −
(αZ)2

2|κ|
(5.39)

oraz

Γ(aγκ + a′γκ′ + b) ' Γ(a|κ|+ a′|κ′|+ b)

[
1− (αZ)2

2

(
a

|κ|
+

a′

|κ′|

)
ψ(a|κ|+ a′|κ′|+ b)

]
, (5.40)

gdzie

ψ(z) =
1

Γ(z)
dΓ(z)

dz
(5.41)

jest funkcją digamma, otrzymamy

3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)

' 2L2 + 4L+ 1
(L+ 1)(2L+ 1)

− (αZ)2
4L4 + 2L3 − 8L2 − 3L+ 1

2L(L+ 1)2(2L+ 1)2
(5.42)

oraz

3F2

(
γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)
' 1. (5.43)
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Biorąc pod uwagę wyrażenia (5.36) i (5.39)–(5.43), dochodzimy do

αL,L ' a2L+10

Z2L+2
(L+ 2)(2L)!

22L

{
1− (αZ)2

[
ψ(2L+ 3)− ψ(3) +

2L5 + 7L4 + 6L3 − L− 1
L2(L+ 1)(L+ 2)(2L+ 1)

]}
(5.44a)

oraz

αL,−L−1 '
a2L+10

Z2L+2
(L+ 1)(L+ 2)(2L− 1)!

22L−1

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L+ 3)− ψ(3) +

4L3 + 10L2 + 7L+ 2
2(L+ 1)2(L+ 2)(2L+ 1)

]}
. (5.44b)

Dodając do siebie równania (5.44a) i (5.44b), uzyskujemy kwazi-relatywistyczne przybliżenie mul-
tipolowej polaryzowalności elektrycznej

αL ' a2L+10

Z2L+2
(L+ 2)(2L+ 1)!

22LL

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L+ 3)− ψ(3) +

4L5 + 18L4 + 22L3 + 7L2 − 2
2L(L+ 1)(L+ 2)(2L+ 1)2

]}
, (5.45)

które jest tożsame z wynikami dostępnymi w literaturze [66, 67, 71, 74] i erracie do [75]. Wykorzy-
stując znaną relację rekurencyjną

ψ(z + 1) = ψ(z) +
1
z
, (5.46)

wyrażenie (5.45) możemy uprościć do postaci

αL ' a2L+10

Z2L+2
(L+ 2)(2L+ 1)!

22LL

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L)− ψ(2) +

14L3 + 43L2 + 40L+ 15
2(L+ 1)(L+ 2)(2L+ 1)2

]}
. (5.47)

Jawne wyrażenia na kwazi-relatywistyczne przybliżenia dla αL z 1 6 L 6 4 są następujące:

α1 '
a30
Z4

9
2

[
1− 28

27
(αZ)2

]
, (5.48)

α2 '
a50
Z6

15
[
1− 293

200
(αZ)2

]
, (5.49)

α3 '
a70
Z8

525
4

[
1− 5123

2940
(αZ)2

]
, (5.50)

α4 '
a90
Z10

8505
4

[
1− 33251

17010
(αZ)2

]
. (5.51)

Przypadek dipolowy (L = 1) pojawia się w pracach [35–39,46,47,51,55,57], przy czym [51] zawiera
przybliżone wyrażenie. W artykule [77, równanie 34] podano błędną formułę dla przypadku z L = 2,
tj. zamiast 521360 powinno być 293200 ; niesłusznie skrytykowano tam również formułę (5.45), którą po
raz pierwszy wyprowadzili Manakov, Rapoport i Zapryagaev w [66].

Warto zauważyć, że z równania (5.47) wynika natychmiast wyrażenie na nierelatywistyczną
polaryzowalność multipolową

α
(nr)
L =

a2L+10

Z2L+2
(L+ 2)(2L+ 1)!

22LL
, (5.52)

zgodne z wynikiem uzyskanym przez Dalgarno [65]. W późniejszych latach formuła ta pojawiła się
również w wielu innych pracach, m.in. w [66–71,74–76,78].
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Na rysunkach 1–4 przedstawiono statyczne multipolowe polaryzowalności αL (dla 1 6 L 6 4)
w funkcji liczby atomowej Z, gdzie porównano odpowiednie formuły relatywistyczne, kwazi-
relatywistyczne i nierelatywistyczne6. Wyrażenie kwazi-relatywistyczne, będące tylko przybliżeniem
formuły relatywistycznej wykreślono w obszarze, w którym przyjmuje wartość dodatnią (dla dużych
Z traci ono sens). Można wyraźnie zauważyć, że efekty relatywistyczne są tym silniejsze im większa
jest liczba atomowa Z. Dla odpowiednio dużych Z uwzględnienie tylko poprawek rzędu (αZ)2 (wy-
rażenia kwazi-relatywistyczne) jest niewystarczające i ważna jest znajomość analitycznych formuł
relatywistycznych, które w pełni uwzględniają efekty relatywistyczne.

0 20 40 60 80 100 120 140
10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

102

Z

Α
1Ia

03 M nierelatywistyczna

kwazi-relatywistyczna

relatywistyczna

Rys. 1: Statyczna elektryczna polaryzowalność dipolowa α1 dla atomu jednoelektronowego w stanie
podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (5.38), kwazi-
relatywistycznej (5.48) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 1.

6Wszystkie wykresy przedstawione w rozprawie zostały wykonane w skali logarytmicznej.
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kwazi-relatywistyczna

relatywistyczna

Rys. 2: Statyczna elektryczna polaryzowalność kwadrupolowa α2 dla atomu jednoelektronowego w
stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (5.37),
kwazi-relatywistycznej (5.49) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 2.
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10-20
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10-12

10-8
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100

104
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Α
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07 M nierelatywistyczna

kwazi-relatywistyczna

relatywistyczna

Rys. 3: Statyczna elektryczna polaryzowalność oktupolowa α3 dla atomu jednoelektronowego w
stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (5.37),
kwazi-relatywistycznej (5.50) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 3.
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Rys. 4: Statyczna elektryczna polaryzowalność heksadekapolowa α4 dla atomu jednoelektronowego
w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (5.37),
kwazi-relatywistycznej (5.51) i nierelatywistycznej (5.52) z L = 4.

Wartości numeryczne dla elektrycznych polaryzowalności multipolowych od dipolowej (L = 1)
do heksadekapolowej (L = 4) w stanie podstawowym atomu wodoropodobnego dla wybranych
wartości liczby atomowej Z, wyznaczone bezpośrednio z analitycznej formuły (5.37), zostały przed-
stawione w tabelach 1–4. Obliczenia zostały wykonane dla dwóch wartości odwrotności stałej struk-
tury subtelnej: α−1 = 137.035 999 139 (CODATA 2014)7 [129] i α−1 = 137.035 999 074 (CODATA
2010) [130], by umożliwić porównanie wyników z pracami z [82, 83]. Uzyskano bardzo dobrą zgod-
ność z wynikami uzyskanymi metodami numerycznymi przez Tanga i in. [82] i niewiele gorszą z
pracą Filippina i in. [83].

Warto podkreślić, że wykorzystywana wartość odwrotności stałej struktury subtelnej jest wiel-
kością wyznaczoną eksperymentalnie i w związku z tym w pełnej formie jest ona podawana z
niepewnością pomiarową, tj. α−1 = 137.035 999 139(31) (CODATA 2014), przy czym niepewność
pomiarowa została podana w nawiasie i dotyczy dwóch ostatnich cyfr znaczących. Zatem warto
uwzględnić ten fakt w wynikach numerycznych. Wobec tego, w tabeli 5 ponownie wyznaczono war-
tości multipolowych polaryzowalności z analitycznej formuły (5.37) z 1 6 L 6 4 dla wybranych
jonów wodoropodobnych. Można dostrzec, że przy większej liczbie atomowej Z względna niepew-
ność wyników stopniowo wzrasta.

7CODATA (Committee on Data for Science and Technology) — do jego statutowych zadań należy m. in. gro-
madzenie, analizowanie i udostępnianie wszystkich rodzajów danych wynikających z eksperymentalnych pomiarów i
obserwacji. Co kilka lat dane są aktualizowane i obecnie najnowsza wartość odwrotności stałej struktury subtelnej
pochodzi z 2014 roku. Poprzednia jej wartość była podana w 2010 roku.
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5.3 Stałe ekranowania elektrycznego

Dla przypadku z p = −L − 1 w równaniu (5.33) otrzymujemy polaryzowalność pól bliskich
α−L−1EL→EL, która zazwyczaj nosi nazwę multipolowej stałej ekranowania elektrycznego8. Wielkość ta
określa przesłanianie jądra przez chmurę elektronową i mówi nam o tym, jak duże pole elektryczne
wyindukuje się w pobliżu jądra atomu na skutek zewnętrznego pola elektrycznego. Z wyrażenia
(5.33) wynika, że

α−L−1EL→EL = α−L−1EL→EL,L + α−L−1EL→EL,−L−1, (5.53)

gdzie

α−L−1EL→EL,κ =
2|κ|

Z(κ+ 1)(2L+ 1)2

{
− 1 +

[γ1(κ+ 1)− L][γ1(κ+ 1) + L+ 1]
(γκ − γ1 + 1)

× Γ(γκ + γ1 − L)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 + L+ 1, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)}
. (5.54)

Na pierwszy rzut oka powyższy wzór wygląda równie skomplikowanie, jak formuła (5.35). Jednakże
z powodu szczególnej postaci funkcji 3F2(1) może zostać ona znacznie uproszczona. W tym celu
wykorzystamy tożsamość [128, równanie (7.4.4.1)]

3F2

(
a1, a2, a3
b1, b2

; 1

)
=

Γ(b2)Γ(s)
Γ(b2 − a2)Γ(s+ a2)

3F2

(
b1 − a1, b1 − a3, a2

b1, s+ a2
; 1

)
[s = b1 + b2 − a1 − a2 − a3; Re s > 0; Re(b2 − a2) > 0]. (5.55)

Wówczas równanie (5.54) przekształci się do postaci

α−L−1EL→EL,κ =
2|κ|

Z(κ+ 1)(2L+ 1)2

{
− 1 +

[γ1(κ+ 1)− L][γ1(κ+ 1) + L+ 1]
(γκ − γ1 + 1)(γκ + γ1 − L)

× 3F2

(
−L+ 1, 1, γκ − γ1 − L

γκ − γ1 + 2, γκ + γ1 − L+ 1
; 1

)}
. (5.56)

Tym samym dwie składowe z równania (5.53) możemy zapisać jawnie jako

α−L−1EL→EL,L =
2L

Z(L+ 1)(2L+ 1)2

{
− 1 +

(L+ 1)(γ1 + 1)[γ1(L+ 1)− L]
(γL − γ1 + 1)(γL + γ1 − L)

× 3F2

(
−L+ 1, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 1
; 1

)}
(5.57a)

oraz

α−L−1EL→EL,−L−1 =
2(L+ 1)

ZL(2L+ 1)2

{
1− L(γ1 + 1)(Lγ1 − L− 1)

(γL+1 − γ1 + 1)(γL+1 + γ1 − L)

× 3F2

(
−L+ 1, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 1
; 1

)}
, (5.57b)

8W odróżnieniu od polaryzowalności, stała ta w literaturze nie ma jednego typowego oznaczenia. Przykładowo, w
pracy [97] jest to γl, w [65] jest to γ2L , a w [85] oznaczono ją jako σEL→EL. My pozostaniemy przy naszym oznaczeniu
α−L−1EL→EL.
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a po ich zsumowaniu otrzymujemy analityczną formułę na statyczną multipolową stałą ekranowania
elektrycznego

α−L−1EL→EL =
2

ZL(L+ 1)(2L+ 1)

{
1 +

L2(L+ 1)(γ1 + 1)[γ1(L+ 1)− L]
(2L+ 1)(γL − γ1 + 1)(γL + γ1 − L)

× 3F2

(
−L+ 1, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 1
; 1

)

− L(L+ 1)2(γ1 + 1)(Lγ1 − L− 1)
(2L+ 1)(γL+1 − γ1 + 1)(γL+1 + γ1 − L)

× 3F2

(
−L+ 1, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 1
; 1

)}
Z <


α−1 dla L = 1

α−1
√

4L2 − 1
2L

dla L > 2

 . (5.58)

Podane ograniczenie na liczbę atomową Z, wynika z warunku zbieżności całek radialnych w rów-
naniu (5.17) i zostało szerzej omówione w dodatku E. W przypadku pola dipolowego ograniczenie
to można by pominąć, ponieważ jest ono naturalne dla wszystkich obliczeń relatywistycznych do-
tyczących atomu wodoropodobnego w stanie podstawowym i traktujemy je jako domyślne dla całej
rozprawy. Uwzględniamy je jednak dla większej przejrzystości. Warto podkreślić, że wyrażenie
(5.58) zostało podane w znacznie prostszej postaci niż jego odpowiednik w pracy Zapryagaeva i
in. [97].

Widoczne w równaniu (5.58) uogólnione funkcje hipergeometryczne 3F2(1) różnią się wyraźnie
od tych obecnych w wyrażeniu na multipolową polaryzowalność (5.37). W przypadku multipolowych
stałych ekranowania elektrycznego (5.58) dla konkretnych wartości L obie funkcje 3F2(1) dadzą
zastąpić się wyrażeniami elementarnymi, nie zawierającymi funkcji specjalnych9. Jawne formuły
na α−L−1EL→EL dla zakresu 1 6 L 6 4 są następujące:

α−2E1→E1 =
1
Z

(
Z < α−1

)
, (5.59)

α−3E2→E2 =
1
Z

104γ21 + 110γ1 − 79
15(2γ1 + 7)(4γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
15
4

)
, (5.60)

α−4E3→E3 =
1
Z

2064γ41 + 14764γ31 + 30968γ21 + 7181γ1 − 17177
42(γ1 + 7)(2γ1 + 7)(4γ1 + 11)(6γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
35
6

)
, (5.61)

α−5E4→E4 =
1
Z

14208γ61 + 251184γ51 + 1662556γ41 + 4813404γ31 + 5195413γ21 − 862740γ1 − 3136025
90(γ1 + 5)(γ1 + 7)(2γ1 + 5)(2γ1 + 23)(4γ1 + 11)(8γ1 − 1)(

Z < α−1
3
√

7
8

)
. (5.62)

Wynik dla dipolowej stałej ekranowania elektrycznego tożsamy z (5.59), został również uzyskany
w pracach Zapryagaeva i in. [74, 97] oraz Stefańskiej i Szmytkowskiego [96].

Analogicznie, jak w poprzednich rozdziałach, wyznaczymy teraz przybliżone wyrażenia kwazi-
relatywistyczne. W odróżnieniu od rozdziału 5.2, tutaj czynność ta jest bardziej złożona. Biorąc

9W tym przypadku uogólniona funkcja hipergeometryczna 3F2(1) posiada górny parametr będący liczbą całkowitą
niedodatnią, co skutkuje, że z nieskończonej sumy obecnej w definicji tej funkcji [por. równanie (5.26)] niezerowa jest
tylko skończona liczba wyrazów.
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pod uwagę relacje (5.39) i (5.40), otrzymamy

3F2

(
−L+ 1, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 1
; 1

)

' 3L+ 1
2(L+ 1)

− (αZ)2
L− 1

4L(L+ 1)

[
L2 − 5

2(L+ 1)
+

(L− 1)(L− 2)
3(L+ 2) 3F2

(
−L+ 3, 1, 1
L+ 3, 4

; 1

)]
(5.63)

oraz

3F2

(
−L+ 1, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 1
; 1

)

' 1− (αZ)2
L(L− 1)

6(L+ 1)(L+ 2) 3
F2

(
−L+ 2, 1, 1
L+ 3, 4

; 1

)
. (5.64)

Jak widać, w obu przypadkach współczynniki przy (αZ)2 zawierają uogólnione funkcje hiperge-
ometryczne. Stosując formułę z pracy [85, równanie (E.10)], otrzymamy

3F2

(
−L+ 2, 1, 1
L+ 3, 4

; 1

)
= −3(L+ 2)(5L+ 4)

2L(L+ 1)
+

6(L+ 2)(2L+ 1)
L(L− 1)

[ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 2)]

(5.65)

oraz

3F2

(
−L+ 3, 1, 1
L+ 3, 4

; 1

)
= −3(L+ 2)(5L+ 1)

2L(L− 1)
+

6(L+ 2)(2L+ 1)
(L− 1)(L− 2)

[ψ(2L)− ψ(L+ 2)]

(5.66)

(osobliwości dla L = 1 i L = 2 w powyższych wzorach można wyeliminować z użyciem reguły de
l’Hospitala). Idąc dalej, równania (5.63) i (5.64) możemy przekształcić do postaci

3F2

(
−L+ 1, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 1
; 1

)

' 3L+ 1
2(L+ 1)

− (αZ)2
(L− 1)(2L+ 1)

2L(L+ 1)

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− L+ 1

2L+ 1

]
(5.67)

oraz

3F2

(
−L+ 1, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 1
; 1

)

' 1− (αZ)2
2L+ 1
L+ 1

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− L(5L+ 7)

4(L+ 1)(2L+ 1)

]
. (5.68)

Stosując formuły (5.39), (5.67) oraz (5.68) do wzorów (5.57a) i (5.57b), uzyskamy

α−L−1EL→EL,L ' 2
Z(L+ 1)(2L+ 1)

×
{

1− (αZ)2
L− 1
L

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1) +

6L4 + L3 + L2 − 2L− 2
4L(L− 1)(2L+ 1)

]}
(5.69a)

oraz

α−L−1EL→EL,−L−1 '
2

ZL(2L+ 1)

{
1− (αZ)2

L

L+ 1

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− 2L2 + 7L+ 1

4(2L+ 1)

]}
. (5.69b)
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Po zsumowaniu obu składowych w oparciu o relację (5.53) otrzymujemy kwazi-relatywistyczne
przybliżenie multipolowej stałej ekranowania elektrycznego

α−L−1EL→EL '
2

ZL(L+ 1)

{
1− (αZ)2

2L− 1
2L+ 1

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1) +

L3 − 2L2 + L− 1
2L(2L− 1)

]}
. (5.70)

Należy podkreślić, że równanie (5.70) jest równoważne bardziej złożonej formule zawartej w pracy
Kaneko [67, równanie (37)], jeśli (2l − 2)! zastąpimy poprzez (2l − n)!. Konkretne wartości tego
przybliżenia wyznaczone z wyrażenia (5.70) dla 1 6 L 6 4 to:

α−2E1→E1 =
1
Z

(formuła dokładna), (5.71)

α−3E2→E2 '
1
Z

1
3

[
1− 2

5
(αZ)2

]
, (5.72)

α−4E3→E3 '
1
Z

1
6

[
1− 59

84
(αZ)2

]
, (5.73)

α−5E4→E4 '
1
Z

1
10

[
1− 529

540
(αZ)2

]
. (5.74)

Porównując powyższe wyniki z ich odpowiednikami dostępnymi w literaturze, można stwierdzić,
że kwazi-relatywistyczne przybliżenia dla α−L−1EL→EL przedstawione w pracach Zapryagaeva i in. [97,
równanie (3)] oraz [74, równanie (4.41)] są poprawne dla L = 1 oraz L = 3, natomiast przy L = 2
czynniki k2 oraz K2 powinny mieć wartość 2/5 zamiast 59/150.

W granicy czysto nierelatywistycznej z formuły (5.70) otrzymujemy

α
−L−1(nr)
EL→EL =

2
ZL(L+ 1)

. (5.75)

Wyrażenie to zostało podane po raz pierwszy przez Dalgarno [65]. Formuła ta pojawia się także w
wielu późniejszych pracach [67–69,71,74,76,97]. Należy podkreślić, że w przypadku pola dipolowego
(L = 1) stała ekranowania elektrycznego przyjmuje postać, która jest identyczna zarówno w ujęciu
relatywistycznym, jak i nierelatywistycznym [por. równania (5.59) i (5.75) z L = 1]. Jest to jedyna
taka wielkość spośród przedstawionych w niniejszej rozprawie.

Na rysunkach 5–7 przedstawiono wartości bezwględne multipolowych stałych ekranowania elek-
trycznego α−L−1EL→EL dla 2 6 L 6 4 w funkcji liczby atomowej Z (pominięto przypadek dipolowy,
którego zachowanie jest trywialne). Stałe te dla odpowiednio dużej liczby atomowej zmieniają znak
z dodatniego na ujemny, co jest widoczne na wykresach w postaci zmiany monotoniczności funkcji.
Efekt ten objawia się tylko dla formuł czysto relatywistycznych. Dokładna analiza numeryczna po-
kazuje, że dla kwadrupolowej stałej ekranowania elektrycznego znak ujemny pojawia się począwszy
od Z = 120, dla oktupolowej od Z = 113, a dla heksadekapolowej od Z = 106. Widzimy tu, że
wraz ze wzrostem rzędu multipolowości pola elektrycznego (4.1), zmiana znaku stałej ekranowania
następuje dla coraz niższych wartości liczby atomowej Z.

Z uwagi na elementarną strukturę wyrażeń (5.59)–(5.62) pominięto wyznaczanie wartości nu-
merycznych tych wielkości. W dalszym ciągu rozprawy postąpimy tak również dla innych formuł,
które nie będą zawierać funkcji specjalnych.
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Rys. 5: Wartość bezwzględna statycznej kwadrupolowej stałej ekranowania elektrycznego α−3E2→E2
dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie
formuły relatywistycznej (5.60), kwazi-relatywistycznej (5.72) i nierelatywistycznej (5.75) z L = 2.
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Rys. 6: Wartość bezwzględna statycznej oktupolowej stałej ekranowania elektrycznego α−4E3→E3 dla
atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie
formuły relatywistycznej (5.61), kwazi-relatywistycznej (5.73) i nierelatywistycznej (5.75) z L = 3.
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Rys. 7: Wartość bezwzględna statycznej heksadekapolowej stałej ekranowania elektrycznego α−5E4→E4
dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie
formuły relatywistycznej (5.62), kwazi-relatywistycznej (5.74) i nierelatywistycznej (5.75) z L = 4.
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6 Indukowane multipolowe momenty magnetyczne i związane z
nimi podatności krzyżowe

6.1 Uogólnione magnetyczne momenty multipolowe

W rozdziale 3 wykazaliśmy, że atom wodoropodobny posiada trwały dipolowy moment ma-
gnetyczny (3.32). Jednym z celów tego rozdziału będzie wyznaczenie uogólnionych magnetycznych
momentów multipolowych indukujących się w atomie na skutek zaburzenia (4.4). Z formuły (2.18)
uzyskamy10

Mp(1)
λµ = − i

p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpY λ
λµ(nr) · j(1)(r) (p = λ,−λ− 1), (6.1)

przy czym

j(1)(r) = −ec
[
Ψ(0)†(r)αΨ(1)(r) + Ψ(1)†(r)αΨ(0)(r)

]
(6.2)

jest gęstością prądu elektrycznego w atomie, która wyindukuje się na skutek zaburzenia (4.4).
Prowadzi nas to do

Mp(1)
λµ =

iec
p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpY λ
λµ(nr) ·

[
Ψ(0)†(r)αΨ(1)(r) + Ψ(1)†(r)αΨ(0)(r)

]
(p = λ,−λ− 1). (6.3)

Pamiętając o własności (5.4), powyższe wyrażenie możemy przepisać w formie

Mp(1)
λµ = M̃p(1)

λµ + (−)µM̃p(1)∗
λ,−µ (p = λ,−λ− 1), (6.4)

gdzie

M̃p(1)
λµ =

iec
p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpΨ(0)†(r)α · Y λ
λµ(nr)Ψ(1)(r) (p = λ,−λ− 1). (6.5)

Wiedząc, że poprawka do funkcji falowej Ψ(1)(r) dana jest wyrażeniem (4.15), dochodzimy do

M̃p(1)
λµ = − i4πe2c

p+ 1

√
λ(λ+ 1)

(2λ+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

C(1)∗LM

×
∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†(r)rpα · Y λ
λµ(nr)Ḡ(0)(r, r′)r′LYLM (n′r)Ψ

(0)(r′)

(p = λ,−λ− 1). (6.6)

10Należy tu przypomnieć, że z wspomnianej formuły wykluczyliśmy momenty monopolowe i tym samym będą nas
interesować rezultaty dla λ > 1.
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W kolejnym kroku z równań na funkcje falową (3.5), (3.9) oraz funkcję Greena (4.16) uzyskujemy

M̃p(1)
λµ = −(4πε0)

4πc
p+ 1

√
λ(λ+ 1)

(2λ+ 1)(2L+ 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L∑
M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM

×
[
〈Ω1m|σ · Y λ

λµΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+〈Ω1m|σ · Y λ
λµΩκmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

−〈Ω−1m|σ · Y λ
λµΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

−〈Ω−1m|σ · Y λ
λµΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1). (6.7)

Następnie przy pomocy tożsamości (C.3) i (C.2) otrzymamy

M̃p(1)
λµ = −(4πε0)c

p+ 1
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L∑
M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM

×(κ− 1)〈Ω1m|YλµΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
[ ∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)κ,(++)(r, r
′)r′LP (0)(r′)

+
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1) (6.8)

i dalej

M̃p(1)
λµ = −(4πε0)c

p+ 1
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(κ− 1)R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)

×
L∑

M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM 〈Ω−1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

(p = λ,−λ− 1), (6.9)

49

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


gdzie R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
zostało zdefiniowane równaniem (4.27). Wykonując całkowania po zmiennych

kątowych w oparciu o formułę (C.14), widzimy, że M̃(1)λµ jest niezerowe tylko dla λ = L∓ 1, tj.

M̃p(1)
λµ = M̃p(1)

λµ δλ,L−1 + M̃p(1)
λµ δλ,L+1 (p = λ,−λ− 1). (6.10)

W tych dwóch przypadkach otrzymamy

M̃p(1)
L−1,µ = −(4πε0)c

L− 1
(p+ 1)(4L2 − 1)

R
(p,L)
L

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
×
[
−
√
L2 − µ2

(
|a1/2|2 − |a−1/2|2

)
C(1)Lµ +

√
(L+ µ)(L+ µ+ 1) a1/2a

∗
−1/2C

(1)
L,µ+1

−
√

(L− µ)(L− µ+ 1) a∗1/2a−1/2C
(1)
L,µ−1

]
(p = L− 1,−L) (6.11)

oraz

M̃p(1)
L+1,µ = −(4πε0)c

L+ 2
(p+ 1)(2L+ 1)(2L+ 3)

R
(p,L)
−L−1

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
×
[√

(L+ 1)2 − µ2
(
|a1/2|2 − |a−1/2|2

)
C(1)Lµ +

√
(L− µ)(L− µ+ 1) a1/2a

∗
−1/2C

(1)
L,µ+1

−
√

(L+ µ)(L+ µ+ 1) a∗1/2a−1/2C
(1)
L,µ−1

]
(p = L+ 1,−L− 2). (6.12)

Po skorzystaniu z relacji (6.4) i (3.31), dochodzimy do

Mp(1)
λµ =Mp(1)

λµ δλ,L−1 +Mp(1)
λµ δλ,L+1, (6.13)

gdzie

Mp(1)
L−1,µ = −(4πε0)c

2(L− 1)
(p+ 1)(4L2 − 1)

R
(p,L)
L

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
×
[
−
√
L2 − µ2 ν0C(1)Lµ +

√
1
2(L+ µ)(L+ µ+ 1) ν−1C(1)L,µ+1

+
√
1
2(L− µ)(L− µ+ 1) ν1C(1)L,µ−1

]
(p = L− 1,−L) (6.14)

oraz

Mp(1)
L+1,µ = −(4πε0)c

2(L+ 2)
(p+ 1)(2L+ 1)(2L+ 3)

R
(p,L)
−L−1

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
×
[√

(L+ 1)2 − µ2 ν0C(1)Lµ +
√
1
2(L− µ)(L− µ+ 1) ν−1C(1)L,µ+1

+
√
1
2(L+ µ)(L+ µ+ 1) ν1C(1)L,µ−1

]
(p = L+ 1,−L− 2). (6.15)

Widzimy więc, że multipolowe pole elektryczne rzędu L, dane wzorem (4.1) wyindukuje w stanie
podstawowym atomu magnetyczne momenty multipolowe rzędu L − 1 i L + 1; wyjątek następuje
dla pola dipolowego (L = 1), kiedy to wyindukuje się tylko moment kwadrupolowy.

Rozważmy iloczyn tensorowy rzędu λ pomiędzy wektorem ν, zdefiniowanym równaniem (3.30),
a tensorem sferycznym C(1)L , charakteryzującym elektryczne pole multipolowe. Składowe takiego
iloczynu wyrażają się następująco [119, rozdział 3.1.7]:

{
ν ⊗ C(1)L

}
λµ

=
1∑

m=−1

L∑
M=−L

〈1mLM |λµ〉νmC(1)LM , (6.16)
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gdzie 〈1mLM |λµ〉 są wybranymi współczynnikami Clebscha–Gordana, których podstawowe wła-
sności opisano w dodatku A. Tym samym{

ν ⊗ C(1)L
}
λµ

=
1∑

m=−1
〈1mL,µ−m|λµ〉νmC(1)L,µ−m. (6.17)

W oparciu o powyższą formułę i tabelę 11 (dodatek A) uzyskamy√
L(2L+ 1)

{
ν ⊗ C(1)L

}
L−1,µ

= −
√
L2 − µ2 ν0C(1)Lµ +

√
1
2(L+ µ)(L+ µ+ 1) ν−1C(1)L,µ+1

+
√
1
2(L− µ)(L− µ+ 1) ν1C(1)L,µ−1 (6.18)

oraz √
(L+ 1)(2L+ 1)

{
ν ⊗ C(1)L

}
L+1,µ

=
√

(L+ 1)2 − µ2 ν0C(1)Lµ

+
√
1
2(L− µ)(L− µ+ 1) ν−1C(1)L,µ+1

+
√
1
2(L+ µ)(L+ µ+ 1) ν1C(1)L,µ−1. (6.19)

Porównując wyrażenia (6.14) z (6.18) i (6.15) z (6.19), dochodzimy do

M(1)L−1,µ = −(4πε0)c
2(L− 1)

(p+ 1)(2L− 1)

√
L

(2L+ 1)
R
(p,L)
L

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

){
ν ⊗ C(1)L

}
L−1,µ

(p = L− 1,−L) (6.20)

oraz

M(1)L+1,µ = −(4πε0)c
2(L+ 2)

(p+ 1)(2L+ 3)

√
L+ 1
2L+ 1

R
(p,L)
−L−1

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

){
ν ⊗ C(1)L

}
L+1,µ

(p = L+ 1,−L− 2). (6.21)

Powyższe dwa równania możemy zapisać w jednolitej formie

Mp(1)
λ = −(4πε0)c

2
√

2 p
(2λ+ 1)

√
(2L+ 1)(λ+ L+ 1)

R(p,L)κλ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

){
ν ⊗ C(1)L

}
λ

(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1), (6.22)

gdzie

κλ = −1
2

(λ− L)(λ+ L+ 1) =

{
L dla λ = L− 1
−L− 1 dla λ = L+ 1.

(6.23)

Pozostaje nam wyznaczyć wartość

R(p,L)κλ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
=

∞∑
nr=−∞

1

µ
(0)
nrκλ − 1

∫ ∞
0

dr rp
[
Q(0)(r)S(0)nrκλ(r) + P (0)(r)T (0)nrκλ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′L
[
µ(0)nrκλP

(0)(r′)S(0)nrκλ(r′) +Q(0)(r′)T (0)nrκλ(r′)
]
. (6.24)

Całkowania po zmiennych radialnych wykonamy w oparciu o formułę (D.19), uzyskując

R(p,L)κλ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
= −αa

p+L+1
0

Zp+L+1
Γ(γκλ + γ1 + p+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκλ − γ1 − p)Γ(γκλ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=−∞

Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − L− 1)
Nnrκλ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκλ)

×
[(
γ1
|nr|+ γκλ − γ1 − L− 1

Nnrκλ + κλ
− 1

)
+

Nnrκλ + 1
|nr|+ γκλ − γ1

( |nr|+ γκλ − γ1 − L− 1
Nnrκλ + κλ

− γ1
)]

. (6.25)
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Postępując analogicznie jak w poprzednim rozdziale, rozdzielimy powyższe wyrażenie na składowe,
tj.

R(p,L)κλ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
= −αa

p+L+1
0

Zp+L+1
Γ(γκλ + γ1 + p+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκλ − γ1 − p)Γ(γκλ − γ1 − L)

4∑
k=1

Sk, (6.26)

gdzie

S1 =
∞∑

nr=−∞

γ1Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − L)
Nnrκλ(Nnrκλ + κλ)(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκλ)

=
∞∑

nr=−∞

(Nnrκλ − κλ)γ1Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − L)
Nnrκλ |nr|!Γ(|nr|+ 2γκλ + 1)

=
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκλ − γ1 − p)Γ(nr + γκλ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκλ + 1)

, (6.27a)

S2 =
∞∑

nr=−∞

Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − L− 1)
Nnrκλ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκλ)

= 0, (6.27b)

S3 =
∞∑

nr=−∞

(Nnrκλ + 1)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − L)
Nnrκλ(Nnrκλ + κλ)(|nr| − 1)!(|nr|+ γκλ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκλ)

=
∞∑

nr=−∞

(Nnrκλ + 1)(Nnrκλ − κλ)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − L)
Nnrκλ |nr|!(|nr|+ γκλ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκλ + 1)

= −
∞∑

nr=0

2(κλ − 1)Γ(nr + γκλ − γ1 − p)Γ(nr + γκλ − γ1 − L)
nr!(nr + γκλ − γ1)Γ(nr + 2γκλ + 1)

, (6.27c)

S4 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκλ + 1)γ1Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκλ − γ1 − L− 1)
Nnrκλ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκλ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκλ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκλ − γ1 − p)Γ(nr + γκλ − γ1 − L− 1)
(nr − 1)!(nr + γκλ − γ1)Γ(nr + 2γκλ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκλ − γ1 − p+ 1)Γ(nr + γκλ − γ1 − L)
nr!(nr + γκλ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκλ + 1)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκλ − γ1 − p)Γ(nr + γκλ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκλ + 1)

+
∞∑

nr=0

2(p+ 1)γ1Γ(nr + γκλ − γ1 − p)Γ(nr + γκλ − γ1 − L)
nr!(nr + γκλ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκλ + 1)

, (6.27d)

przy czym przekształcenia zostały przeprowadzone w oparciu o własności (5.16) i (5.19) liczby
Nnrκ. Po wstawieniu wyrażeń (6.27a)–(6.27d) do wzoru (6.26) otrzymujemy

R(p,L)κλ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
= −αa

p+L+1
0

Zp+L+1
Γ(γκλ + γ1 + p+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1Γ(2γ1 + 1)Γ(γκλ − γ1 − p)Γ(γκλ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=0

[
γ1(p+ 1)Γ(nr + γκλ − γ1 − p)Γ(nr + γκλ − γ1 − L)

nr!(nr + γκλ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκλ + 1)

−(κλ − 1)Γ(nr + γκλ − γ1 − p)Γ(nr + γκλ − γ1 − L)
nr!(nr + γκλ − γ1)Γ(nr + 2γκλ + 1)

]
, (6.28)
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co w oparciu o relacje (5.24)–(5.27) prowadzi do

R(p,L)κλ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
= −αa

p+L+1
0

Zp+L+1
Γ(γκλ + γ1 + p+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκλ + 1)

×
[

γ1(p+ 1)
γκλ − γ1 + 1 3

F2

(
γκλ − γ1 − p, γκλ − γ1 − L, γκλ − γ1 + 1

γκλ − γ1 + 2, 2γκλ + 1
; 1

)

− γκλ + γ1
κλ + 1 3F2

(
γκλ − γ1 − p, γκλ − γ1 − L, γκλ − γ1

γκλ − γ1 + 1, 2γκλ + 1
; 1

)]
. (6.29)

Eliminując jedną z funkcji 3F2(1) w powyższym wzorze przy użyciu tożsamości (5.29), dostajemy

R(p,L)κλ

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
= −αa

p+L+1
0

Zp+L+1
Γ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L+1(κλ + 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{
− 1 +

(p+ 1)[γ1(κλ + 1) + L+ 1]Γ(γκλ + γ1 + p+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)
(γκλ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκλ + 1)

× 3F2

(
γκλ − γ1 − p, γκλ − γ1 − L, γκλ − γ1 + 1

γκλ − γ1 + 2, 2γκλ + 1
; 1

)}
. (6.30)

Wykorzystując powyższe wyrażenie w równaniu (6.22), uzyskujemy uogólnione magnetyczne mo-
menty multipolowe

Mp(1)
λ = (4πε0)c

αap+L+10

Zp+L+1

√
2 pΓ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L
√

(2L+ 1)(λ+ L+ 1)(κλ + 1)(2λ+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{
− 1 +

(p+ 1)[γ1(κλ + 1) + L+ 1]Γ(γκλ + γ1 + p+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)
(γκλ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκλ + 1)

× 3F2

(
γκλ − γ1 − p, γκλ − γ1 − L, γκλ − γ1 + 1

γκλ − γ1 + 2, 2γκλ + 1
; 1

)}{
ν ⊗ C(1)L

}
λ

(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1). (6.31)

Ostatni wzór możemy przepisać w formie

Mp(1)
λ = (4πε0)c α

p
EL→Mλ

{
ν ⊗ C(1)L

}
λ

〈10L0|λ0〉
(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1), (6.32)

gdzie odpowiedni współczynnik Clebscha–Gordana ma postać

〈10L0|λ0〉 = (λ− L)

√
λ+ L+ 1
2(2L+ 1)

(λ = L∓ 1), (6.33)

a wyodrębniony stały czynnik αpEL→Mλ jest uogólnioną multipolową elektryczno-magnetyczną po-
datnością krzyżową daną wyrażeniem

αpEL→Mλ =
αap+L+10

Zp+L+1
p(λ− L)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L(κλ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{
− 1 +

(p+ 1)[γ1(κλ + 1) + L+ 1]Γ(γκλ + γ1 + p+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)
(γκλ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκλ + 1)

× 3F2

(
γκλ − γ1 − p, γκλ − γ1 − L, γκλ − γ1 + 1

γκλ − γ1 + 2, 2γκλ + 1
; 1

)}
(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1). (6.34)

W kolejnych dwóch podrozdziałach powyższą formułę poddamy bardziej wnikliwej analizie, rozpa-
trując jej poszczególne przypadki.
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6.2 Elektryczno-magnetyczne podatności krzyżowe pól dalekich

Omówimy teraz dokładniej obszar pól dalekich, tj. gdy p = λ. Wówczas z równania (6.34)
otrzymamy elektryczno-magnetyczne podatności pól dalekich w postaci

αλEL→Mλ =
αaλ+L+10

Zλ+L+1
λ(λ− L)Γ(2γ1 + λ+ L+ 2)

2λ+L(κλ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{
− 1 +

(λ+ 1)[γ1(κλ + 1) + L+ 1]Γ(γκλ + γ1 + λ+ 1)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)
(γκλ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + λ+ L+ 2)Γ(2γκλ + 1)

× 3F2

(
γκλ − γ1 − λ, γκλ − γ1 − L, γκλ − γ1 + 1

γκλ − γ1 + 2, 2γκλ + 1
; 1

)}
(λ = L∓ 1),

(6.35)

gdzie κλ dana jest poprzez wzór (6.23). Tym samym, wyrażenia na statyczne elektryczno-
magnetyczne multipolowe podatności krzyżowe pól dalekich możemy podać w formie:

αL−1EL→M(L−1) =
αa2L0
Z2L

(L− 1)Γ(2γ1 + 2L+ 1)
22L−1(L+ 1)(4L2 − 1)Γ(2γ1 + 1)

×
[
1− L(L+ 1)(γ1 + 1)Γ(γL + γ1 + L)Γ(γL + γ1 + L+ 1)

(γL − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 1)Γ(2γL + 1)

× 3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L+ 1, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)]
(6.36)

oraz

αL+1EL→M(L+1) =
αa2L+20

Z2L+2
(L+ 1)Γ(2γ1 + 2L+ 3)

22L+1L(2L+ 1)(2L+ 3)Γ(2γ1 + 1)

×
[
1 +

(L+ 2)(Lγ1 − L− 1)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 1)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 2)
(γL+1 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 3)Γ(2γL+1 + 1)

× 3F2

(
γL+1 − γ1 − L− 1, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)]
. (6.37)

Z dużym prawdopodobieństwem można stwierdzić, że dla dowolnego L wielkości (6.36) i (6.37) nie
były rozpatrywane nigdy wcześniej przez innych autorów (zarówno w ujęciu relatywistycznym, jak
i nierelatywistycznym).

W szczególnym przypadku, gdy zaburzenie jest elektrycznym polem dipolowym (L = 1), prawa
strona równania (6.36) redukuje się do zera11, podczas gdy z formuły (6.37) uzyskujemy

α2E1→M2 =
αa40
Z4

Γ(2γ1 + 5)
60Γ(2γ1 + 1)

[
1 +

3(γ1 − 2)Γ(γ2 + γ1 + 2)Γ(γ2 + γ1 + 3)
(γ2 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 5)Γ(2γ2 + 1)

× 3F2

(
γ2 − γ1 − 2, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 + 1

γ2 − γ1 + 2, 2γ2 + 1
; 1

)]
. (6.38)

Do do powyższego wyrażenia możemy zastosować tożsamość (5.29), otrzymując

α2E1→M2 =
αa40
Z4

Γ(2γ1 + 5)
240Γ(2γ1)

[
1− (γ1 − 2)(γ2 + γ1)Γ(γ2 + γ1 + 2)Γ(γ2 + γ1 + 3)

γ1Γ(2γ1 + 5)Γ(2γ2 + 1)

× 3F2

(
γ2 − γ1 − 2, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1

γ2 − γ1 + 1, 2γ2 + 1
; 1

)]
, (6.39)

11Nawet gdyby tak nie było, to wyrażenie to i tak nie miałoby sensu fizycznego, ponieważ już w rozdziale 2
wykluczyliśmy istnienie magnetycznych momentów monopolowych i tym samym związanych z nimi odpowiednich
podatności krzyżowych.
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co jest zgodne z wynikiem zawartym w pracy Szmytkowskiego i Stefańskiej [86, równanie (4.24)].
Wyznaczymy teraz kwazi-relatywistyczne przybliżenia podatności krzyżowych αL∓1EL→M(L∓1).

W oparciu o relacje (5.39) i (5.40) otrzymamy przybliżenia funkcji hipergeometrycznych wyste-
pujących w wyrażeniach (6.36) i (6.37), tj.

3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L+ 1, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)
' 1− (αZ)2

L− 1
2(L+ 1)(2L+ 1)

(6.40)

oraz

3F2

(
γL+1 − γ1 − L− 1, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)
' 1− (αZ)2

L

2(L+ 2)(2L+ 3)
.

(6.41)
Stosując równania (5.39), (5.40) i (6.40) do formuły (6.36), uzyskamy

αL−1EL→M(L−1) '
αa2L0
Z2L

(αZ)2
(L− 1)2(2L3 + 5L2 + 4L+ 2)(2L− 2)!

22LL(L+ 1)(2L+ 1)
. (6.42)

Dla 2 6 L 6 5 wzór (6.42) przyjmuje postacie:

α1E2→M1 '
αa40
Z4

23
120

(αZ)2, (6.43)

α2E3→M2 '
αa60
Z6

113
56

(αZ)2, (6.44)

α3E4→M3 '
αa80
Z8

1017
32

(αZ)2. (6.45)

α4E5→M4 '
αa100
Z10

8337
11

(αZ)2. (6.46)

Następnie w oparciu o wyrażenia (5.39), (5.40) i (6.41) możemy znaleźć aproksymacje równania
(6.37) w postaci

αL+1EL→M(L+1) '
αa2L+20

Z2L+2
(L+ 2)(2L+ 2)!

22L+2L

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L+ 4)− ψ(2)− L(2L4 + 9L3 + 17L2 + 17L+ 8)

2(L+ 1)2(L+ 2)(2L+ 1)(2L+ 3)

]}
,

(6.47)

przy czym dla 1 6 L 6 4:

α2E1→M2 '
αa40
Z4

9
2

[
1− 409

360
(αZ)2

]
, (6.48)

α3E2→M3 '
αa60
Z6

45
2

[
1− 1793

1260
(αZ)2

]
, (6.49)

α4E3→M4 '
αa80
Z8

525
2

[
1− 3317

2016
(αZ)2

]
, (6.50)

α5E4→M5 '
αa100
Z10

42525
8

[
1− 759449

415800
(αZ)2

]
. (6.51)

Z równań (6.42) i (6.47) natychmiast uzyskujemy nierelatywistyczne podatności krzyżowe, tj.

α
L−1(nr)
EL→M(L−1) = 0 (6.52)

oraz

α
L+1(nr)
EL→M(L+1) =

αa2L+20

Z2L+2
(L+ 2)(2L+ 2)!

22L+2L
. (6.53)
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Analizując otrzymane rezultaty, warto zaznaczyć, że niezależnie od wartości L podatność krzy-
żowa αL−1EL→M(L−1) (jak również indukujący się moment magnetyczny ML−1(1)

L−1 ) znikają w granicy

nierelatywistycznej, tj. dla αZ → 0, podczas gdy αL+1EL→M(L+1) (oraz ML+1(1)
L+1 ) pozostają skończone.

Na rysunkach 8–11 zostały przedstawione multipolowe podatności krzyżowe αL−1EL→M(L−1) dla

2 6 L 6 5, a na rysunkach 12–15 podatności krzyżowe αL+1EL→M(L+1) dla 1 6 L 6 4. Ich wartości

wykreślono w funkcji liczby atomowej Z. W przypadku podatności αL−1EL→M(L−1) zależności kwazi-
relatywistyczne zostały przedstawione tylko w obszarze, gdzie wielkość ta jest dodatnia (przy du-
żych Z te przybliżone formuły tracą sens fizyczny). Dla podatności αL−1EL→M(L−1) wykreślono tylko
zależności relatywistyczne i kwazi-relatywistyczne, ponieważ w granicy nierelatywistycznej wielko-
ści te są równe zero. W rozdziale 11 pokażemy, że podatności krzyżowe αL∓1EL→M(L∓1) są tożsame z
innymi podatnościami krzyżowymi. Wówczas stanie się jasne, że przedstawione w tym podrozdziale
wykresy i tabele opisują również całą rodzinę pokrewnych wielkości.
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Rys. 8: Statyczna podatność krzyżowa α1E2→M1 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ2M1→E2 wyznaczona w rozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.36) z L = 2 i kwazi-
relatywistycznej (6.43).
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Rys. 9: Statyczna podatność krzyżowa α2E3→M2 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ3M2→E3 wyznaczona w rozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.36) z L = 3 i kwazi-
relatywistycznej (6.44).
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Rys. 10: Statyczna podatność krzyżowa α3E4→M3 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ4M3→E4 wyznaczona w rozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.36) z L = 4 i kwazi-
relatywistycznej (6.45).
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Rys. 11: Statyczna podatność krzyżowa α4E5→M4 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ5M4→E3 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.36) z L = 5 i kwazi-
relatywistycznej (6.46).
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Rys. 12: Statyczna podatność krzyżowa α2E1→M2 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ1M2→E1 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.38), kwazi-relatywistycznej
(6.48) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 1.
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Rys. 13: Statyczna podatność krzyżowa α3E2→M3 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ2M3→E2 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.37), kwazi-relatywistycznej
(6.49) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 2.
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Rys. 14: Statyczna podatność krzyżowa α4E3→M4 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ3M4→E3 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.37), kwazi-relatywistycznej
(6.50) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 3.
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Rys. 15: Statyczna podatność krzyżowa α5E4→M5 (lub tożsama jej statyczna podatność krzyżowa
χ4M5→E4 wyznaczona w podrozdziale 11.2) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym
jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (6.37), kwazi-relatywistycznej
(6.51) i nierelatywistycznej (6.53) z L = 4.

Numeryczne wartości elektryczno-magnetycznych podatności krzyżowych αL−1EL→M(L−1) dla

2 6 L 6 5 oraz αL+1EL→M(L+1) dla 1 6 L 6 4, wyznaczone dla wybranych wartości liczby ato-
mowej Z w oparciu o formuły analityczne (6.36) oraz (6.37), zostały podane w tabelach 6 i 7.
Użyto najnowszej wartości odwrotności stałej struktury subtelnej [129] wraz z uwzględnienie jej
niepewności pomiarowej.
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6.3 Elektryczno-magnetyczne podatności krzyżowe pól bliskich

Rozważmy teraz przypadek pól bliskich, tj. p = −λ−1 w równaniu (6.34). Wówczas uzyskujemy
elektryczno-magnetyczne podatności pól bliskich w formie

α−λ−1EL→Mλ =
αaL−λ0
ZL−λ

(λ+ 1)(λ− L)Γ(2γ1 − λ+ L+ 1)
2L−λ−1(κλ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1 +
λ[γ1(κλ + 1) + L+ 1]Γ(γκλ + γ1 − λ)Γ(γκλ + γ1 + L+ 1)

(γκλ − γ1 + 1)Γ(2γ1 − λ+ L+ 1)Γ(2γκλ + 1)

× 3F2

(
γκλ − γ1 + λ+ 1, γκλ − γ1 − L, γκλ − γ1 + 1

γκλ − γ1 + 2, 2γκλ + 1
; 1

)}
(λ = L∓ 1; λ 6= 0). (6.54)

Pamiętając o tożsamości (5.55), powyższą formułę możemy uprościć do postaci

α−λ−1EL→Mλ =
αaL−λ0
ZL−λ

(λ+ 1)(λ− L)Γ(2γ1 − λ+ L+ 1)
2L−λ−1(κλ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1 +
λ[γ1(κλ + 1) + L+ 1]

(γκλ − γ1 + 1)(γκλ + γ1 − λ)

×3F2

(
−λ+ 1, 1, γκλ − γ1 − L

γκλ − γ1 + 2, γκλ + γ1 − λ+ 1
; 1

)}
(λ = L∓ 1; λ 6= 0). (6.55)

Stąd znajdujemy analityczne wyrażenie na statyczne multipolowe elektryczno-magnetyczne podat-
ności krzyżowe pól bliskich

α−LEL→M(L−1) = −αa0
Z

L(2γ1 + 1)
(L+ 1)(4L2 − 1)

[
1 +

(L2 − 1)(γ1 + 1)
(γL − γ1 + 1)(γL + γ1 − L+ 1)

× 3F2

(
−L+ 2, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 2
; 1

)]
(L 6= 1) (6.56)

oraz

α−L−2EL→M(L+1) = −αZ
a0

2(L+ 2)
L(2L+ 1)(2L+ 3)γ1

[
1− (L+ 1)(Lγ1 − L− 1)

(γL+1 − γ1 + 1)(γL+1 + γ1 − L− 1)

× 3F2

(
−L, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L
; 1

)]
(
Z < α−1

√
(2L+ 1)(2L+ 3)

2(L+ 1)

)
, (6.57)

gdzie ograniczenie na liczbę atomową Z wynika ze zbieżności całek radialnych w formule (6.24) i
zostało szerzej omówione w dodatku E. Autorowi nie jest znane by wielkości (6.56) oraz (6.57) były
kiedykolwiek wcześniej rozpatrywane przez innych badaczy.

Szczególna postać uogólnionej funkcji hipergeometrycznej 3F2(1) pozwala nam (podobnie jak
w rozdziale 5.3) przedstawić powyższe wyrażenia w postaci elementarnej (dla konkretnej wartości
L rzędu pola zaburzającego). W przypadku podatności α−LEL→M(L−1) dla 2 6 L 6 4 uzyskamy

α−2E2→M1 = −αa0
Z

2γ1 + 1
9

, (6.58)

α−3E3→M2 = −αa0
Z

3(2γ1 + 1)(2γ1 + 5)
28(2γ1 + 7)

, (6.59)
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α−4E4→M3 = −αa0
Z

2(2γ1 + 1)(68γ21 + 483γ1 + 709)
315(γ1 + 7)(4γ1 + 11)

, (6.60)

α−5E5→M4 = −αa0
Z

5(2γ1 + 1)(52γ31 + 736γ21 + 2909γ1 + 3233)
594(γ1 + 5)(2γ1 + 5)(2γ1 + 23)

, (6.61)

natomiast dla α−L−2EL→M(L+1) z 1 6 L 6 4 otrzymujemy

α−3E1→M2 = −αZ
a0

6(3γ1 + 1)
5γ1(γ1 + 1)(4γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
15
4

)
, (6.62)

α−4E2→M3 =
αZ

a0

16(6γ31 − γ21 − 36γ1 − 14)
35γ1(γ1 + 1)(2γ1 + 7)(6γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
35
6

)
, (6.63)

α−5E3→M4 =
αZ

a0

50(32γ41 + 164γ31 − 53γ21 − 584γ1 − 231)
189γ1(γ1 + 1)(γ1 + 7)(4γ1 + 11)(8γ1 − 1)

(
Z < α−1

3
√

7
8

)
, (6.64)

α−6E4→M5 =
αZ

a0

2(60γ51 + 744γ41 + 2065γ31 − 964γ21 − 5905γ1 − 2300)
11γ1(γ1 + 1)(γ1 + 5)(2γ1 + 5)(2γ1 + 23)(10γ1 − 1)

(
Z < α−1

3
√

11
10

)
.

(6.65)
W celu wyznaczenia granicy kwazi-relatywistycznej wzorów (6.56) i (6.57) posłużymy się rów-

naniami (5.39) i (5.40). Uzyskamy następujące przybliżenia:

3F2

(
−L+ 2, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 2
; 1

)

' 4L+ 1
3(L+ 1)

− (αZ)2
L− 2

6L(L+ 1)

[
2L2 + L− 7

3(L+ 1)
+

(L− 1)(L− 3)
4(L+ 2) 3F2

(
−L+ 4, 1, 1
L+ 3, 5

; 1

)]
(6.66)

oraz

3F2

(
−L, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L
; 1

)
' 1− (αZ)2

L2

4(L+ 1)(L+ 2) 3
F2

(
−L+ 1, 1, 1
L+ 3, 3

; 1

)
.

(6.67)

Z pomocą tożsamości [85, równania (E.1) i (E.11)]

3F2

(
−L+ 4, 1, 1
L+ 3, 5

; 1

)
=

8(L+ 2)(4L2 − 1)
(L− 1)(L− 2)(L− 3)

[ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 2)]− 2(L+ 2)(32L− 19)
3(L− 2)(L− 3)

(6.68)

oraz

3F2

(
−L+ 1, 1, 1
L+ 3, 3

; 1

)
=

4(L+ 2)
L

[ψ(2L+ 2)− ψ(L+ 2)]− 2(L+ 2)
L+ 1

(6.69)

możemy przepisać je odpowiednio w postaci

3F2

(
−L+ 2, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 2
; 1

)

' 4L+ 1
3(L+ 1)

− (αZ)2
4L2 − 1

3L(L+ 1)

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− 7(L+ 1)(4L− 3)

12(4L2 − 1)

]
(6.70)

oraz

3F2

(
−L, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L
; 1

)
' 1− (αZ)2

L

L+ 1

[
ψ(2L+ 2)− ψ(L+ 2)− L

2(L+ 1)

]
.

(6.71)

64

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


W konsekwencji zastosowanie formuł (5.39), (6.70) i (6.71) do wyrażeń (6.56) i (6.57) pozwala nam
otrzymać odpowiednie kwazi-relatywistyczne przybliżenia, tj.

α−LEL→M(L−1) ' −
αa0
Z

1
L+ 1

{
1− (αZ)2

L− 1
L

[
ψ(2L)− ψ(L)− L(4L2 − 3L− 5)

4(L− 1)(4L2 − 1)

]}
(L 6= 1), (6.72)

przy czym dla 2 6 L 6 5 uzyskamy

α−2E2→M1 ' −
αa0
Z

1
3

[
1− 1

3
(αZ)2

]
, (6.73)

α−3E3→M2 ' −
αa0
Z

1
4

[
1− 23

63
(αZ)2

]
, (6.74)

α−4E4→M3 ' −
αa0
Z

1
5

[
1− 1931

5040
(αZ)2

]
, (6.75)

α−5E5→M4 ' −
αa0
Z

1
6

[
1− 13669

34650
(αZ)2

]
. (6.76)

Z kolei

α−L−2EL→M(L+1) ' −αZ
a0

4(L+ 2)
L(2L+ 1)(2L+ 3)

×
{

1− (αZ)2
L

2(L+ 1)

[
ψ(2L+ 2)− ψ(L+ 1)− (L+ 1)(L+ 4)

2L

]}
, (6.77)

gdzie dla 1 6 L 6 4 otrzymujemy

α−3E1→M2 ' −
αZ

a0

4
5

[
1 +

25
24

(αZ)2
]
, (6.78)

α−4E2→M3 ' −
αZ

a0

8
35

[
1 +

223
180

(αZ)2
]
, (6.79)

α−5E3→M4 ' −
αZ

a0

20
189

[
1 +

1641
1120

(αZ)2
]
, (6.80)

α−6E4→M5 ' −
αZ

a0

2
33

[
1 +

10721
6300

(αZ)2
]
. (6.81)

Warto jeszcze podać wyrażenia nierelatywistyczne, wynikające bezpośrednio z równań (6.72) i
(6.77), tj.

α
−L(nr)
EL→M(L−1) = −αa0

Z

1
L+ 1

(L 6= 1) (6.82)

oraz

α
−L−2(nr)
EL→M(L+1) = −αZ

a0

4(L+ 2)
L(2L+ 1)(2L+ 3)

. (6.83)

Widzimy tu, że w odróżnieniu od podatności krzyżowych pól dalekich (rozdział 6.2), w tym przy-
padku obie podatności w granicy nierelatywistycznej są niezerowe (podobnie jak odpowiadające im
momenty magnetyczne pól bliskich).

Na rysunkach 16–19 przedstawiono wartości podatności (w funkcji liczby atomowej Z)12

α−LEL→M(L−1) dla 2 6 L 6 5, a na rysunkach 20–23 podatności α−L−2EL→M(L+1) dla 1 6 L 6 4.
Porównano formuły relatywistyczne, kwazi-relatywistyczne i nierelatywistyczne. Dla podatności
α−LEL→M(L−1) efekty relatywistyczne powodują spadek wartości bezwzględnej tej wielkości względem

nierelatywistycznego odpowiednika. W przypadku wielkości α−L−2EL→M(L+1) sytuacja ta jest odwrotna.

12W niniejszej rozprawie dla wszystkich podatności zmieniających znak (wraz ze wzrostem liczby Z) wykreślamy
ich wartość bezwzględną. Natomiast wielkości, które są stale ujemne, przedstawiamy z przeciwnym znakiem.
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Rys. 16: Statyczna podatność krzyżowa α−2E2→M1 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.58), kwazi-relatywistycznej (6.73) i nierelatywistycznej (6.82).
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Rys. 17: Statyczna podatność krzyżowa α−3E3→M2 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.59), kwazi-relatywistycznej (6.74) i nierelatywistycznej (6.82).
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Rys. 18: Statyczna podatność krzyżowa α−4E4→M3 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.60), kwazi-relatywistycznej (6.75) i nierelatywistycznej (6.82).
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Rys. 19: Statyczna podatność krzyżowa α−5E5→M4 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.61), kwazi-relatywistycznej (6.76) i nierelatywistycznej (6.82).
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Rys. 20: Statyczna podatność krzyżowa α−3E1→M2 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.62), kwazi-relatywistycznej (6.78) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 1.
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Rys. 21: Statyczna podatność krzyżowa α−4E2→M3 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.63), kwazi-relatywistycznej (6.79) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 2.
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Rys. 22: Statyczna podatność krzyżowa α−5E3→M4 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.64), kwazi-relatywistycznej (6.80) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 3.
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Rys. 23: Statyczna podatność krzyżowa α−6E4→M5 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (6.65), kwazi-relatywistycznej (6.81) i nierelatywistycznej (6.83) z L = 4.
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7 Indukowane multipolowe magnetyczne momenty toroidalne i
związane z nimi podatności krzyżowe

7.1 Uogólnione toroidalne momenty multipolowe

W rozdziale 2 wskazaliśmy, że w rozwinięciach multipolowych potencjału wektorowego oprócz
momentów magnetycznych pojawiają się także momenty toroidalne. Teraz zajmiemy się tą ostatnią
rodziną uogólnionych momentów multipolowych mogących wyindukować się w atomie. Z definicji
(2.16) otrzymujemy indukowane momenty toroidalne

T p(1)λµ =
1

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)r · j(1)(r) (p = λ,−λ− 1), (7.1)

a korzystając z wyrażenia na wyindukowany prąd elektryczny (6.2), dochodzimy do

T p(1)λµ = − ec

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)r ·
[
Ψ(0)†(r)αΨ(1)(r) + Ψ(1)†(r)αΨ(0)(r)

]
(p = λ,−λ− 1). (7.2)

Postępując w znany już sposób, powyższe równanie możemy przepisać w postaci

T p(1)λµ = T̃ p(1)λµ + (−)µT̃ p(1)∗λ,−µ (p = λ,−λ− 1), (7.3)

gdzie

T̃ p(1)λµ = − ec

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rp+1Yλµ(nr)Ψ(0)†(r)nr ·αΨ(1)(r) (p = λ,−λ− 1). (7.4)

Następnie, biorąc pod uwagę pierwszą poprawkę do funkcji falowej (4.15), uzyskamy

T̃ p(1)λµ =
e2c

p+ 1
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

C(1)∗LM

×
∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†(r)rp+1nr ·αYλµ(nr)Ḡ(0)(r, r′)r′LYLM (n′r)Ψ
(0)(r′)

(p = λ,−λ− 1). (7.5)

Ponadto, uwzględniwszy funkcję falową daną równaniami (3.5) i (3.9) oraz funkcję Greena (4.16),
dochodzimy do

T̃ p(1)λµ = − i(4πε0)c
p+ 1

4π√
(2λ+ 1)(2L+ 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L∑
M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM

×
[
〈Ω1m|Yλµnr · σΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rp+1ḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+〈Ω1m|Yλµnr · σΩκmκ〉〈Ω−κmκ |YLM ′Ω1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rp+1ḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

−〈Ω−1m|Yλµnr · σΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rp+1ḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

−〈Ω−1m|Yλµnr · σΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |YLM ′Ω1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rp+1ḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1). (7.6)
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W kolejnym kroku zastosujemy tożsamości (B.7) i (C.2), co daje nam

T̃ p(1)λµ =
i(4πε0)c
p+ 1

4π√
(2λ+ 1)(2L+ 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L∑
M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM

×〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLM ′Ω−1m′〉

×
[ ∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rp+1ḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rp+1ḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

−
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rp+1ḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

−
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rp+1ḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1), (7.7)

a w bardziej zwartej postaci

T̃ p(1)λµ =
i(4πε0)c
p+ 1

4π√
(2λ+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)

×
L∑

M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′C
(1)∗
LM 〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

(p = λ,−λ− 1), (7.8)

gdzie R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)
zostało zdefiniowane poprzez równanie (4.27). Wykonamy teraz całko-

wania po zmiennych kątowych w oparciu o formułę (C.12), uzyskując

T̃ p(1)λµ = δλL(4πε0)c
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
i sgn(κ)

(p+ 1)(2L+ 1)2
R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)

×
{[
κ+ µ

(
|a1/2|2 − |a−1/2|2

)]
C(1)Lµ +

√
(L− µ)(L+ µ+ 1) a1/2a

∗
−1/2C

(1)
L,µ+1

+
√

(L+ µ)(L− µ+ 1) a∗1/2a−1/2C
(1)
L,µ−1

}
(p = λ,−λ− 1). (7.9)

Pamiętając o relacji (7.3), otrzymujemy

T p(1)λµ = T p(1)λµ δλL (p = λ,−λ− 1), (7.10)

gdzie

T p(1)Lµ = (4πε0)c
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
2i sgn(κ)

(p+ 1)(2L+ 1)2
R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)

×
[
µ
(
|a1/2|2 − |a−1/2|2

)
C(1)Lµ +

√
(L− µ)(L+ µ+ 1) a1/2a

∗
−1/2C

(1)
L,µ+1

+
√

(L+ µ)(L− µ+ 1) a∗1/2a−1/2C
(1)
L,µ−1

]
(p = L,−L− 1). (7.11)
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W powyższym równaniu możemy dostrzec składowe (3.31) wektora ν. Tym samym

T p(1)Lµ = (4πε0)c
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
2i sgn(κ)

(p+ 1)(2L+ 1)2
R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)

×
[
µ ν0C(1)Lµ +

√
1
2(L− µ)(L+ µ+ 1) ν−1C(1)L,µ+1 −

√
1
2(L+ µ)(L− µ+ 1) ν1C(1)L,µ−1

]
(p = L,−L− 1). (7.12)

Korzystając z formuły (6.17) i odpowiednich wartości współczynników Clebscha–Gordana z do-
datku A (tabela 11), uzyskamy

−
√
L(L+ 1)

{
ν ⊗ C(1)L

}
Lµ

= µ ν0C(1)Lµ +
√
1
2(L− µ)(L+ µ+ 1) ν−1C(1)L,µ+1

−
√
1
2(L+ µ)(L− µ+ 1) ν1C(1)L,µ−1 (7.13)

i ostatecznie

T p(1)Lµ = −(4πε0)c
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
2i sgn(κ)

(p+ 1)(2L+ 1)2

√
L(L+ 1)

×R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

){
ν ⊗ C(1)L

}
Lµ

(p = L,−L− 1). (7.14)

Pokazaliśmy zatem, że choć izolowany atom wodoropodobny nie posiada stałych momentów to-
roidalnych (3.41), to momenty tego typu są indukowane przez multipolowe pole elektryczne dane
wzorem (4.1). Ich rząd multipola odpowiada multipolowości pola zaburzającego, co ilustruje po-
wyższe równanie.

Pozostaje nam teraz wykonać całkowania po zmiennych radialnych w wyrażeniu

R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)
=

∞∑
nr=−∞

1

µ
(0)
nrκ − 1

∫ ∞
0

dr rp+1
[
Q(0)(r)S(0)nrκ(r)− P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′L
[
µ(0)nrκP

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) +Q(0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]
. (7.15)

W tym celu skorzystamy z formuły (D.20), otrzymując

R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)
=

αap+L+20

Zp+L+2
Γ(γκ + γ1 + p+ 2)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+3Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p− 1)Γ(γκ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 2)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
[(
γ1
|nr|+ γκ − γ1 − L− 1

Nnrκ + κ
− 1

)
+

Nnrκ + 1
|nr|+ γκ − γ1

( |nr|+ γκ − γ1 − L− 1
Nnrκ + κ

− γ1
)]

. (7.16)

Podobnie jak w poprzednich rozdziałach, rozbijemy powyższe wyrażenie na osobne składniki, a
następnie w standardowy już sposób przekształcimy każdy z nich z osobna, tj.

R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)
=
αap+L+20

Zp+L+2
Γ(γκ + γ1 + p+ 2)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+3Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p− 1)Γ(γκ − γ1 − L)

4∑
k=1

Sk,

(7.17)
gdzie

S1 =
∞∑

nr=−∞

γ1Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 2)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

= 0, (7.18a)
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S2 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 2)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2Γ(nr + γκ − γ1 − p− 2)Γ(nr + γκ − γ1 − L− 1)
(nr − 1)!Γ(nr + 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ + 1)

, (7.18b)

S3 =
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 2)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ)

=
∞∑

nr=0

2Γ(nr + γκ − γ1 − p− 2)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
(nr − 1)!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ)

=
∞∑

nr=0

2Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L+ 1)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

=
∞∑

nr=0

2Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ + 1)

−
∞∑

nr=0

2(L+ 1)Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

, (7.18c)

S4 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)(Nnrκ + κ)γ1Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p− 2)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2(κ+ 1)γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p− 2)Γ(nr + γκ − γ1 − L− 1)
(nr − 1)!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ)

= −
∞∑

nr=0

2(κ+ 1)γ1Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

. (7.18d)

Po zsumowaniu powyższych składników, tj. wzorów (7.18a)–(7.18d), na podstawie (7.17), uzysku-
jemy

R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)
= −αa

p+L+2
0

Zp+L+2
[γ1(κ+ 1) + L+ 1] Γ(γκ + γ1 + p+ 2)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p− 1)Γ(γκ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=0

Γ(nr + γκ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ + 1)

, (7.19)

a następnie, stosując relacje (5.24)–(5.27), dochodzimy do

R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
P (0), Q(0)

)
= −αa

p+L+2
0

Zp+L+2
[γ1(κ+ 1) + L+ 1]Γ(γκ + γ1 + p+ 2)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2(γκ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 − p− 1, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)
. (7.20)

Tym samym, pamiętając o równaniu (7.14), możemy podać wyrażenie na indukowane uogólnione
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momenty toroidalne

T p(1)Lµ = i(4πε0)c
αap+L+20

Zp+L+2

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
sgn(κ)

(p+ 1)(2L+ 1)2

√
L(L+ 1)

× [γ1(κ+ 1) + L+ 1]Γ(γκ + γ1 + p+ 2)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
2p+L+1(γκ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 − p− 1, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

){
ν ⊗ C(1)L

}
Lµ

(p = L,−L− 1). (7.21)

Zdefiniujemy teraz atomowe uogólnione multipolowe elektryczno-toroidalne podatności krzy-
żowe αpEL→TL poprzez relację

Tp(1)L = i(4πε0)c α
p
EL→TL

√
L(L+ 1)

{
ν ⊗ C(1)L

}
L

(p = L,−L− 1), (7.22)

gdzie Tp(1)L jest tensorem o składowych T p(1)Lµ , natomiast

αpEL→TL =
αap+L+20

Zp+L+2

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκL + δκ,−L−1)
sgn(κ)

(p+ 1)(2L+ 1)2

× [γ1(κ+ 1) + L+ 1]Γ(γκ + γ1 + p+ 2)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
2p+L+1(γκ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 − p− 1, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)
(p = L,−L− 1).

(7.23)

W dwóch kolejnych podrozdziałach powyższa wielkość zostanie poddana głębszej analizie. Rozpa-
trzymy osobno przypadki pól dalekich i bliskich.

7.2 Elektryczno-toroidalne podatności krzyżowe pól dalekich

W pierwszej kolejności przyjrzymy się dokładniej obszarowi pól dalekich. Wówczas równanie
(7.23) z p = L przyjmie postać

αLEL→TL = αLEL→TL,L + αLEL→TL,−L−1, (7.24)

gdzie

αLEL→TL,κ =
αa2L+20

Z2L+2
sgn(κ)[γ1(κ+ 1) + L+ 1]Γ(γκ + γ1 + L+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 2)

22L+1(L+ 1)(2L+ 1)2(γκ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 − L− 1, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)
. (7.25)

Tym samym, składowe w wyrażeniu (7.24) przyjmą postać

αLEL→TL,L =
αa2L+20

Z2L+2
(γ1 + 1)Γ(γL + γ1 + L+ 1)Γ(γL + γ1 + L+ 2)

22L+1(2L+ 1)2(γL − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γL + 1)

× 3F2

(
γL − γ1 − L− 1, γL − γ1 − L, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)
(7.26a)

oraz

αLEL→TL,−L−1 =
αa2L+20

Z2L+2
(Lγ1 − L− 1)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 2)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 1)

22L+1(L+ 1)(2L+ 1)2(γL+1 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γL+1 − γ1 − L− 1, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)
. (7.26b)
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Wstawiając dwa powyższe równania do wzoru (7.24), otrzymujemy analityczną formułę na sta-
tyczną multipolową elektryczno-toroidalną podatność krzyżową pól dalekich

αLEL→TL =
αa2L+20

Z2L+2
1

22L+1(2L+ 1)2Γ(2γ1 + 1)

×
{

(γ1 + 1)Γ(γL + γ1 + L+ 1)Γ(γL + γ1 + L+ 2)
(γL − γ1 + 1)Γ(2γL + 1)

× 3F2

(
γL − γ1 − L− 1, γL − γ1 − L, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)

+
(Lγ1 − L− 1)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 1)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 2)

(L+ 1)(γL+1 − γ1 + 1)Γ(2γL+1 + 1)

× 3F2

(
γL+1 − γ1 − L− 1, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)}
. (7.27)

Autorowi nie jest znane, by wcześniej ktokolwiek inny rozważał wielkość (7.27) dla dowolnego L.
Dla zaburzającego pola dipolowego (L = 1) równanie (7.27) zredukuje się do

α1E1→T1 =
αa40
Z4

[
(γ1 + 1)3(2γ1 + 1)

18
+

(γ1 − 2)Γ(γ2 + γ1 + 2)Γ(γ2 + γ1 + 3)
144(γ2 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γ2 + 1)

× 3F2

(
γ2 − γ1 − 2, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 + 1

γ2 − γ1 + 2, 2γ2 + 1
; 1

)]
. (7.28)

Ten szczególny przypadek rozpatrywano w sposób przybliżony w pracy Lewisa i Blindera [89], a
w sposób dokładny w artykule Mielewczyka i Szmytkowskiego [90], gdzie otrzymano następujący
rezultat:

α1E1→T1 =
αa40
Z4

[
(γ1 + 1)(2γ1 + 1)(8γ31 + 54γ21 + 67γ1 + 18)

864

− (γ1 − 2)(4γ1 + 1)Γ2(γ2 + γ1 + 2)
576(γ2 − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γ2 + 1) 3

F2

(
γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1

γ2 − γ1 + 1, 2γ2 + 1
; 1

)]
.

(7.29)

Formuła (7.29) odpowiada równaniu (4.32) w pracy [90], gdzie τ = cα1E1→T1. Choć wstawienie
L = 1 do równań (7.26a) i (7.26b) nie odtwarza formuł (4.24) i (4.31) w pracy [90], to w obu
przypadkach sumy tych składowych są takie same. Ten pozorny paradoks wynika z zastosowania
dwóch różnych reprezentacji całkowych momentów toroidalnych13. Równość prawych stron (7.28)
oraz (7.29) można pokazać, wykorzystując tożsamość:

3F2

(
a1, a2, a3
a3 + 1, b

; 1

)
=

[
1− (a1 − a3 − 1)(a2 − a3 − 1)

(a1 − 1)(b− a1)

]
Γ(b)Γ(b− a1 − a2 + 1)

(b− a3 − 1)Γ(b− a1)Γ(b− a2)

− (a1 − a3 − 1)(a1 − a3 − 2)(a2 − a3 − 1)
(a1 − 1)(a3 + 1)(b− a3 − 1)

× 3F2

(
a1 − 1, a2, a3 + 1

a3 + 2, b
; 1

)
[Re(b− a1 − a2) > 1], (7.30)

wyprowadzoną w oparciu o równanie (5.26).

13W pracy [85, dodatek C] wyprowadzono poszczególne reprezentacje całkowe multipolowych momentów toroidal-
nych i pokazano, że są sobie tożsame.
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Analogicznie jak w rozdziałach 5 i 6, znajdziemy teraz kwazi-relatywistyczne przybliżenie dla
wyrażeń (7.26a) i (7.26b). Biorąc pod uwagę relacje (5.39) i (5.40), możemy pokazać, że

3F2

(
γL − γ1 − L− 1, γL − γ1 − L, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)

' 2L2 + 5L+ 1
(L+ 1)(2L+ 1)

− (αZ)2
12L5 + 32L4 − 15L3 − 68L2 − 17L+ 8

4L(L+ 1)2(L+ 2)(2L+ 1)2
, (7.31)

a idąc dalej, otrzymamy

αLEL→TL,L ' αa2L+20

Z2L+2
(2L2 + 5L+ 1)(2L)!

22LL(2L+ 1)

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L+ 2)− ψ(2)− 2L6 − L5 − 26L4 − 31L3 + 4L+ 4

4L2(L+ 1)(L+ 2)(2L2 + 5L+ 1)

]}
.

(7.32a)

Z kolei, w celu znalezienia aproksymacji (7.26b), wykorzystujemy przybliżenie uogólnionej funkcji
hipergeometrycznej (6.41) oraz ponownie równania (5.39) i (5.40), uzyskując

αLEL→TL,−L−1 ' −αa
2L+2
0

Z2L+2
(2L+ 3)(2L)!

22L+1(L+ 1)(2L+ 1)

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L+ 2)− ψ(2)− 2L5 + 13L4 + 27L3 + 18L2 − 3L− 4

2(L+ 1)2(L+ 2)(2L+ 3)

]}
.

(7.32b)

W oparciu o równania (7.32a), (7.32b) i (7.24) możemy podać wyrażenie na kwazi-relatywistyczną
multipolową elektryczno-toroidalną podatność krzyżową pól dalekich

αLEL→TL ' αa2L+20

Z2L+2
(L+ 2)(2L+ 1)!
22L+1L(L+ 1)

{
1− (αZ)2

[
ψ(2L+ 3)− ψ(2)

+
6L7 + 29L6 + 49L5 + 32L4 − L3 − 16L2 − 12L− 4

2L2(L+ 1)2(L+ 2)2(2L+ 1)2

]}
. (7.33)

Poszczególne przybliżenia wyznaczone ze wzoru (7.33) dla 1 6 L 6 4 są następujące:

α1E1→T1 '
αa40
Z4

9
8

[
1− 785

648
(αZ)2

]
, (7.34)

α2E2→T2 '
αa60
Z6

5
2

[
1− 11591

7200
(αZ)2

]
, (7.35)

α3E3→T3 '
αa80
Z8

525
32

[
1− 654611

352800
(αZ)2

]
, (7.36)

α4E4→T4 '
αa100
Z10

1701
8

[
1− 8356217

4082400
(αZ)2

]
. (7.37)

Bezpośrednio z równania (7.33) możemy uzyskać wynik nierelatywistyczny, tj.

α
L(nr)
EL→TL =

αa2L+20

Z2L+2
(L+ 2)(2L+ 1)!
22L+1L(L+ 1)

, (7.38)

który również nie był dotychczas dostępny w literaturze.
Rysunki 24–27 przestawiają statyczne elektryczno-toroidalne podatności krzyżowe αLEL→TL

(1 6 L 6 4) w funkcji liczby atomowej Z dla formuł relatywistycznych, kwazi-relatywistycznych
(z pominięciem dużych Z) i nierelatywistycznych. Wyraźnie widzimy, że efekty relatywistyczne
wzrastają dla coraz większych Z.
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Rys. 24: Statyczna podatność krzyżowa α1E1→T1 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (7.28), kwazi-
relatywistycznej (7.34) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 1.
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Rys. 25: Statyczna podatność krzyżowa α2E2→T2 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (7.27), kwazi-
relatywistycznej (7.35) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 2.
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Rys. 26: Statyczna podatność krzyżowa α3E3→T3 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (7.27), kwazi-
relatywistycznej (7.36) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 3.
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Rys. 27: Statyczna podatność krzyżowa α4E4→T4 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (7.27), kwazi-
relatywistycznej (7.37) i nierelatywistycznej (7.38) z L = 4.

W tabeli 8 przedstawiono wyniki numeryczne wyznaczone z analitycznej formuły (7.27) dla
1 6 L 6 4, przy czym w wynikach uwzględniono niepewność pomiarową odwrotności stałej struk-
tury subtelnej [129].
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7.3 Elektryczno-toroidalne podatności krzyżowe pól bliskich

Rozważymy teraz przypadek pól bliskich. Wówczas z równania (7.23) dla p = −L−1 otrzymamy
multipolowe elektryczno-toroidalne podatności krzyżowe pól bliskich

α−L−1EL→TL = α−L−1EL→TL,L + α−L−1EL→TL,−L−1, (7.39)

gdzie

α−L−1EL→TL,κ = −αa0
Z

sgn(κ)[γ1(κ+ 1) + L+ 1]Γ(γκ + γ1 − L+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
L(2L+ 1)2(γκ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

× 3F2

(
γκ − γ1 + L, γκ − γ1 − L, γκ − γ1 + 1

γκ − γ1 + 2, 2γκ + 1
; 1

)
. (7.40)

Wyrażenie to możemy uprościć, stosując tożsamość (5.55). Uzyskamy wówczas

α−L−1EL→TL,κ = −αa0
Z

sgn(κ)(2γ1 + 1)[γ1(κ+ 1) + L+ 1]
L(2L+ 1)2(γκ − γ1 + 1)(γκ + γ1 − L+ 1)

× 3F2

(
−L+ 2, 1, γκ − γ1 − L

γκ − γ1 + 2, γκ + γ1 − L+ 2
; 1

)
.

(7.41)

Dla poszczególnych dwóch wartości κ składowe te w jawnej formie przyjmą postać

α−L−1EL→TL,L = −αa0
Z

(L+ 1)(γ1 + 1)(2γ1 + 1)
L(2L+ 1)2(γL − γ1 + 1)(γL + γ1 − L+ 1)

× 3F2

(
−L+ 2, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 2
; 1

)
(7.42a)

oraz

α−L−1EL→TL,−L−1 = −αa0
Z

(2γ1 + 1)(Lγ1 − L− 1)
L(2L+ 1)2(γL+1 − γ1 + 1)(γL+1 + γ1 − L+ 1)

× 3F2

(
−L+ 2, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 2
; 1

)
. (7.42b)

Tym samym, z równań (7.39), (7.42a) i (7.42b) otrzymujemy wyrażenie na statyczną multipolową
elektryczno-toroidalną podatność krzyżową pól bliskich

α−L−1EL→TL = −αa0
Z

(L+ 1)(2γ1 + 1)
L(2L+ 1)2

{
γ1 + 1

(γL − γ1 + 1)(γL + γ1 − L+ 1)

× 3F2

(
−L+ 2, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 2
; 1

)

+
Lγ1 − L− 1

(L+ 1)(γL+1 − γ1 + 1)(γL+1 + γ1 − L+ 1)

× 3F2

(
−L+ 2, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 2
; 1

)}
. (7.43)

Możemy teraz wyznaczyć jawne wyrażenia na α−L−1EL→TL dla 1 6 L 6 4, przy czym gdy L > 2 obie
funkcje hipergeometryczne urywają się i można je przedstawić w postaci elementarnej. Jednakże w
przypadku dipolowym (L = 1) sytuacja jest inna: druga funkcja 3F2(1) pozostaje14. Tym samym,

α−2E1→T1 = −αa0
Z

1
9

[
(γ1 + 1)(4γ1 + 1)

2γ1
+

(γ1 − 2)(2γ1 + 1)
γ2 + γ1 + 3 3F2

(
1, 1, γ2 − γ1 − 1

γ2 − γ1 + 2, γ2 + γ1 + 1
; 1

)]
,

(7.44)
14Dzieje się tak dlatego, ponieważ w tym konkretnym przypadku uogólniona funkcja hipergeometryczna nie posiada

górnego argumentu będącego liczbą całkowitą niedodatnią i szereg definiujący tą funkcję pozostaje nieskończony.
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α−3E2→T2 = −αa0
Z

(2γ1 + 1)(2γ1 + 3)
20(2γ1 + 7)

, (7.45)

α−4E3→T3 = −αa0
Z

(γ1 + 1)(2γ1 + 1)(4γ21 + 34γ1 + 67)
21(γ1 + 7)(2γ1 + 7)(4γ1 + 11)

, (7.46)

α−5E4→T4 = −αa0
Z

(2γ1 + 1)(48γ51 + 1092γ41 + 8856γ31 + 31625γ21 + 48384γ1 + 23395)
216(γ1 + 5)(γ1 + 7)(2γ1 + 5)(2γ1 + 23)(4γ1 + 11)

. (7.47)

Kwazi-relatywistyczną granicę wyznaczamy podobnie, jak w poprzednich rozdziałach. W tym
celu szukamy przybliżenia funkcji 3F2(1) widocznej w równaniu (7.42b). W oparciu o wzory (5.39)
i (5.40) uzyskamy

3F2

(
−L+ 2, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 2
; 1

)

' 1− (αZ)2
L(L− 2)

8(L+ 1)(L+ 2) 3
F2

(
−L+ 3, 1, 1
L+ 3, 5

; 1

)
. (7.48)

Ponadto z tożsamości [85, równanie (E.11)], mamy

3F2

(
−L+ 3, 1, 1
L+ 3, 5

; 1

)
=

16(L+ 2)(2L+ 1)
(L− 1)(L− 2)

[ψ(2L)− ψ(L+ 2)]− 4(L+ 2)(16L2 + 17L+ 3)
3L(L2 − 1)

(7.49)
i w konsekwencji

3F2

(
−L+ 2, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L+ 2
; 1

)

' 1− (αZ)2
2L(2L+ 1)
L2 − 1

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− 16L2 + 21L− 1

12(L+ 1)(2L+ 1)

]
. (7.50)

Wykorzystując wyrażenia (5.39), (6.70) i (7.50) we wzorach (7.42a) i (7.42b), po drobnych prze-
kształceniach algebraicznych otrzymujemy

α−L−1EL→TL,L ' −αa0
Z

4L+ 1
L2(2L+ 1)2

×
{

1− (αZ)2
4L2 − 1
L(4L+ 1)

[
ψ(2L− 1)− ψ(L)− 4L2 − 3L− 4

4(4L2 − 1)

]}
(7.51a)

oraz

α−L−1EL→TL,−L−1 '
αa0
Z

1
L(L+ 1)(2L+ 1)2

×
{

1− (αZ)2
2L(2L+ 1)
L2 − 1

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− L(L+ 5)

4(2L+ 1)

]}
. (7.51b)

Tym samym, kwazi-relatywistyczną podatność krzyżową α−L−1EL→TL możemy podać w postaci

α−L−1EL→TL ' −αa0
Z

1
L2(L+ 1)

{
1− (αZ)2

2L4 − L3 − 3L2 − L+ 1
L(2L+ 1)(L2 − 1)

×
[
ψ(2L)− ψ(L)− L(L3 − L2 − 3L− 5)

4(2L4 − L3 − 3L2 − L+ 1)

]}
. (7.52)

W szczególnym przypadku L = 1 należy zastosować regułę de l’Hospitala oraz następujące tożsa-
mości dla pochodnej funkcji digamma (trigammy):

ψ′(1) =
π2

6
, ψ′(2) =

π2

6
− 1. (7.53)
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Wyrażenia kwazi-relatywistyczne na α−L−1EL→TL dla 1 6 L 6 4, wyznaczone z równania (7.52), są
następujące:

α−2E1→T1 ' −
αa0
Z

1
2

[
1−

(
3
4
− π2

18

)
(αZ)2

]
, (7.54)

α−3E2→T2 ' −
αa0
Z

1
12

[
1− 19

45
(αZ)2

]
, (7.55)

α−4E3→T3 ' −
αa0
Z

1
36

[
1− 343

720
(αZ)2

]
, (7.56)

α−5E4→T4 ' −
αa0
Z

1
80

[
1− 113623

226800
(αZ)2

]
. (7.57)

Możemy teraz przejść do granicy nierelatywistycznej, otrzymując

α
−L−1(nr)
EL→TL = −αa0

Z

1
L2(L+ 1)

, (7.58)

przy czym formuła ta wynika bezpośrednio z równania (7.52).
W celu porównania zachowania relatywistycznych, kwazi-relatywistycznych i nierelatywistycz-

nych statycznych podatności krzyżowych α−L−1EL→TL przedstawiono je na rysunkach 28–31 w funkcji
liczby atomowej Z. Jak widzimy, podatność α−2E1→T1 ponownie odbiega swym zachowaniem od
pozostałych wielkości z tej rodziny, tj. dla formuły relatywistycznej i dużych Z widoczne jest za-
hamowanie spadku i ponowny wzrost wartości bezwzględnej tej podatności. Wartości bezwzględne
pozostałych podatności z tej rodziny maleją w sposób monotoniczny wraz z rosnącym Z.

0 20 40 60 80 100 120 140
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10-2
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-
Α

E
1®

T
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-
2
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0L

nierelatywistyczna

kwazi-relatywistyczna

relatywistyczna

Rys. 28: Statyczna podatność krzyżowa α−2E1→T1 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (7.44), kwazi-relatywistycznej (7.54) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 1.
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Rys. 29: Statyczna podatność krzyżowa α−3E2→T2 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (7.45), kwazi-relatywistycznej (7.55) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 2.
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Rys. 30: Statyczna podatność krzyżowa α−4E3→T3 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (7.46), kwazi-relatywistycznej (7.56) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 3.
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Rys. 31: Statyczna podatność krzyżowa α−5E4→T4 (wzięta z przeciwnym znakiem) dla atomu jedno-
elektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły rela-
tywistycznej (7.47), kwazi-relatywistycznej (7.57) i nierelatywistycznej (7.58) z L = 4.

Przypomnijmy, że dla pola dipolowego (L = 1) formuła (7.43) nie daje się sprowadzić do
wyrażenia elementarnego, tylko przyjmuje postać (7.44). Wobec tego postanowiliśmy wyznaczyć
jej wartości numeryczne. Zostały one przedstawione w tabeli 9.

Tabela 9: Statyczna elektryczno-toroidalna dipolowa podatność krzyżowa pól bliskich α−2E1→T1
dla wybranych jonów wodoropodobnych, wyznaczona w oparciu o formułę (7.44). Uwzględniono
fakt, że wartość odwrotności stałej struktury subtelnej podana jest z niepewnością pomiarową, tj.
α−1 = 137.035999139(31) (CODATA 2014), gdzie widoczna w nawiasie niepewność dotyczy dwóch
ostatnich cyfr znaczących.

Z α−2E1→T1 (a0) Z α−2E1→T1 (a0)

1 −3.648 637 095 60 (83)×10−3 70 −4.936 532 365 3 (10)×10−5

2 −1.824 259 765 87 (41)×10−3 80 −4.246 284 894 89 (82)×10−5

5 −7.295 393 076 3 (17)×10−4 90 −3.702 640 402 24 (69)×10−5

10 −3.644 756 614 28 (82)×10−4 100 −3.264 717 305 27 (59)×10−5

20 −1.816 493 443 61 (41)×10−4 110 −2.911 520 845 76 (54)×10−5

30 −1.204 445 835 15 (27)×10−4 120 −2.646 549 207 67 (64)×10−5

40 −8.964 422 142 8 (20)×10−5 130 −2.584 633 095 9 (19)×10−5

50 −7.100 501 326 2 (15)×10−5 137 −1.413 712 75 (56)×10−4

60 −5.844 669 492 5 (13)×10−5
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8 Postaci asymptotyczne pól elektrycznych i magnetycznych in-
dukujących się w atomie

Pod koniec rozdziału 4 pokazaliśmy, że multipolowa polaryzowalność αL określa nam wartość
drugiej poprawki do energii poprzez formułę (4.35). Z drugiej strony, wszystkie wyznaczone przez
nas podatności multipolowe możemy teraz wykorzystać do kompleksowego opisu pól elektrycznych
i magnetycznych indukujących się w atomie wodoropodobnym na skutek obecności zewnętrznego
statycznego multipolowego pola elektrycznego (4.1). W dwóch poniższych podrozdziałach rozpa-
trzymy osobno pola dalekie i bliskie.

8.1 Pola dalekie

Zacznijmy od omówienia obszaru pól dalekich. Korzystając z równań (2.4), (2.8) i (5.32), wi-
dzimy, że w rozważanym przypadku wyindukuje się pole elektryczne o potencjale skalarnym

φ(1)(r) r→∞−→ αL

√
4π

2L+ 1
r−L−1

L∑
M=−L

C(1)LMY
∗
LM (nr), (8.1)

co odpowiada natężeniu pola

E(1)(r) r→∞−→ −αL
√

4π(L+ 1) r−L−2
L∑

M=−L
C(1)LMY

L+1∗
LM (nr), (8.2)

przy czym αL jest multipolową polaryzowalnością daną formułą (5.37).
Ponadto, z wyrażeń (2.14), (2.22), (6.32) i (7.22) wynika, że multipolowe pole elektryczne (4.1)

wyindukuje również pole magnetyczne o potencjale wektorowym

A(1)(r) r→∞−→
∑

λ=L∓1
ic−1αλEL→Mλ(1− δλ0)

√
4π(λ+ 1)
λ(2λ+ 1)

r−λ−1
λ∑

µ=−λ

{
ν ⊗ C(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Y λ∗
λµ (nr)

− ic−1αLEL→TL
√

4πL (L+ 1)r−L−2
L∑

M=−L

{
ν ⊗ C(1)L

}
LM

Y L+1∗
LM (nr), (8.3)

gdzie αλEL→Mλ oraz αLEL→TL są odpowiednimi podatnościami krzyżowymi danymi równaniami
(6.36), (6.37) oraz (7.27). Potencjał wektorowy (8.3) odpowiada indukcji magnetycznej

B(1)(r) r→∞−→ −
∑

λ=L∓1
c−1αλEL→Mλ(1− δλ0)

√
4π(λ+ 1) r−λ−2

λ∑
µ=−λ

{
ν ⊗ C(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Y λ+1∗
λµ (nr). (8.4)

8.2 Pola bliskie

W tożsamy sposób możemy teraz rozważyć przypadek pól bliskich, czyli obszaru, w którym
znajduje się jądro atomowe. Ponownie wykorzystamy wzory (2.4) oraz (5.32) i otrzymamy induko-
wane pole elektryczne o potencjale skalarnym

φ(1)(r) r→0−→ α−L−1EL→EL

√
4π

2L+ 1
rL

L∑
M=−L

C(1)LMY
∗
LM (nr) = −α−L−1EL→ELϕ

(1)
L (r), (8.5)

przy czym ϕ
(1)
L (r) jest potencjałem zewnętrznego pola zaburzającego danym wyrażeniem (4.1).

Korzystając z relacji (2.6) lub formuł (2.8) i (5.32), wyznaczamy natężenie wyindukowanego pola
elektrycznego

E(1)(r) r→0−→ −α−L−1EL→EL
√

4πL rL−1
L∑

M=−L
C(1)LMY

L−1∗
LM (nr) = −α−L−1EL→ELE

(1)
L (r), (8.6)
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gdzie

E(1)L (r) =
√

4πL rL−1
L∑

M=−L
C(1)LMY

L−1∗
LM (nr) (8.7)

jest natężeniem zewnętrznego pola elektrycznego o potencjale skalarnym danym wzorem (4.1).
Asymptotyczne formuły (8.5) i (8.6) są tożsame z tymi podanymi w pracach Feiocka i Johnsona [26]
oraz Kolba, Johnsona i Shorera [28], tj. widzimy, że multipolowe stałe ekranowania elektrycznego
α−L−1EL→EL są czynnikiem proporcjonalności pomiędzy zewnętrznym polem zaburzającym a polem
wyindukowanym w pobliżu jądra atomu.

W rozpatrywanym obszarze należy jeszcze rozważyć indukujące się pole magnetyczne. Z równań
(2.14), (2.22), (6.32) i (7.22) uzyskujemy indukowane pole magnetyczne o potencjale

A(1)(r) r→0−→ −
∑

λ=L∓1
ic−1α−λ−1EL→Mλ(1− δλ0)

√
4πλ

(λ+ 1)(2λ+ 1)
rλ

λ∑
µ=−λ

{
ν ⊗ C(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Y λ∗
λµ (nr)

− ic−1α−λ−1EL→TL

√
4π(L+ 1)LrL−1

L∑
M=−L

{
ν ⊗ C(1)L

}
LM

Y L−1∗
LM (nr) (8.8)

oraz indukcji magnetycznej

B(1)(r) r→0−→ −
∑

λ=L∓1
c−1α−λ−1EL→Mλ(1− δλ0)

√
4πλ rλ−1

λ∑
µ=−λ

{
ν ⊗ C(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Y λ−1∗
λµ (nr), (8.9)

przy czym odpowiednie podatności krzyżowe pól bliskich dane są formułami (6.56), (6.57) oraz
(7.43).
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Część III

Atom w multipolowym
polu magnetycznym
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9 Wprowadzenie15

9.1 Pierwszy rząd rachunku zaburzeń

W rozdziałach 4–7 rozważaliśmy jednoelektronowy atom Diraca w stanie podstawowym umiesz-
czony w multipolowym polu elektrycznym (4.1). W analogiczny sposób przeanalizujemy teraz od-
działywanie relatywistycznego atomu wodoropodobnego w stanie podstawowym ze słabym sta-
tycznym multipolowym polem magnetycznym, którego potencjał wektorowy możemy zapisać w
postaci16

A(1)L (r) = −i

√
4πL

(L+ 1)(2L+ 1)
rL

L∑
M=−L

D(1)∗LMY
L
LM (nr) (L > 1). (9.1)

Współczynniki D(1)LM określają wielkość i rozkład pola magnetycznego, przy czym dodatkowo speł-
niony jest warunek

D(1)∗LM = (−)MD(1)L,−M , (9.2)

zapewniający, żeA(1)L (r) jest potencjałem rzeczywistym. Operator energii oddziaływania pomiędzy
elektronem a polem zapisujemy w postaci

V
(1)
L (r) = −iec

√
4πL

(L+ 1)(2L+ 1)
rL

L∑
M=−L

D(1)∗LMα · Y
L
LM (nr) (L > 1), (9.3)

gdzie V (1)L można uznać za małe zaburzenie hamiltonianu izolowanego atomu. Tym samym, zagad-
nienie to można opisać niezależnym od czasu równaniem Diraca[

−ic~α ·∇+ βmec
2 − Ze2

(4πε0)r
+ V

(1)
L (r)− E

]
Ψ(r) = 0 (9.4a)

z warunkami brzegowymi
rΨ(r) r→0−→ 0, rΨ(r) r→∞−→ 0. (9.4b)

Postąpimy teraz w tożsamy sposób, jak w rozdziale 4. Dla zagadnienia (9.4) zastosujemy nieza-
leżny od czasu rachunek zaburzeń; przy wykorzystaniu relacji (4.5)–(4.8), dochodzimy do układu
równań

1/2∑
m′=−1/2

[
V
(1)
L,mm′ − E

(1)δmm′
]
am′ = 0

(
m = ±12

)
, (9.5)

gdzie w rozważanym przypadku

V
(1)
L,mm′ = −iec

√
4πL

(L+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

D(1)∗LM

∫
R3

d3rΨ(0)†m (r)rLα · Y L
LM (nr)Ψ

(0)
m′ (r), (9.6)

natomiast E(1) jest pierwszą poprawką do energii wynikającą z zaburzenia (9.3). W kolejnym kroku
korzystamy z funkcji falowej (3.9), otrzymując

V
(1)
L,mm′ = ec

√
4πL

(L+ 1)(2L+ 1)

∫ ∞
0

dr rLP (0)(r)Q(0)(r)
L∑

M=−L
D(1)∗LM

×
[
〈Ω−1m|σ · Y L

LMΩ1m′〉 − 〈Ω1m|σ · Y L
LMΩ−1m′〉

]
, (9.7)

15Począwszy od tego rozdziału redefiniujemy wszystkie wielkości, które pojawiły się w poprzednich rozdziałach i
były zależne od zaburzającego pola elektrycznego.
16Dobór stałego współczynnika w równaniu (9.1) wymagał przeprowadzenia wstępnych obliczeń. Jak zobaczymy,

uzyskane wyniki potwierdzają słuszność takiego, a nie innego wyboru.
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a następnie, stosując tożsamość (C.3), uzyskujemy

V
(1)
L,mm′ =

4ec
L+ 1

√
4π

2L+ 1

∫ ∞
0

dr rLP (0)(r)Q(0)(r)
L∑

M=−L
D
(1)∗
LM 〈Ω1m|YLMΩ−1m′〉. (9.8)

Całkowania po zmiennych kątowych można przeprowadzić w oparciu o formułę (C.11), co prowadzi
do

V
(1)
L,mm′ = −δL1

2ec
3

∫ ∞
0

dr rP (0)(r)Q(0)(r)
1∑

M=−1
D
(1)
1M

×
[
δM0δm,1/2δm′,1/2 −

√
2 δM1δm,1/2δm′,−1/2

+
√

2 δM,−1δm,−1/2δm′,1/2 − δM0δm,−1/2δm′,−1/2
]
. (9.9)

Wykonanie całkowania po zmiennych radialnych możliwe jest przy pomocy równania (D.5) i tym
samym

V
(1)
L,mm′ = δL1αa0

ec

6
(2γ1 + 1)

1∑
M=−1

D
(1)
1M

×
[
δM0δm,1/2δm′,1/2 −

√
2 δM1δm,1/2δm′,−1/2

+
√

2 δM,−1δm,−1/2δm′,1/2 − δM0δm,−1/2δm′,−1/2
]
. (9.10)

Biorąc pod uwagę powyższy rezultat i układ równań (9.5), otrzymujemy wyrażenie na pierwszą
poprawkę do energii

E(1) = δL1 sgn(m)D(1)10 αa0ec
2γ1 + 1

6

(
m = ±12

)
. (9.11)

Pamiętamy tu, że początkowo założyliśmy, iż funkcja falowa stanu podstawowego wyraża się formułą
(3.5), gdzie współczynniki a1/2 i a−1/2 mogą być dobrane w dowolny [jednakże spełniający relację
(3.7)] sposób. W przypadku zaburzającego magnetycznego pola dipolowego (L = 1) dochodzi do
rozszczepienia dwukrotnie zdegenerowanego poziomu podstawowego. Z równania (9.11) mamy

E(1) = µB
2γ1 + 1

3
D(1)10 dla |a1/2| = 1 ∧ a−1/2 = 0 (L = 1), (9.12a)

E(1) = −µB
2γ1 + 1

3
D(1)10 dla a1/2 = 0 ∧ |a−1/2| = 1 (L = 1). (9.12b)

gdzie µB jest magnetonem Bohra (3.29). Rozszczepienie poziomu podstawowego na dwa poziomy
energetyczne jest standardowym efektem Zeemana dla atomu wodoropodobnego [122].

By dopełnić rozważania dla pierwszego rzędu rachunku zaburzeń, wyznaczymy wyrażenie na
pierwszą poprawkę do funkcji falowej. W tym celu wykorzystamy metodę funkcji Greena, uzyskując

Ψ(1)(r) = iec

√
4πL

(L+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

D(1)∗LM

∫
R3

d3r′ Ḡ(0)(r, r′)r′Lα · Y L
LM (n′r)Ψ

(0)(r′), (9.13)

gdzie uogólniona funkcja Greena–Diraca–Coulomba dana jest równaniem (4.16). W powyższej for-
mule w przypadku pola dipolowego funkcja Ψ(0)(r′) musi spełniać dodatkowo warunki na współ-
czynniki am podane we wzorach (9.12). Wówczas przyjmuje ona dwie wartości odpowiadające po-
szczególnym poprawkom do energii (9.12).
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9.2 Drugi rząd rachunku zaburzeń

Przechodząc o krok dalej w rachunku zaburzeń, wyznaczymy drugą poprawkę do energii. Mo-
żemy najpierw przeprowadzić ogólne przekształcenia bez rozważania z osobna przypadku dipolo-
wego pola magnetycznego (znoszącego degenerację). W tym jedynym przypadku zachodzą dodat-
kowo warunki na współczynniki a1/2 i a−1/2 obecne w równaniach (9.12), których w trakcie kolej-
nych przekształceń nie będziemy brać jawnie pod uwagę. Możemy uwzględnić je wprost dopiero w
końcowych formułach. Postępując analogicznie jak w rozdziale 4.2, możemy teraz przeanalizować
drugi rząd rachunku zaburzeń dla zagadnienia (9.4). Stosując równania (4.17)–(4.20), dochodzimy
do wyrażenia

1/2∑
m′=−1/2

[
V
(1,1)
L,mm′ − E

(2)δmm′
]
am′ = 0

(
m = ±12

)
, (9.14)

gdzie

V
(1,1)
L,mm′ = −

∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†m (r)V (1)L (r)Ḡ(0)(r, r′)V (1)L (r′)Ψ(0)m′ (r
′), (9.15)

przy czym w tym przypadku V (1)L (r) dane jest formułą (9.3), a E(2) jest drugą poprawką do energii.
Następnie, uwzględniając wyrażenia na funkcję Greena (4.16) oraz funkcję falową (3.9) i zaburzenie
(9.3) otrzymujemy,

V
(1,1)
L,mm′ =

4π
µ0

4πL
(L+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

L∑
M=−L

L∑
M ′=−L

D(1)∗LMD
(1)∗
LM ′

×
[
〈Ω1m|σ · Y L

LMΩκmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L
LM ′Ω1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rLḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+〈Ω1m|σ · Y L
LMΩκmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L

LM ′Ω−1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rLḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+〈Ω−1m|σ · Y L
LMΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L

LM ′Ω1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rLḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+ 〈Ω−1m|σ · Y L
LMΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L

LM ′Ω−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rLḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

]
. (9.16)

Zastosowanie tożsamości (C.3) i (C.2) pozwala uprościć powyższe wyrażenie do postaci

V
(1,1)
L,mm′ = −4π

µ0

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

4π(κ− 1)2

(L+ 1)2(2L+ 1)
R(L,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

) L∑
M=−L

L∑
M ′=−L

D(1)∗LMD
(1)∗
LM ′

×
|κ|−1/2∑

mκ=−|κ|+1/2
〈Ω−1m

∣∣YLMΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ
∣∣YLM ′Ω−1m′〉. (9.17)
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Całkowania po zmiennych kątowych w równaniu (9.17) wykonujemy w oparciu o formułę (C.13),
uzyskując

V
(1,1)
L,mm′ = −4π

µ0

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκ,−L + δκ,L+1)
(κ− 1)2 sgn(κ)

(L+ 1)2(2L+ 1)2
R(L,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)

×
[
δm,1/2δm′,1/2

L∑
M=−L

(κ−M)D(1)∗LMD
(1)
LM

− δm,1/2δm′,−1/2
L∑

M=−L

√
(L+M)(L−M + 1)D(1)∗LMD

(1)
L,M−1

− δm,−1/2δm′,1/2
L∑

M=−L

√
(L−M)(L+M + 1)D(1)∗LMD

(1)
L,M+1

+ δm,−1/2δm′,−1/2

L∑
M=−L

(κ+M)D(1)∗LMD
(1)
LM

]
. (9.18)

W kolejnym kroku stosujemy relacje analogiczne do tych danych równaniami (4.30) i (4.31), co
prowadzi do

V
(1,1)
L,mm′ = −δmm′

4π
µ0

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκ,−L + δκ,L+1)
|κ|(κ− 1)2

(L+ 1)2(2L+ 1)2
R(L,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

) L∑
M=−L

D(1)∗LMD
(1)
LM .

(9.19)
Ostatecznie z układu równań (9.14) możemy wyznaczyć wyrażenie na drugą poprawkę do energii
w postaci

E(2) = −4π
µ0

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκ,−L + δκ,L+1)
|κ|(κ− 1)2

(L+ 1)2(2L+ 1)2
R(L,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

) L∑
M=−L

D(1)∗LMD
(1)
LM . (9.20)

Widzimy, że powyższe równanie nie zależy od współczynników a1/2 i a−1/2, więc w przypadku
magnetycznego pola dipolowego (L = 1) uwzględnienie ich konkretnych wartości (9.12) nie wpływa
na formułę (9.20). Drugą poprawkę do energii można wyrazić także równaniem [analogicznym do
wyrażenia (4.35)]

E(2) = −1
2

4π
µ0

χLD
(1)
L ·D

(1)
L , (9.21)

gdzie tensor D(1)L posiada składowe D(1)LM , natomiast χL jest multipolową magnetyzowalnością17

daną wzorem

χL =
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δκ,−L + δκ,L+1)
2|κ|(κ− 1)2

(L+ 1)2(2L+ 1)2
R(L,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
. (9.22)

Z formuły (9.21) wynika, że dla L > 2 również druga poprawka do energii nie będzie znosić dege-
neracji poziomu podstawowego atomu.

17Multipolowa magnetyzowalność χL zostanie szerzej omówiona w rozdziale 10.
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10 Indukowane multipolowe momenty magnetyczne i związane z
nimi magnetyzowalności

10.1 Uogólnione magnetyczne momenty multipolowe

W rozdziale tym wyznaczymy uogólnione momenty magnetyczne indukowane przez multipolowe
pole magnetyczne (9.1). Zanim do tego przejdziemy, należy jeszcze raz podkreślić, że w przypadku
zewnętrznego magnetycznego pola dipolowego (L = 1) dochodzi do zniesienia dwukrotnej dege-
neracji stanu podstawowego w atomie wodoropodobnym [por. wzór (9.12)]. W rezultacie, w tym
jedynym przypadku postać funkcji falowej stanu niezaburzonego, dana równaniem (3.5), nie jest
już dowolną kombinacją dwóch stanów, spełniającą warunek normalizacyjny (3.7). Zniesienie de-
generacji powoduje, że atom jest w ściśle określonym stanie o energii zmodyfikowanej o poprawkę
(9.12a) lub (9.12b). Formułę (3.5) można jednak także stosować w przypadku magnetycznego pola
dipolowego, tylko fakt (9.12) należy jawnie uwzględnić w końcowych wyrażeniach.

Przypomnijmy, że indukowane uogólnione momenty magnetyczne możemy zapisać w formie
danej równaniami (6.4) i (6.5), tj.

Mp(1)
λµ = M̃p(1)

λµ + (−)µM̃p(1)∗
λ,−µ (p = λ,−λ− 1), (10.1)

gdzie

M̃p(1)
λµ =

iec
p+ 1

√
4πλ(λ+ 1)

2λ+ 1

∫
R3

d3r rpΨ(0)†(r)α · Y λ
λµ(nr)Ψ(1)(r) (p = λ,−λ− 1). (10.2)

Możemy tu zastosować wyrażenie na pierwszą poprawkę do funkcji falowej (9.13), uzyskując

M̃p(1)
λµ = −4πe2c2

p+ 1

√
λL(λ+ 1)

(L+ 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

D(1)∗LM

×
∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†(r)rpα · Y λ
λµ(nr)Ḡ(0)(r, r′)r′Lα · Y L

LM (n′r)Ψ
(0)(r′)

(p = λ,−λ− 1). (10.3)

Następnie, biorąc pod uwagę funkcję falową daną wyrażeniami (3.5) oraz (3.9) i funkcję Greena
(4.16), dochodzimy do

M̃p(1)
λµ = −(4πε0)

4πc2

p+ 1

√
4πλL(λ+ 1)

(L+ 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L∑
M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

D(1)∗LM

×
[
〈Ω1m|σ · Y λ

λµΩκmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L
LMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+〈Ω1m|σ · Y λ
λµΩκmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L

LMΩ−1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+〈Ω−1m|σ · Y λ
λµΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L

LMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+ 〈Ω−1m|σ · Y λ
λµΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L

LMΩ−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1).

(10.4)
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Z pomocą tożsamości (C.3) i (C.2) możemy uprościć powyższe wyrażenie do postaci

M̃p(1)
λµ =

4π
µ0

4π
(p+ 1)(L+ 1)

√
(2λ+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(κ− 1)2R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)

×
L∑

M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′D
(1)∗
LM 〈Ω−1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ−1m′〉

(p = λ,−λ− 1), (10.5)

gdzie R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
zostało zdefiniowane równaniem (4.27). Całkowania po zmiennych kątowych

wykonamy w oparciu o formułę (C.13) i otrzymujemy

M̃p(1)
λµ =

4π
µ0

1
(p+ 1)(L+ 1)(2L+ 1)2

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

δλL(δκ,−L + δκ,L+1) sgn(κ)(κ− 1)2R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)

×
{[
κ− µ

(
|a1/2|2 − |a−1/2|2

)]
D(1)Lµ −

√
(L− µ)(L+ µ+ 1) a1/2a

∗
−1/2D

(1)
L,µ+1

−
√

(L+ µ)(L− µ+ 1) a∗1/2a−1/2D
(1)
L,µ−1

}
(p = λ,−λ− 1). (10.6)

Następnie, pamiętając o relacji (10.1), dochodzimy do

Mp(1)
λµ =

4π
µ0

2
(p+ 1)(L+ 1)(2L+ 1)2

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

δλL(δκ,−L + δκ,L+1)|κ|(κ− 1)2R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
D(1)Lµ

(p = λ,−λ− 1). (10.7)

Analizując powyższe wyrażenie, dostrzegamy, że w atomie wyindukują się tylko momenty magne-
tyczne o multipolowości zewnętrznego pola magnetycznego (9.1), tj.

Mp(1)
λµ =Mp(1)

λµ δλL (p = λ,−λ− 1), (10.8)

gdzie

Mp(1)
Lµ =

4π
µ0

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκ,−L + δκ,L+1)
2|κ|(κ− 1)2

(p+ 1)(L+ 1)(2L+ 1)2
R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
D(1)Lµ

(p = L,−L− 1). (10.9)

Przejdziemy teraz do wykonania całkowań po zmiennych radialnych w powyższym wyrażeniu.
W pierwszej kolejności rozważymy przypadek, gdy κ 6= −1. Wówczas z równań (4.27) i (5.13)
otrzymamy

R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
=

∞∑
nr=−∞

1

µ
(0)
nrκ − 1

∫ ∞
0

dr rp
[
Q(0)(r)S(0)nrκ(r) + P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′L
[
µ(0)nrκQ

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) + P (0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]

(κ 6= −1).

(10.10)
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W kolejnym kroku skorzystamy z relacji (D.21), uzyskując

R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
= −α

2ap+L+10

Zp+L
Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p)Γ(γκ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=−∞

Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
[
1− (Nnrκ + 1)(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)

(Nnrκ + κ)(|nr|+ γκ − γ1)

]
(κ 6= −1). (10.11)

Pomocniczo rozbijemy powyższe wyrażenie na dwa składniki, tj.

R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
= −α

2ap+L+10

Zp+L
Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p)Γ(γκ − γ1 − L)

2∑
i=1

Si. (10.12)

Każdy składnik przekształcamy z użyciem relacji (5.16), (5.19) i (5.22), otrzymując

S1 =
∞∑

nr=−∞

Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L− 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

= 0, (10.13a)

S2 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
(Nnrκ + κ)Nnrκ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ)

= −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ + 1)(Nnrκ − κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − L)
Nnrκ|nr|!(|nr|+ γκ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ + 1)

=
∞∑

nr=0

2(κ− 1)Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ + 1)

, (10.13b)

co po skorzystaniu z równania (10.12) daje nam

R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
= −α

2ap+L+10

Zp+L
(κ− 1)Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − p)Γ(γκ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=0

Γ(nr + γκ − γ1 − p)Γ(nr + γκ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ − γ1)Γ(nr + 2γκ + 1)

(κ 6= −1). (10.14)

Dzięki relacjom (5.24) i (5.26) w powyższym wyrażeniu możemy rozpoznać uogólnioną funkcję
hipergeometryczną 3F2(1), otrzymując

R(p,L)κ

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
= −α

2ap+L+10

Zp+L
(κ− 1)Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1(γκ − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

×3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1

γκ − γ1 + 1, 2γκ + 1
; 1

)
(κ 6= −1). (10.15)

Zajmiemy się teraz przypadkiem z κ = −1 (odpowiada mu L = 1). Wówczas musimy użyć
uogólnionej radialnej funkcji Greena–Diraca–Coulomba w postaci [53]

Ḡ(0)−1(r, r
′) =

∞∑
nr=−∞
(nr 6=0)

1

µ
(0)
nrκ − 1

 S
(0)
nr,−1(r)

T
(0)
nr−1(r)

( µ
(0)
nr,−1S

(0)
nrκ(r′) T

(0)
nr,−1(r

′)
)

+
(
γ1 −

1
2

) S
(0)
0,−1(r)

T
(0)
0,−1(r)

( S
(0)
0,−1(r

′) T
(0)
0,−1(r

′)
)

+

 I
(0)
0,−1(r)

K
(0)
0,−1(r)

( S
(0)
0,−1(r

′) T
(0)
0,−1(r

′)
)

+

 S
(0)
0,−1(r)

T
(0)
0,−1(r)

( J
(0)
0,−1(r

′) K
(0)
0,−1(r

′)
)
, (10.16)
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gdzie funkcje I(0)0,−1(r), J
(0)
0,−1(r) i K(0)0,−1(r) są następującymi kombinacjami funkcji sturmowskich

S
(0)
0,−1(r) i T (0)0,−1(r):

I
(0)
0,−1(r) =

(
γ1 −

1
2

)
S
(0)
0,−1(r) + γ1

(
γ1 + 1
α

r

a0
+ αZ

)
T
(0)
0,−1(r), (10.17)

J
(0)
0,−1(r) = I

(0)
0,−1(r) + S

(0)
0,−1(r) =

(
γ1 +

1
2

)
S
(0)
0,−1(r) + γ1

(
γ1 + 1
α

r

a0
+ αZ

)
T
(0)
0,−1(r) (10.18)

oraz
K
(0)
0,−1(r) = −γ1

(
γ1 − 1
α

r

a0
+ αZ

)
S
(0)
0,−1(r)−

(
γ1 −

1
2

)
T
(0)
0,−1(r). (10.19)

Ponadto, pamiętając o radialnych funkcjach Sturma–Diraca–Coulomba (5.14) i funkcjach radial-
nych (3.10), można pokazać, że zachodzą relacje

S
(0)
0,−1(r) =

√
a0
Z

P (0)(r) (10.20a)

oraz

T
(0)
0,−1(r) =

√
a0
Z

Q(0)(r). (10.20b)

W oparciu o równanie (4.27) i funkcję Greena (10.16) uzyskujemy

R
(p,1)
−1

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
=

∞∑
nr=−∞
(nr 6=0)

1

µ
(0)
nr,−1 − 1

∫ ∞
0

dr rp
[
Q(0)(r)S(0)nr,−1(r) + P (0)(r)T (0)nr−1(r)

]

×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
µ
(0)
nr,−1Q

(0)(r′)S(0)nr,−1(r
′) + P (0)(r′)T (0)nr,−1(r

′)
]

+
(
γ1 −

1
2

)∫ ∞
0

dr rp
[
Q(0)(r)S(0)0,−1(r) + P (0)(r)T (0)0,−1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
Q(0)(r′)S(0)0,−1(r

′) + P (0)(r′)T (0)0,−1(r
′)
]

+
∫ ∞
0

dr rp
[
Q(0)(r)I(0)0,−1(r) + P (0)(r)K(0)0,−1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
Q(0)(r′)S(0)0,−1(r

′) + P (0)(r′)T (0)0,−1(r
′)
]

+
∫ ∞
0

dr rp
[
Q(0)(r)S(0)0,−1(r) + P (0)(r)T (0)0,−1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
Q(0)(r′)J (0)0,−1(r

′) + P (0)(r′)K(0)0,−1(r
′)
]
. (10.21)

Następnie wykonamy całkowania po zmiennych radialnych w oparciu o wzory (10.17)–(10.20) i
formuły (D.3)–(D.5) oraz (D.21), co prowadzi nas do

R
(p,1)
−1

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
=

α2ap+20
Zp+1

pΓ(2γ1 + p+ 1)
2p+1Γ(2γ1 + 1)

+
α2ap+20
Zp+1

(4γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)
2p+2Γ(2γ1 + 1)

−α
2ap+20
Zp+1

(p+ 1)γ1(2γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ 1)
2p+2Γ(2γ1 + 1)

−α
2ap+20
Zp+1

(4γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)
2p+2Γ(2γ1 + 1)

, (10.22)

by ostatecznie otrzymać

R
(p,1)
−1

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
=

α2ap+20
Zp+1

[2p− (p+ 1)γ1(2γ1 + 1)]Γ(2γ1 + p+ 1)
2p+2Γ(2γ1 + 1)

. (10.23)
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Stosując uzyskane rezultaty (10.23) i (10.15) do równania (10.9), możemy podać wyrażenia na
uogólnione magnetyczne momenty multipolowe w postaci

Mp(1)
1µ =

4π
µ0

α2ap+20
Zp+1

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

{
δκ,−1

[2p− (p+ 1)γ1(2γ1 + 1)]Γ(2γ1 + p+ 1)
2p 9(p+ 1)Γ(2γ1 + 1)

−δκ,2
Γ(γ2 + γ1 + p+ 1)Γ(γ2 + γ1 + 2)

2p+1 9(p+ 1)(γ2 − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γ2 + 1)

×3F2

(
γ2 − γ1 − p, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1

γ2 − γ1 + 1, 2γ2 + 1
; 1

)}
D(1)1µ (p = 1,−2), (10.24)

Mp(1)
Lµ = −4π

µ0

α2ap+L+10

Zp+L

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκ,−L + δκ,L+1)

× |κ|(κ− 1)3Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
2p+L(p+ 1)(L+ 1)(2L+ 1)2(γκ − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

×3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1

γκ − γ1 + 1, 2γκ + 1
; 1

)
D(1)Lµ (p = L,−L− 1; L > 2).

(10.25)

Formuła (10.24) nie zależy od współczynników am, więc dodatkowe warunki płynące z równań
(9.12) nie wpływają na uzyskane wyrażenie.

Możemy teraz zdefiniować uogólnioną multipolową magnetyzowalność χpML→ML poprzez relację

Mp(1)
L =

4π
µ0

χpML→MLD
(1)
L (p = L,−L− 1), (10.26)

gdzie widoczny w wyrażeniu (10.26) tensorM(1)L posiada składoweMp(1)
Lµ dane równaniami (10.24) i

(10.25). Przypomnijmy, że tensor D(1)L określa wielkość i rozkład zewnętrznego pola magnetycznego
(9.1). Ponadto

χpM1→M1 =
α2ap+20
Zp+1

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

{
δκ,−1

[2p− (p+ 1)γ1(2γ1 + 1)]Γ(2γ1 + p+ 1)
2p 9(p+ 1)Γ(2γ1 + 1)

−δκ,2
Γ(γ2 + γ1 + p+ 1)Γ(γ2 + γ1 + 2)

2p+1 9(p+ 1)(γ2 − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γ2 + 1)

×3F2

(
γ2 − γ1 − p, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1

γ2 − γ1 + 1, 2γ2 + 1
; 1

)}
(p = 1,−2) (10.27)

oraz

χpML→ML = −α
2ap+L+10

Zp+L

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(δκ,−L + δκ,L+1)

× |κ|(κ− 1)3Γ(γκ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)
2p+L(p+ 1)(L+ 1)(2L+ 1)2(γκ − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

×3F2

(
γκ − γ1 − p, γκ − γ1 − L, γκ − γ1

γκ − γ1 + 1, 2γκ + 1
; 1

)
(p = L,−L− 1; L > 2).

(10.28)
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10.2 Atomowe magnetyzowalności

Przejdziemy teraz do dokładniejszego omówienia przypadku pól dalekich (p = L), gdzie uzysku-
jemy znaną z literatury [66, 74] multipolową magnetyzowalność atomu χLML→ML. Będziemy ozna-
czać ją w standardowy sposób, tj. χLML→ML ≡ χL. Magnetyzowalność ta została zdefiniowana jako
czynnik proporcjonalności w równaniu (10.26), jednakże może być ona równoważnie zdefiniowana
poprzez formułę (9.21) [tożsamość tych definicji można wykazać, porównując wyrażenie (9.22) z
równaniami (10.9) i (10.26)]. Przy p = L, z formuł (10.27) oraz (10.28) uzyskujemy

χL = χL,−L + χL,L+1, (10.29)

gdzie

χ1,−1 = −α
2a30
Z2

(γ1 + 1)(4γ21 − 1)
18

, (10.30a)

χL,κ = −α
2a2L+10

Z2L
|κ|(κ− 1)3Γ2(γκ + γ1 + L+ 1)

22L(L+ 1)2(2L+ 1)2(γκ − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

×3F2

(
γκ − γ1 − L, γκ − γ1 − L, γκ − γ1

γκ − γ1 + 1, 2γκ + 1
; 1

)
(κ 6= −1). (10.30b)

Wstawiając konkretne wartości κ do wzoru (10.30b), otrzymujemy

χL,−L =
α2a2L+10

Z2L
L(L+ 1)Γ2(γL + γ1 + L+ 1)

22L(2L+ 1)2(γL − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γL + 1)

×3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L, γL − γ1

γL − γ1 + 1, 2γL + 1
; 1

)
(L > 2) (10.31a)

oraz

χL,L+1 = −α
2a2L+10

Z2L
L3Γ2(γL+1 + γ1 + L+ 1)

22L(L+ 1)(2L+ 1)2(γL+1 − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γL+1 + 1)

×3F2

(
γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1

γL+1 − γ1 + 1, 2γL+1 + 1
; 1

)
. (10.31b)

Po zsumowaniu powyższych składowych w oparciu równanie (10.29) uzyskujemy analityczne wy-
rażenia na statyczną multipolową magnetyzowalność atomu

χ1 = −α
2a30
Z2

(γ1 + 1)(4γ21 − 1)
18

[
1 +

(γ2 + γ1)Γ2(γ2 + γ1 + 2)
6(2γ1 − 1)Γ(2γ1 + 3)Γ(2γ2 + 1)

×3F2

(
γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1

γ2 − γ1 + 1, 2γ2 + 1
; 1

)]
, (10.32)

χL =
α2a2L+10

Z2L
L

22L(L+ 1)(2L+ 1)2Γ(2γ1 + 1)[
(L+ 1)2Γ2(γL + γ1 + L+ 1)

(γL − γ1)Γ(2γL + 1) 3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L, γL − γ1

γL − γ1 + 1, 2γL + 1
; 1

)

−L
2Γ2(γL+1 + γ1 + L+ 1)

(γL+1 − γ1)Γ(2γL+1 + 1) 3
F2

(
γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1

γL+1 − γ1 + 1, 2γL+1 + 1
; 1

)]
(L > 2). (10.33)

Magnetyzowalność dipolowa χ1, dana równaniem (10.32), jest zgodna z wynikami przedstawionymi
w pracach Granovsky’ego i Necheta [98], Zapryagaeva i Manakova [71] oraz Szmytkowskiego [100],
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natomiast analogiczne formuły w [47,74] zawierają liczne błędy edytorskie. Odpowiedniki wyrażenia
(10.33) na multipolową magnetyzowalność χL zostały podane w pracach Manakova, Rapoporta i
Zapryagaeva [66] oraz Zapryagaeva, Manakova i Palchikova [74]18, ale w dużo bardziej złożonej
formie niż nasz rezultat. Przypomnijmy jeszcze, że znajomość multipolowych magnetyzowalności
(10.32) i (10.33) pozwala nam określić wartość drugiej poprawki do energii (9.21).

Przejdziemy teraz do wyznaczenia kwazi-relatywistycznego przybliżenia multipolowej magnety-
zowalności. W tym celu skorzystamy z formuł (5.39) i (5.40), uzyskując przybliżenia uogólnionych
funkcji hipergeometrycznych obecnych w równaniach (10.32) i (10.33):

3F2

(
γL − γ1 − L, γL − γ1 − L, γL − γ1

γL − γ1 + 1, 2γL + 1
; 1

)

' 2L2 + 2L− 1
L(2L+ 1)

− (αZ)2
(L− 1)(4L3 − 2L2 − 6L− 1)

2L3(2L+ 1)2
(L 6= 1), (10.34)

3F2

(
γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1

γL+1 − γ1 + 1, 2γL+1 + 1
; 1

)
' 1. (10.35)

Ostatecznie dochodzimy do

χ1,−1 ' −
α2a30
Z2

1
3

[
1− 19

12
(αZ)2

]
, (10.36a)

χL,−L ' α2a2L+10

Z2L
(2L2 + 2L− 1)(L+ 1)(2L)!

22L+1(L− 1)(2L+ 1)

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L+ 2)− ψ(3) +

4L3 + 1
2L2(2L2 + 2L− 1)

]}
(L > 2) (10.36b)

oraz

χL,L+1 ' −α
2a2L+10

Z2L
L2(2L)!

22L(2L+ 1)

{
1− (αZ)2

[
ψ(2L+ 2)− ψ(3) +

1
L+ 1

]}
. (10.36c)

W konsekwencji, po zsumowaniu składowych (10.36) w oparciu o relację (10.29), otrzymujemy
końcowe wyrażenia na kwazi-relatywistyczną multipolową magnetyzowalność w postaci

χ1 ' −
α2a30
Z2

1
2

[
1− 4

3
(αZ)2

]
, (10.37)

χL ' α2a2L+10

Z2L
(3L− 1)(2L)!
22L+1(L− 1)

×
{

1− (αZ)2
[
ψ(2L)− ψ(3) +

24L4 + 15L3 − L2 + L+ 1
2L2(L+ 1)(2L+ 1)(3L− 1)

]}
(L > 2).

(10.38)

W szczególności, dla 2 6 L 6 4 uzyskujemy:

χ2 '
α2a50
Z4

15
4

[
1− 703

600
(αZ)2

]
, (10.39)

χ3 '
α2a70
Z6

45
2

[
1− 3439

2520
(αZ)2

]
, (10.40)

18W pracach tych stosowano definicje magnetyzowalności różniące się o czynnik − (L+1)2L (przypadek L > 2). Za
przyjętą w niniejszej rozprawie definicją przemawiają m.in. formuły (9.21), (10.26), mające strukturę analogiczną do
równań (4.35) i (5.32).
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χ4 '
α2a90
Z8

1155
4

[
1− 170827

110880
(αZ)2

]
. (10.41)

W przypadku dipolowym poprawne kwazi-relatywistyczne rezultaty otrzymano w pracach [71, 74,
98]. Odpowiedniki równań (10.37) i (10.39) zawarte w pracy Manakova i in. [66, podrozdział 6.2]
są niepoprawne — zamiast 6548 powinno być 43 , ponadto 0.835 powinno być zastąpione przez 703600 (ta
druga nieścisłość pojawia się również w pracach Zapryagaeva i in. [71, 74]).

Należy jeszcze podkreślić, że z powyższych formuł możemy natychmiast wyprowadzić wyrażenia
na nierelatywistyczną multipolową magnetyzowalność, uzyskując

χ
(nr)
1 = −α

2a30
2Z2

, (10.42)

oraz

χ
(nr)
L =

α2a2L+10

Z2L
(3L− 1)(2L)!
22L+1(L− 1)

(L > 2). (10.43)

Odpowiedniki wyrażeń (10.42) i (10.43) są zgodne z tymi pojawiającymi się we wspomnianych już
wcześniej pracach [66,74].

Rysunki 32–35 przedstawiają statyczne multipolowe magnetyzowalności χL dla 1 6 L 6 4,
w funkcji liczby atomowej Z. Porównano tu odpowiednie wyrażenia relatywistyczne, kwazi-
relatywistyczne (z pominięciem dużych Z) i nierelatywistyczne. W przypadku magnetyzowalności
dipolowej, której wartość bezwzględną przedstawiono na rysunku 32, mamy do czynienia ze zmianą
znaku z ujemnego na dodatni. Widoczne jest to na wykresie w postaci gwałtownej zmiany mo-
notoniczności funkcji (zjawisko to ma miejsce tylko dla przypadku relatywistycznego). Dokładna
analiza numeryczna pokazuje, że magnetyzowalność dipolowa zmienia znak pomiędzy Z = 129 a
Z = 130. Jest to zgodne z wnioskiem zawartym w pracy Szmytkowskiego [100]. Pozostałe multipo-
lowe magnetyzowalności są stale dodatniego znaku.

0 20 40 60 80 100 120 140
10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

Z

Χ
1Ia

03 M nierelatywistyczna

kwazi-relatywistyczna

relatywistyczna

Rys. 32: Wartość bezwzględna statycznej magnetyzowalności dipolowej χ1 dla atomu jednoelektro-
nowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycz-
nej (10.32), kwazi-relatywistycznej (10.37) i nierelatywistycznej (10.42).
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Rys. 33: Statyczna magnetyzowalność kwadrupolowa χ2 dla atomu jednoelektronowego w stanie
podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (10.33), kwazi-
relatywistycznej (10.39) i nierelatywistycznej (10.43) z L = 2.

0 20 40 60 80 100 120 140
10-22

10-18

10-14

10-10

10-6

10-2

Z

Χ
3Ia

07 M nierelatywistyczna

kwazi-relatywistyczna

relatywistyczna

Rys. 34: Statyczna magnetyzowalność oktupolowa χ3 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (10.33), kwazi-
relatywistycznej (10.40) i nierelatywistycznej (10.43) z L = 3.
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Rys. 35: Statyczna magnetyzowalność heksadekapolowa χ4 dla atomu jednoelektronowego w stanie
podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (10.33), kwazi-
relatywistycznej (10.41) i nierelatywistycznej (10.43) z L = 4.

W tabeli 10 podano wartości numeryczne magnetyzowalności χL dla 1 6 L 6 4 [równania
(10.32) i (10.33)] dla wybranych jonów wodoropodobnych. Obliczenia zostały wykonane dla od-
wrotności stałej struktury subtelnej α−1 = 137.035 999 139(31) (CODATA 2014), przy czym zo-
stała uwzględniona jej niepewność pomiarowa. Wyniki numeryczne uzyskane dla magnetyzowal-
ności dipolowej pokrywają się z tymi zawartymi w pracach Szmytkowskiego [100], Rutkowskiego i
Poszwy [101,102] oraz Stefańskiej [103,105]19

19We wszystkich wymienionych tu pracach wartości magnetyzowalności dipolowej zostały wyznaczone po wyod-
rębnieniu czynnika α2. Ponadto należy mieć na uwadze, że w pracach [100–103] korzystano ze starszych wartości
odwrotności stałej struktury subtelnej.
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10.3 Stałe ekranowania magnetycznego

Rozważmy teraz przypadek pól bliskich. Wówczas mamy do czynienia z multipolowymi ma-
gnetyzowalnościami pól bliskich χ−L−1ML→ML, które w literaturze noszą nazwę multipolowych stałych
ekranowania magnetycznego. Wielkości te określają, jak duże jest przesłanianie jądra przez chmurę
elektronową i mówią nam, jakie pole magnetyczne wyindukuje się w pobliżu jądra atomu. Dla
przypadku p = −L− 1 wyrażenia (10.27) i (10.28) przyjmą formę

χ−L−1ML→ML = χ−L−1ML→ML,−L + χ−L−1ML→ML,L+1, (10.44)

gdzie

χ−2M1→M1,−1 = −α2Z 2(2γ21 + γ1 − 4)
9γ1(2γ1 − 1)

, (10.45a)

χ−L−1ML→ML,κ = α2Z
2|κ|(κ− 1)3Γ(γκ + γ1 − L)Γ(γκ + γ1 + L+ 1)

L(L+ 1)(2L+ 1)2(γκ − γ1)Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ + 1)

×3F2

(
γκ − γ1 + L+ 1, γκ − γ1 − L, γκ − γ1

γκ − γ1 + 1, 2γκ + 1
; 1

)
(κ 6= −1). (10.45b)

Pamiętając o tożsamości (5.55), możemy uprościć powyższe wyrażenie do postaci

χ−L−1ML→ML,κ = α2Z
2|κ|(κ− 1)3

L(L+ 1)(2L+ 1)2(γκ − γ1)(γκ + γ1 − L)

×3F2

(
−L, 1, γκ − γ1 − L

γκ − γ1 + 1, γκ + γ1 − L+ 1
; 1

)
(κ 6= −1). (10.46)

Tym samym, dla konkretnych wartości κ otrzymujemy składowe multipolowej stałej ekranowania
magnetycznego

χ−L−1ML→ML,−L = −α2Z 2(L+ 1)2

(2L+ 1)2(γL − γ1)(γL + γ1 − L)3
F2

(
−L, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 1, γL + γ1 − L+ 1
; 1

)
(L > 2) (10.47a)

oraz

χ−L−1ML→ML,L+1 = α2Z
2L2

(2L+ 1)2(γL+1 − γ1)(γL+1 + γ1 − L)

×3F2

(
−L, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 1, γL+1 + γ1 − L+ 1
; 1

)
. (10.47b)

W oparciu o równanie (10.44) sumujemy powyższe składowe, co prowadzi do końcowych analitycz-
nych wyrażeń na statyczne multipolowe stałe ekranowania magnetycznego

χ−2M1→M1 = −α2Z 2(4γ31 + 6γ21 − 7γ1 − 12)
27γ1(γ1 + 1)(2γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
3

2

)
, (10.48)

χ−L−1ML→ML = −α2Z 2
(2L+ 1)2

[
(L+ 1)2

(γL − γ1)(γL + γ1 − L)3
F2

(
−L, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 1, γL + γ1 − L+ 1
; 1

)

− L2

(γL+1 − γ1)(γL+1 + γ1 − L)3
F2

(
−L, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 1, γL+1 + γ1 − L+ 1
; 1

)]
(
L > 2; Z < α−1

√
4L2 − 1

2L

)
. (10.49)
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Widoczne powyżej ograniczenie na liczbę atomową Z wynika z warunku zbieżności dla całki ra-
dialnej w wyrażeniach (10.10) i (10.21) i zostało szerzej omówione w uzupełnieniu E. Wzór (10.48)
opisuje dipolową stałą ekranowania magnetycznego i jest zgodny z wynikami dostępnymi w literatu-
rze [74,96,97,110–114], przy czym w pracach [110,111,113] użyto definicji z przeciwnym znakiem.
Multipolowa stała ekranowania magnetycznego χ−L−1ML→ML została wcześniej wyznaczona w pracy
Zapryagaeva i in. [97]. Jednakże formuła tam podana jest dużo bardziej złożona (większa liczba
parametrów i uogólnionych funkcji hipergeometrycznych od tej danej równaniem (10.49). Ponadto,
dla konkretnych wartości L w (10.49) uzyskujemy wyrażenia elementarne. Przykładowo możemy
podać wyrażenia na kwadrupolową stałą ekranowania magnetycznego

χ−3M2→M2 = −α2Z 8γ31 + 58γ21 + 133γ1 + 71
5(γ1 + 1)(2γ1 + 7)(4γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
15
4

)
, (10.50)

oktupolową

χ−4M3→M3 = −α2Z 2(48γ51 + 964γ41 + 7284γ31 + 23887γ21 + 33618γ1 + 15199)
35(γ1 + 1)(γ1 + 7)(2γ1 + 7)(4γ1 + 11)(6γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
35
6

)
(10.51)

oraz heksadekapolową

χ−5M4→M4 = −α2Z

{
2(128γ71 + 5072γ61 + 80580γ51 + 636000γ41 + 2680407γ31

+5997453γ21 + 6535165γ1 + 2587195)

}
81(γ1 + 1)(γ1 + 5)(γ1 + 7)(2γ1 + 5)(2γ1 + 23)(4γ1 + 11)(8γ1 − 1)(

Z < α−1
3
√

7
8

)
. (10.52)

Przechodząc do granicy kwazi-relatywistycznej, należy wykorzystać poniższe przybliżenia:

3F2

(
−L, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 1, γL + γ1 − L+ 1
; 1

)

' 3
2
− (αZ)2

(L− 1)(2L+ 1)
2L(L+ 1)

[
ψ(2L)− ψ(L+ 1)− L3 − 2L2 + L+ 1

(L− 1)L(2L+ 1)

]
(10.53)

oraz

3F2

(
−L, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 1, γL+1 + γ1 − L+ 1
; 1

)

' 1− (αZ)2
L(2L+ 1)

(L+ 1)(L+ 2)

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− 5L

4(2L+ 1)

]
, (10.54)

wyprowadzone w oparciu o równania (5.39) i (5.40). Wykorzystując relacje (5.39) w równaniu
(10.45a), uzyskamy

χ−2M1→M1,−1 ' α
2Z

2
9

[
1 + 4(αZ)2

]
, (10.55a)

a dodatkowo stosując formuły (10.53), (10.54) do wyrażeń (10.47a) i (10.47b), otrzymujemy

χ−L−1ML→ML,−L ' −α2Z 3(L+ 1)2

(L− 1)(2L+ 1)2

{
1− (αZ)2

(L− 1)(2L+ 1)
3L(L+ 1)

×
[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− 5L3 + L2 + L+ 1

2(L− 1)L(2L+ 1)

]}
(L > 2), (10.55b)

χ−L−1ML→ML,L+1 ' α
2Z

L

(2L+ 1)2

{
1− (αZ)2

L(2L+ 1)
(L+ 1)(L+ 2)

[
ψ(2L+ 1)− ψ(L+ 1)− 3L+ 1

2(2L+ 1)

]}
.

(10.55c)
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Po zsumowaniu powyższych składowych, przy wykorzystaniu relacji (10.44), dochodzimy do

χ−2M1→M1 ' α
2Z

1
3

[
1 +

97
36

(αZ)2
]
, (10.56)

χ−L−1ML→ML ' −α2Z L+ 3
(L− 1)(2L+ 1)

{
1− (αZ)2

(L− 1)(4L2 + 5L+ 2)
L(L+ 1)(L+ 2)(L+ 3)

×
[
ψ(2L)− ψ(L)− L(L3 + 11L2 + 14L+ 6)

2(L− 1)(4L2 + 5L+ 2)

]}
(L > 2). (10.57)

Z formuły (10.57) dla 2 6 L 6 4 otrzymamy:

χ−3M2→M2 ' −α
2Z

[
1 +

47
90

(αZ)2
]
, (10.58)

χ−4M3→M3 ' −α
2Z

3
7

[
1 +

5339
10800

(αZ)2
]
, (10.59)

χ−5M4→M4 ' −α
2Z

7
27

[
1 +

9521
19600

(αZ)2
]
. (10.60)

Wyrażenia w pracach Zapryagaeva i in. [74, 97] są poprawne dla przypadku L = 1, natomiast w
przypadkach L = 2 i L = 3 zostały one wyznaczone błędnie (zamiast 707

1350 powinno być 4790 , zaś
0.292 powinno być zastąpione przez 533910800).

Nierelatywistyczne multipolowe stałe ekranowania magnetycznego, wynikające bezpośrednio z
równań (10.56) i (10.57), są następujące:

χ
−2(nr)
M1→M1 =

α2Z

3
, (10.61)

oraz
χ
−L−1(nr)
ML→ML = −α2Z L+ 3

(L− 1)(2L+ 1)
(L > 2). (10.62)

Te nierelatywistyczne formuły pojawiają się we wspomnianych już pracach [74,97].
Na rysunkach 36–39 przedstawiono statyczne multipolowe stałe ekranowania magnetycznego

χ−L−1ML→ML dla 1 6 L 6 4 w funkcji liczby atomowej Z. Widzimy, że wartości bezwględne stałych
ekranowania rosną wraz ze wzrostem Z, a jest to najsilniej widoczne, jeśli w pełni zostaną uwzględ-
nione efekty relatywistyczne.
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Rys. 36: Statyczna dipolowa stała ekranowania magnetycznego χ−2M1→M1 dla atomu jednoelektrono-
wego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej
(10.48), kwazi-relatywistycznej (10.56) i nierelatywistycznej (10.61).
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Rys. 37: Statyczna kwadrupolowa stała ekranowania magnetycznego χ−3M2→M2 (wzięta z przeciwnym
znakiem) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z.
Porównanie formuły relatywistycznej (10.50), kwazi-relatywistycznej (10.58) i nierelatywistycznej
(10.62) z L = 2.
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Rys. 38: Statyczna oktupolowa stała ekranowania magnetycznego χ−4M3→M3 (wzięta z przeciwnym
znakiem) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej Z.
Porównanie formuły relatywistycznej (10.51), kwazi-relatywistycznej (10.59) i nierelatywistycznej
(10.62) z L = 3.
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Rys. 39: Statyczna heksadekapolowa stała ekranowania magnetycznego χ−5M4→M4 (wzięta z przeciw-
nym znakiem) dla atomu jednoelektronowego w stanie podstawowym jako funkcja liczby atomowej
Z. Porównanie formuły relatywistycznej (10.52), kwazi-relatywistycznej (10.60) i nierelatywistycz-
nej (10.62) z L = 4.
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11 Indukowane multipolowe momenty elektryczne i związane z
nimi podatności krzyżowe

11.1 Uogólnione elektryczne momenty multipolowe

W rozdziale 6 wyznaczyliśmy uogólnione multipolowe momenty magnetyczne indukowane przez
multipolowe pole elektryczne. Teraz rozważymy sytuację odwrotną, tj. znajdziemy uogólnione mul-
tipolowe momenty elektryczne indukowane przez pole magnetyczne (9.1). Podobnie jak w rozdzia-
łach 9 i 10, przypadek dipolowego pola magnetycznego zostanie wyodrębniony dopiero w końcowych
przekształceniach. Przypomnijmy formuły na indukowane momenty elektryczne (5.5) oraz (5.6), tj.

Qp(1)λµ = Q̃p(1)λµ + (−)µQ̃p(1)∗λ,−µ (p = λ,−λ− 1), (11.1)

gdzie

Q̃p(1)λµ = −e
√

4π
2λ+ 1

∫
R3

d3r rpYλµ(nr)Ψ(0)†(r)Ψ(1)(r) (p = λ,−λ− 1). (11.2)

Do powyższego równania wstawimy wyrażenie (9.13) na poprawkę do funkcji falowej, uzyskując

Q̃p(1)λµ = −i4πe2c

√
L

(L+ 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

D(1)∗LM

×
∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†(r)rpYλµ(nr)Ḡ(0)(r, r′)r′Lα · Y L
LM (n′r)Ψ

(0)(r′)

(p = λ,−λ− 1). (11.3)

Następnie, w oparciu o równania na funkcje falową (3.5) i (3.9) oraz funkcję Greena (4.16), docho-
dzimy do

Q̃p(1)λµ = (4πε0)4πc

√
L

(L+ 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

D(1)∗LM

×
[
〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L

LMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

−〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L
LMΩ−1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rpḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

+〈Ω1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L
LMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

−〈Ω1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L
LMΩ−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rpḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1),

(11.4)

a pamiętając o tożsamościach (C.3) i (C.2), otrzymujemy

Q̃p(1)λµ = −(4πε0)c
4π

(L+ 1)
√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(κ− 1)R(p,L)κ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)

×
L∑

M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′D
(1)∗
LM 〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ−1m′〉

(p = λ,−λ− 1). (11.5)
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Biorąc pod uwagę formułę (C.15), możemy wykonać całkowania po zmiennych kątowych. Następnie,
postępując analogicznie jak w rozdziale 6.1, stosujemy odpowiedniki równań (6.17)–(6.19) wraz z
relacją (11.1) i uzyskujemy indukowany multipolowy moment elektryczny w postaci

Qp(1)λ = (4πε0)c
2
√

2L
(2λ+ 1)

√
(2L+ 1)(λ+ L+ 1)

R
(p,L)
κ̃λ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

){
ν ⊗D(1)L

}
λ

(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1), (11.6)

przy czym

κ̃λ =
1
2

(λ− L)(λ+ L+ 1) =

{
−L dla λ = L− 1
L+ 1 dla λ = L+ 1.

(11.7)

Z wyrażenia (11.6) wynika, że multipolowe pole magnetyczne rzędu L wyindukuje w atomie mul-
tipolowe momenty elektryczne rzędów L− 1 i L+ 1.

Pozostaje nam teraz wykonać całkowania po zmiennych radialnych. Najpierw zajmiemy się
przypadkiem z κ̃λ 6= −1 i wyznaczymy

R
(p,L)
κ̃λ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=

∞∑
nr=−∞

1

µ
(0)
nrκ̃λ

− 1

∫ ∞
0

dr rp
[
P (0)(r)S(0)nrκ̃λ(r) +Q(0)(r)T (0)nrκ̃λ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′L
[
µ
(0)
nrκ̃λ

Q(0)(r′)S(0)nrκ̃λ(r′) + P (0)(r′)T (0)nrκ̃λ(r′)
]

(κ̃λ 6= −1). (11.8)

Opierając się na formule (D.22), uzyskujemy

R
(p,L)
κ̃λ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=

αap+L+10

Zp+L+1
Γ(γκ̃λ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ̃λ − γ1 − p)Γ(γκ̃λ − γ1 − L)

×
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ̃λ + κ̃λ)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − L− 1)
Nnrκ̃λ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ̃λ)

×
( |nr|+ γκ̃λ − γ1 − p− 1

Nnrκ + κ̃λ
− γ1

)
×
[
1− (Nnrκ̃λ + 1)(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − L− 1)

(Nnrκ̃λ + κ̃λ)(|nr|+ γκ̃λ − γ1)

]
(κ̃λ 6= −1). (11.9)

W kolejnym kroku rozdzielimy powyższe równanie na cztery składniki i przekształcimy w znany
nam już sposób każdy z nich, tj.

R
(p,L)
κ̃λ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=
αap+L+10

Zp+L+1
Γ(γκ̃λ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)

2p+L+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ̃λ − γ1 − p)Γ(γκ̃λ − γ1 − L)

4∑
i=1

Si, (11.10)

gdzie

S1 =
∞∑

nr=−∞

Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − L− 1)
Nnrκ̃λ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ̃λ)

= 0, (11.11a)

S2 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ̃λ + 1)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − L)
Nnrκ̃λ(Nnrκ̃λ + κ̃λ)(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ̃λ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ̃λ)

= −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ̃λ + 1)(Nnrκ̃λ − κ̃λ)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − p)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − L)
Nnrκ̃λ |nr|!(|nr|+ γκ̃λ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ̃λ + 1)

=
∞∑

nr=0

2(κ̃λ − 1)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ̃λ − γ1)Γ(nr + 2γκ̃λ + 1)

, (11.11b)
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S3 = −
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ̃λ + κ̃λ)γ1Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − L− 1)
Nnrκ̃λ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ̃λ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L− 1)
(nr − 1)!Γ(nr + 2γκ̃λ)

= −
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ̃λ + 1)

, (11.11c)

S4 =
∞∑

nr=−∞

(Nnrκ̃λ + 1)γ1Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − p− 1)Γ(|nr|+ γκ̃λ − γ1 − L)
Nnrκ̃λ(|nr| − 1)!(|nr|+ γκ̃λ − γ1)Γ(|nr|+ 2γκ̃λ)

=
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p− 1)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L)
(nr − 1)!(nr + γκ̃λ − γ1)Γ(nr + 2γκ̃λ)

=
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L+ 1)
nr!(nr + γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ̃λ + 1)

=
∞∑

nr=0

2γ1Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L)
nr!Γ(nr + 2γκ̃λ + 1)

−
∞∑

nr=0

2(L+ 1)γ1Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ̃λ + 1)

. (11.11d)

Wykorzystując równania (11.11a)–(11.11d) w wyrażeniu (11.10), otrzymamy

R
(p,L)
κ̃λ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=

αap+L+10

Zp+L+1
Γ(γκ̃λ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ̃λ − γ1 − p)Γ(γκ̃λ − γ1 − L)

×
{

(κ̃λ − 1)
∞∑

nr=0

Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ̃λ − γ1)Γ(nr + 2γκ̃λ + 1)

−(L+ 1)γ1
∞∑

nr=0

Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − p)Γ(nr + γκ̃λ − γ1 − L)
nr!(nr + γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(nr + 2γκ̃λ + 1)

}
(κ̃λ 6= −1). (11.12)

W powyższej formule, opierając się na wzorach (5.23)–(5.25), identyfikujemy uogólnione funkcje
hipergeometryczne 3F2(1). Tym samym

R
(p,L)
κ̃λ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=

αap+L+10

Zp+L+1
Γ(γκ̃λ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)

2p+L+1Γ(2γ1 + 1)Γ(2γκ̃λ + 1)

×
[
γκ̃λ + γ1
κ̃λ + 1 3

F2

(
γκ̃λ − γ1 − p, γκ̃λ − γ1 − L, γκ̃λ − γ1

γκ̃λ − γ1 + 1, 2γκ̃λ + 1
; 1

)

− (L+ 1)γ1
γκ̃λ − γ1 + 13

F2

(
γκ̃λ − γ1 − p, γκ̃λ − γ1 − L, γκ̃λ − γ1 + 1

γκ̃λ − γ1 + 2, 2γκ̃λ + 1
; 1

)]
(κ̃λ 6= −1). (11.13)

Zastosowanie relacji (5.29) pozwala wyeliminować jedną z dwóch uogólnionych funkcji hipergeome-
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trycznych i w konsekwencji dochodzimy do

R
(p,L)
κ̃λ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=

αap+L+10

Zp+L+1
Γ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L+1(κ̃λ + 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− (L+ 1)[γ1(κ̃λ + 1) + p+ 1]Γ(γκ̃λ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)
(γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκ̃λ + 1)

×3F2

(
γκ̃λ − γ1 − p, γκ̃λ − γ1 − L, γκ̃λ − γ1 + 1

γκ̃λ − γ1 + 2, 2γκ̃λ + 1
; 1

)}
(κ̃λ 6= −1).

(11.14)

Zajmijmy się teraz przypadkiem κ̃λ = −1 [wówczas λ = 0 i L = 1, por. równanie (11.7)].
Skorzystamy z równania (4.27) i z radialnej funkcji Greena–Diraca–Coulomba w postaci danej
wyrażeniem (10.16), co pozwoli wyznaczyć nam

R
(p,1)
−1

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=

∞∑
nr=−∞
(nr 6=0)

1

µ
(0)
nr,−1 − 1

∫ ∞
0

dr rp
[
P (0)(r)S(0)nr,−1(r) +Q(0)(r)T (0)nr−1(r)

]

×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
µ
(0)
nr,−1Q

(0)(r′)S(0)nr,−1(r
′) + P (0)(r′)T (0)nr,−1(r

′)
]

+
(
γ1 −

1
2

)∫ ∞
0

dr rp
[
P (0)(r)S(0)0,−1(r) +Q(0)(r)T (0)0,−1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
Q(0)(r′)S(0)0,−1(r

′) + P (0)(r′)T (0)0,−1(r
′)
]

+
∫ ∞
0

dr rp
[
P (0)(r)I(0)0,−1(r) +Q(0)(r)K(0)0,−1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
Q(0)(r′)S(0)0,−1(r

′) + P (0)(r′)T (0)0,−1(r
′)
]

+
∫ ∞
0

dr rp
[
P (0)(r)S(0)0,−1(r) +Q(0)(r)T (0)0,−1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
Q(0)(r′)J (0)0,−1(r

′) + P (0)(r′)K(0)0,−1(r
′)
]
. (11.15)

Aby w powyższym równaniu wykonać całkowania po zmiennych radialnych, użyjemy formuł z
dodatku D i wzorów (10.17)–(10.19), uzyskując

R
(p,1)
−1

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
= −αa

p+2
0

Zp+2
[4γ21 + (p+ 2)γ1 + 2p]Γ(2γ1 + p+ 1)

2p+2Γ(2γ1 + 1)

−αa
p+2
0

Zp+2
(4γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)

2p+2Γ(2γ1 + 1)

+
αap+20
Zp+2

(p+ 2)γ1(2γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ 1)
2p+2Γ(2γ1 + 1)

+
αap+20
Zp+2

(4γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)
2p+2Γ(2γ1 + 1)

. (11.16)

W konsekwencji otrzymamy

R
(p,1)
−1

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
=
αap+20
Zp+2

p(γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)
2p+1Γ(2γ1 + 1)

. (11.17)

Analizując rezultaty otrzymane w tym rozdziale, zauważamy, że dipolowe pole magnetyczne
(L = 1) indukuje co najwyżej uogólniony monopolowy20 i kwadrupolowy moment elektryczny,

20Łatwo dostrzec, że indukowany moment monopolowy jest niezerowy tylko dla przypadku pól bliskich.
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dane odpowiednio wyrażeniami:

Qp(1)0 = (4πε0)c
αap+20
Zp+2

p(γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)

2p
√

3Γ(2γ1 + 1)

{
ν ⊗D(1)1

}
0

(p = 0,−1) (11.18)

oraz

Qp(1)2 = (4πε0)c
αap+20
Zp+2

Γ(2γ1 + p+ 3)

2p+215
√

6Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− 2(3γ1 + p+ 1)Γ(γ2 + γ1 + p+ 1)Γ(γ2 + γ1 + 2)
(γ2 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ 3)Γ(2γ2 + 1)

×3F2

(
γ2 − γ1 − p, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 + 1

γ2 − γ1 + 2, 2γ2 + 1
; 1

)}{
ν ⊗D(1)1

}
2

(p = 2,−3).

(11.19)

Przypadek magnetycznego pola dipolowego musieliśmy ponownie wyodrębnić, ponieważ wówczas
pojawiają się dodatkowe warunki na współczynniki am wynikające bezpośrednio z równań (9.12a)
i (9.12b). Powodują one, że składowe wektora ν dane równaniami (3.31) przyjmą postać

ν0 = sgn(m), ν−1 = ν1 = 0,
(
m = ±12

)
. (11.20)

Tym samym {
ν ⊗D(1)1

}
λµ

= 〈101µ|λµ〉 sgn(m)D(1)1µ
(
m = ±12

)
(11.21)

i dla λ = 0 mamy {
ν ⊗D(1)1

}
00

= − 1√
3

sgn(m)D(1)10
(
m = ±12

)
, (11.22)

a dla λ = 2 {
ν ⊗D(1)1

}
2µ

=

√
4− µ2

6
sgn(m)D(1)1µ

(
m = ±12

)
. (11.23)

Przekształcamy teraz równania (11.18) i (11.19) z użyciem relacji (11.22) i (11.23) do postaci

Qp(1)00 = − sgn(m)(4πε0)c
αap+20
Zp+2

p(γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)
2p3Γ(2γ1 + 1)

D(1)10
(
p = 0,−1; m = ±12

)
(11.24)

oraz

Qp(1)2µ = sgn(m)(4πε0)c
αap+20
Zp+2

√
4− µ2 Γ(2γ1 + p+ 3)
2p+345Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− 2(3γ1 + p+ 1)Γ(γ2 + γ1 + p+ 1)Γ(γ2 + γ1 + 2)
(γ2 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ 3)Γ(2γ2 + 1)

×3F2

(
γ2 − γ1 − p, γ2 − γ1 − L, γ2 − γ1 + 1

γ2 − γ1 + 2, 2γ2 + 1
; 1

)}
D(1)2µ

(p = 2,−3; m = ±12), (11.25)

przy czym stan z m = 1/2 odpowiada sytuacji (9.12a), a stan z m = −1/2 opisuje wzór (9.12b).
Przejdźmy teraz do przypadku, gdy zaburzające pole magnetyczne jest rzędu L > 2. Wówczas

poziom podstawowy atomu pozostaje zdegenerowany. Z wyrażeń (11.6) i (11.14) uzyskujemy

Qp(1)λ = (4πε0)c
αap+L+10

Zp+L+1

√
2LΓ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L(κ̃λ + 1)(2λ+ 1)
√

(2L+ 1)(λ+ L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− (L+ 1)[γ1(κ̃λ + 1) + p+ 1]Γ(γκ̃λ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)
(γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκ̃λ + 1)

×3F2

(
γκ̃λ − γ1 − p, γκ̃λ − γ1 − L, γκ̃λ − γ1 + 1

γκ̃λ − γ1 + 2, 2γκ̃λ + 1
; 1

)}{
ν ⊗D(1)L

}
λ

(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1). (11.26)
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Dla obu rozważanych sytuacji możemy zdefiniować uogólnione multipolowe magnetyczno-
elektryczne podatności krzyżowe χpML→Eλ poprzez relację

Qp(1)λ = (4πε0)c χ
p
ML→Eλ

{
ν ⊗D(1)L

}
λ

〈10L0|λ0〉
(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1), (11.27)

gdzie 〈10L0|λ0〉 dane jest równaniem (6.33). Tym samym

χpM1→E0 = −αa
p+2
0

Zp+2
p(γ21 − 1)Γ(2γ1 + p+ 1)

2p3Γ(2γ1 + 1)
(p = 0,−1), (11.28)

oraz

χpML→Eλ =
αap+L+10

Zp+L+1
L(λ− L)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)

2p+L(κ̃λ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− (L+ 1)[γ1(κ̃λ + 1) + p+ 1]Γ(γκ̃λ + γ1 + p+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)
(γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + p+ L+ 2)Γ(2γκ̃λ + 1)

×3F2

(
γκ̃λ − γ1 − p, γκ̃λ − γ1 − L, γκ̃λ − γ1 + 1

γκ̃λ − γ1 + 2, 2γκ̃λ + 1
; 1

)}
(p = λ,−λ− 1; λ = L∓ 1; λ 6= 0). (11.29)

Kolejne dwa podrozdziały posłużą nam do dokładniejszego omówienia tej wielkości dla obszarów
pól dalekich i bliskich.

11.2 Magnetyczno-elektryczne podatności krzyżowe pól dalekich

Zaczniemy od rozważenia przypadku pól dalekich. Wówczas z równań (11.28) i (11.29) uzysku-
jemy

χ0M1→E0 = 0 (11.30)

oraz

χλML→Eλ =
αaλ+L+10

Zλ+L+1
L(λ− L)Γ(2γ1 + λ+ L+ 2)

2λ+L(κ̃λ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− (L+ 1)[γ1(κ̃λ + 1) + λ+ 1]Γ(γκ̃λ + γ1 + λ+ 1)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)
(γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(2γ1 + λ+ L+ 2)Γ(2γκ̃λ + 1)

×3F2

(
γκ̃λ − γ1 − λ, γκ̃λ − γ1 − L, γκ̃λ − γ1 + 1

γκ̃λ − γ1 + 2, 2γκ̃λ + 1
; 1

)}
(λ = L∓ 1, λ 6= 0). (11.31)

Powyższe równanie prowadzi do wyrażeń analitycznych na multipolowe magnetyczno-elektryczne
podatności krzyżowe pól dalekich w postaci

χL−1ML→E(L−1) =
αa2L0
Z2L

LΓ(2γ1 + 2L+ 1)
22L−1(L− 1)(4L2 − 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1 +
(L+ 1)[γ1(L− 1)− L]Γ(γL + γ1 + L)Γ(γL + γ1 + L+ 1)

(γL − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 1)Γ(2γL + 1)

×3F2

(
γL − γ1 − L+ 1, γL − γ1 − L, γL − γ1 + 1

γL − γ1 + 2, 2γL + 1
; 1

)}
(L > 2)

(11.32)
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oraz

χL+1ML→E(L+1) =
αa2L+20

Z2L+2
LΓ(2γ1 + 2L+ 3)

22L+1(L+ 2)(2L+ 1)(2L+ 3)Γ(2γ1 + 1)

×
[
1− (L+ 1)(L+ 2)(γ1 + 1)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 2)Γ(γL+1 + γ1 + L+ 1)

(γL+1 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 2L+ 3)Γ(2γL+1 + 1)

×3F2

(
γL+1 − γ1 − L− 1, γL+1 − γ1 − L, γL+1 − γ1 + 1

γL+1 − γ1 + 2, 2γL+1 + 1
; 1

)]
.

(11.33)

W szczególnym przypadku magnetycznego pola dipolowego (L = 1) uzyskujemy tylko następującą
podatność krzyżową:

χ2M1→E2 =
αa40
Z4

Γ(2γ1 + 5)
360Γ(2γ1 + 1)

[
1− 6(γ1 + 1)Γ(γ2 + γ1 + 3)Γ(γ2 + γ1 + 2)

(γ2 − γ1 + 1)Γ(2γ1 + 5)Γ(2γ2 + 1)

×3F2

(
γ2 − γ1 − 2, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1 + 1

γ2 − γ1 + 2, 2γ2 + 1
; 1

)]
(11.34)

Jeśli skorzystamy z relacji (5.29), to powyższe wyrażenie przyjmie formę

χ2M1→E2 =
αa40
Z4

Γ(2γ1 + 5)
720Γ(2γ1)

[
− 1 +

(γ1 + 1)(γ2 + γ1)Γ(γ2 + γ1 + 3)Γ(γ2 + γ1 + 2)
γ1Γ(2γ1 + 5)Γ(2γ2 + 1)

×3F2

(
γ2 − γ1 − 2, γ2 − γ1 − 1, γ2 − γ1

γ2 − γ1 + 1, 2γ2 + 1
; 1

)]
, (11.35)

tożsamą z rezultatem21 uzyskanym wcześniej przez Szmytkowskiego i Stefańską [107, równanie
(4.20)]. Ponadto, jeśli porównamy równania (11.32) i (11.33) z podatnościami krzyżowymi (6.36) i
(6.37), to zauważymy, że zachodzą poniższe związki:

χLM(L+1)→EL = αL+1EL→M(L+1), (11.36)

χLM(L−1)→EL = αL−1EL→M(L−1). (11.37)

Tym samym, formuły kwazi-relatywistyczne i nierelatywistyczne, rysunki oraz wyniki numeryczne
z rozdziału 6.2 opisują także wielkości wyznaczone w tym rozdziale i możemy pominąć dalszą ich
analizę.

11.3 Magnetyczno-elektryczne podatności krzyżowe pól bliskich

Przechodząc teraz do przypadku pól bliskich (p = −λ− 1), z równania (11.29) uzyskujemy

χ−λ−1ML→Eλ =
αaL−λ0
ZL−λ

L(λ− L)Γ(2γ1 − λ+ L+ 1)
2L−λ−1(κ̃λ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− (L+ 1)[γ1(κ̃λ + 1)− λ]Γ(γκ̃λ + γ1 − λ)Γ(γκ̃λ + γ1 + L+ 1)
(γκ̃λ − γ1 + 1)Γ(2γ1 − λ+ L+ 1)Γ(2γκ̃λ + 1)

×3F2

(
γκ̃λ − γ1 + λ+ 1, γκ̃λ − γ1 − L, γκ̃λ − γ1 + 1

γκ̃λ − γ1 + 2, 2γκ̃λ + 1
; 1

)}
(λ 6= 0),

(11.38)

21W pracy tej wyznaczono indukowany elektryczny moment kwadrupolowy i by porównać wyniki, należy skorzystać
z wprowadzonej przez nas relacji (11.27), przy uwzględnieniu (9.12).
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a jeśli dodatkowo wykorzystamy tożsamość (5.55), to wówczas powyższe możemy przepisać w po-
staci

χ−λ−1ML→Eλ =
αaL−λ0
ZL−λ

L(λ− L)Γ(2γ1 − λ+ L+ 1)
2L−λ−1(κ̃λ + 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)Γ(2γ1 + 1)

×
{

1− (L+ 1)[γ1(κ̃λ + 1)− λ]
(γκ̃λ − γ1 + 1)(γκ̃λ + γ1 − λ)3

F2

(
−λ+ 1, 1, γκ̃λ − γ1 − L

γκ̃λ − γ1 + 2, γκ̃λ + γ1 − λ+ 1
; 1

)}
(λ 6= 0). (11.39)

Ostatecznie z równań (11.28) i (11.39) otrzymujemy końcowe wyrażenia na statyczne multipolowe
magnetyczno-elektryczne podatności krzyżowe pól bliskich:

χ−1M1→E0 =
αa0
Z

γ21 − 1
3γ1

(
zauważmy, że γ21 − 1 = −α2Z2

)
, (11.40)

χ−LML→E(L−1) =
αa0
Z

L(2γ1 + 1)
(L− 1)(4L2 − 1)

×
[
1 +

(L2 − 1)(γ1 + 1)
(γL − γ1 + 1)(γL + γ1 − L+ 1)

×3F2

(
−L+ 2, 1, γL − γ1 − L

γL − γ1 + 2, γL + γ1 − L+ 2
; 1

)]
(L > 2) (11.41)

oraz

χ−L−2ML→E(L+1) =
αZ

a0

2L
(L+ 2)(2L+ 1)(2L+ 3)γ1

×
{

1− (L+ 1)[γ1(L+ 2)− L− 1]
(γL+1 − γ1 + 1)(γL+1 + γ1 − L− 1)

×3F2

(
−L, 1, γL+1 − γ1 − L

γL+1 − γ1 + 2, γL+1 + γ1 − L
; 1

)}
(
Z < α−1

√
(2L+ 1)(2L+ 3)

2(L+ 1)

)
, (11.42)

przy czym ograniczenie na Z wynika z warunku zbieżności całki radialnej w równaniu (11.8) i zostało
dokładniej omówione dodatku E. W przypadku podatności krzyżowych pól bliskich, odpowiedniki
relacji (11.36) i (11.37) są innego typu i są bardziej złożone. W tym przypadku, porównując formuły
(11.40)–(11.42) z (6.56) oraz (6.57), uzyskujemy

(L− 1)χ−LML→E(L−1) = −(L+ 1)α−LEL→M(L−1), (11.43)

oraz

χ−L−2ML→E(L+1) = − L

(L+ 2)[Lγ1 − L− 1]

{
L[γ1(L+ 2)− L− 1]

L+ 2
α−L−2EL→M(L+1)

+
αZ

a0

4
(2L+ 1)(2L+ 3)

}
. (11.44)

Charakterystyczna dla pól bliskich postać uogólnionej funkcji hipergeometrycznej 3F2(1) po-
zwala nam podać wyrażenia w postaci elementarnej, tj. dla podatności χ−LML→E(L−1) z 2 6 L 6 5
uzyskamy

χ−2M2→E1 =
αa0
Z

2γ1 + 1
3

, (11.45)
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χ−3M3→E2 =
αa0
Z

3(2γ1 + 1)(2γ1 + 5)
14(2γ1 + 7)

, (11.46)

χ−4M4→E3 =
αa0
Z

2(2γ1 + 1)(68γ21 + 483γ1 + 709)
189(γ1 + 7)(4γ1 + 11)

, (11.47)

χ−5M5→E4 =
αa0
Z

5(2γ1 + 1)(52γ31 + 736γ21 + 2909γ1 + 3233)
396(γ1 + 5)(2γ1 + 5)(2γ1 + 23)

, (11.48)

a dla podatności χ−L−2ML→E(L+1) z 1 6 L 6 4 otrzymujemy

χ−3M1→E2 = −αZ
a0

2(γ1 − 1)(8γ1 + 3)
45γ1(γ1 + 1)(4γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
15
4

)
, (11.49)

χ−4M2→E3 = −αZ
a0

2(γ1 − 1)(30γ21 + 79γ1 + 28)
35γ1(γ1 + 1)(2γ1 + 7)(6γ1 − 1)

(
Z < α−1

√
35
6

)
, (11.50)

χ−5M3→E4 = −αZ
a0

2(γ1 − 1)(96γ31 + 684γ21 + 1153γ1 + 385)
35γ1(γ1 + 1)(γ1 + 7)(4γ1 + 11)(8γ1 − 1)

(
Z < α−1

3
√

7
8

)
, (11.51)

χ−6M4→E5 = −αZ
a0

16(γ1 − 1)(140γ41 + 1976γ31 + 8101γ21 + 10870γ1 + 3450)
297γ1(γ1 + 1)(γ1 + 5)(2γ1 + 5)(2γ1 + 23)(10γ1 − 1)

(
Z < α−1

3
√

11
10

)
.

(11.52)
W kolejnym kroku z relacji (11.43) i (11.44) oraz równań (6.72) i (6.77) wyznaczamy kwazi-

relatywistyczne przybliżenia wyrażeń (11.41) oraz (11.42), natomiast aproksymacje równania
(11.40) w oparciu o (5.39), uzyskując odpowiednio

χ0M1→E0 = −αa0
Z

(αZ)2

3
(formuła dokładna), (11.53)

χ−LML→E(L−1) '
αa0
Z

1
L− 1

{
1− (αZ)2

L− 1
L

[
ψ(2L)− ψ(L)− L(4L2 − 3L− 5)

4(L− 1)(4L2 − 1)

]}
(L 6= 1) (11.54)

oraz

χ−L−2ML→E(L+1) '
αZ

a0
(αZ)2

2L2

(L+ 1)(L+ 2)(2L+ 1)(2L+ 3)

[
ψ(2L+ 2)− ψ(L+ 1) +

L+ 1
2

]
.

(11.55)
Jawne wyrażenia dla wybranych wartości L wyznaczone z równań (11.54) i (11.55) są następujące:

χ−2M2→E1 '
αa0
Z

[
1− 1

3
(αZ)2

]
, (11.56)

χ−3M3→E2 '
αa0
Z

1
2

[
1− 23

63
(αZ)2

]
, (11.57)

χ−4M4→E3 '
αa0
Z

1
3

[
1− 1931

5040
(αZ)2

]
, (11.58)

χ−5M5→E4 '
αa0
Z

1
4

[
1− 13669

34650
(αZ)2

]
(11.59)

oraz

χ−3M1→E2 '
αZ

a0

11
270

(αZ)2, (11.60)

χ−4M2→E3 '
αZ

a0

137
3150

(αZ)2, (11.61)
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χ−5M3→E4 '
αZ

a0

1159
29400

(αZ)2, (11.62)

χ−6M4→E5 '
αZ

a0

16358
467775

(αZ)2. (11.63)

Analizując powyższe rezultaty, widzimy, że w granicy nierelatywistycznej uzyskamy

χ
0(nr)
M1→E0 = 0, (11.64)

χ
−L(nr)
ML→E(L−1) =

αa0
Z

1
L− 1

(L 6= 1) (11.65)

oraz
χ
−L−2(nr)
ML→E(L+1) = 0. (11.66)

Tym samym, w granicy nierelatywistycznej wielkość χ−L−2ML→E(L+1) znika
(
jak również odpowiadające

jej momenty elektryczne Q−L−2(1)L+1

)
. Tożsama sytuacja zachodzi dla podatności χ0M1→E0.

Rysunki 40–43 przedstawiają wartości magnetyczno-elektrycznych podatności pól bliskich
χ−LML→E(L−1) dla 2 6 L 6 5 w funkcji liczby atomowej Z, natomiast na rysunkach 44–47 wy-

kreślono wartości podatności χ−L−2ML→E(L+1) dla 1 6 L 6 4. Na wspomnianych rysunkach porównano
odpowiednie formuły relatywistyczne, kwazi-relatywistyczne i nierelatywistyczne, przy czym dla
podatności χ−L−2ML→E(L+1)nie rozważano wielkości nierelatywistycznych, które w tym przypadku są
równe zero [por. równanie (11.66)].
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Rys. 40: Statyczna podatność krzyżowa χ−2M2→E1 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.45), kwazi-
relatywistycznej (11.56) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 2.
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Rys. 41: Statyczna podatność krzyżowa χ−3M3→E2 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.46), kwazi-
relatywistycznej (11.57) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 3.
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Rys. 42: Statyczna podatność krzyżowa χ−4M4→E3 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.47), kwazi-
relatywistycznej (11.58) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 4.
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Rys. 43: Statyczna podatność krzyżowa χ−5M5→E4 dla atomu jednoelektronowego w stanie pod-
stawowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.48), kwazi-
relatywistycznej (11.59) i nierelatywistycznej (11.65) z L = 5.
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Rys. 44: Statyczna podatność krzyżowa χ−3M1→E2 dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.49) i kwazi-
relatywistycznej (11.60).
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Rys. 45: Statyczna podatność krzyżowa χ−4M2→E3 dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.50) i kwazi-
relatywistycznej (11.61).
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Rys. 46: Statyczna podatność krzyżowa χ−5M3→E4 dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.51) i kwazi-
relatywistycznej (11.62).
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Rys. 47: Statyczna podatność krzyżowa χ−6M4→E5 dla atomu jednoelektronowego w stanie podsta-
wowym jako funkcja liczby atomowej Z. Porównanie formuły relatywistycznej (11.52) i kwazi-
relatywistycznej (11.63).
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12 Indukowane multipolowe magnetyczne momenty toroidalne

12.1 Uogólnione toroidalne momenty multipolowe

W tym rozdziale wyznaczymy ostatnią rodzinę momentów multipolowych, jakie mogą wyindu-
kować się w atomie wodoropodobnym umieszczonym w zewnętrznym multipolowym polu magne-
tycznym (9.1). Są to uogólnione multipolowe momenty toroidalne. Przypomnijmy równania (7.3) i
(7.4), tj.

T p(1)λµ = T̃ p(1)λµ + (−)µT̃ p(1)∗λ,−µ (p = λ,−λ− 1) (12.1)

gdzie

T̃ p(1)λµ = − ec

p+ 1

√
4π

2λ+ 1

∫
R3

d3r rp+1Yλµ(nr)Ψ(0)†(r)nr ·αΨ(1)(r) (p = λ,−λ− 1). (12.2)

Korzystając z formuły na pierwszą poprawkę do funkcji falowej (9.13), uzyskamy

T̃ p(1)λµ = −4πie2c2

p+ 1

√
L

(L+ 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)

L∑
M=−L

D(1)∗LM

×
∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†(r)rp+1nr ·αYλµ(nr)Ḡ(0)(r, r′)r′Lα · Y L
LM (n′r)Ψ

(0)(r′)

(p = λ,−λ− 1). (12.3)

Następnie, uwzględniając jeszcze wyrażenia na funkcję falową (3.5) i (3.9) oraz funkcję Greena
(4.16), dochodzimy do

T̃ p(1)λµ = −(4πε0)ic2
4π
p+ 1

√
L

(L+ 1)(2λ+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

L∑
M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′D
(1)∗
LM

×
[
〈Ω1m|Yλµnr · σΩκmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L

LMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rp+1ḡ(0)(++)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

−〈Ω1m|Yλµnr · σΩκmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L
LMΩ−1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rp+1ḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

−〈Ω−1m|Yλµnr · σΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y L
LMΩ1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rp+1ḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′LQ(0)(r′)

+ 〈Ω−1m|Yλµnr · σΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y L
LMΩ−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rp+1ḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′LP (0)(r′)

]
(p = λ,−λ− 1). (12.4)

Powyższe wyrażenie możemy uprościć z użyciem relacji (B.7), (C.2) oraz (C.3), uzyskując

T̃ p(1)λµ = −i
(4πε0)c2

(p+ 1)(L+ 1)
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(κ− 1)R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
Q(0), P (0)

)

×
L∑

M=−L

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

1/2∑
m=−1/2

1/2∑
m′=−1/2

a∗mam′D
(1)∗
LM

×〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ−1m′〉 (p = λ,−λ− 1), (12.5)
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co po wykonaniu całkowań po zmiennych kątowych w oparciu o formułę (C.15) daje nam

T̃ p(1)λµ = i
(4πε0)c2

(p+ 1)(L+ 1)
4π√

(2λ+ 1)(2L+ 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

(δλ,L−1δκL + δλ,L+1δκ,L+1)(κ− 1)R(p+1,L)κ

(
Q(0),−P (0)
Q(0), P (0)

)

×
[√

κ2 − µ2(|a1/2|2 − |a−1/2|2)D
(1)
Lµ − sgn(κ)

√
(κ+ µ)(κ+ µ− 1)a∗1/2a−1/2D

(1)
L,µ−1

+ sgn(κ)
√

(κ− µ)(κ− µ− 1)a1/2a
∗
−1/2D

(1)
L,µ+1

]
(p = λ,−λ− 1). (12.6)

Wstawiając powyższe wyrażenie do wzoru (12.1), otrzymujemy

T p(1)λµ = 0 (p = λ,−λ− 1). (12.7)

Oznacza to, że multipolowe pole magnetyczne nie wyindukuje w jednoelektronowym atomie Diraca
uogólnionych magnetycznych momentów toroidalnych, zarówno w obszarze pól dalekich, jak i pól
bliskich.
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13 Postaci asymptotyczne pól elektrycznych i magnetycznych in-
dukujących się w atomie

Podobnie jak w rozdziale 8, podamy teraz związki pomiędzy multipolowymi podatnościami
(wyznaczonymi w rozdziałach 10–12) a wyindukowanymi polami magnetycznymi i elektrycznymi.
Rozważymy osobno obszar pól dalekich i pól bliskich.

13.1 Pola dalekie

Zaczniemy od analizy formuł (2.14), (2.22) oraz (10.26), co dla przypadku pól dalekich pozwoli
wyznaczyć nam wyindukowane pole magnetyczne. Otrzymamy potencjał wektorowy

A(1)(r) r→∞−→ χL i

√
4π(L+ 1)
L(2L+ 1)

r−L−1
L∑

M=−L
D(1)LMY

L∗
LM (nr) (13.1)

oraz indukcję magnetyczną

B(1)(r) r→∞−→ −χL
√

4π(L+ 1) r−L−2
L∑

M=−L
D(1)LMY

L+1∗
LM (nr), (13.2)

przy czym multipolowa magnetyzowalność χL dana jest wzorami (10.32) i (10.33). Ponadto możemy
jeszcze rozważyć indukujące się pole elektryczne. Z wyrażeń (2.4), (2.8) oraz (11.27) otrzymamy
potencjał skalarny

φ(1)(r) r→∞−→
∑

λ=L∓1
icχλML→Eλ(1− δλ0)

√
4π

2λ+ 1
r−λ−1

λ∑
µ=−λ

{
ν ⊗D(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Yλµ(nr) (13.3)

oraz natężenie pola elektrycznego

E(1)(r) r→∞−→ −
∑

λ=L∓1
cχλML→Eλ(1− δλ0)

√
4π(λ+ 1) r−λ−2

λ∑
µ=−λ

{
ν ⊗D(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Y λ+1∗
λµ (nr), (13.4)

gdzie podatności krzyżowe χλML→Eλ dane są równaniami (11.32) i (11.33).

13.2 Pola bliskie

Przejdziemy teraz do obszaru w pobliżu jądra atomu (pola bliskie). Na podstawie wzorów (2.14),
(2.22) oraz (10.26) wnioskujemy, że wyindukuje się pole magnetyczne o potencjale wektorowym

A(1)(r) r→0−→ −χ−L−1ML→ML i

√
4πL

(L+ 1)(2L+ 1)
rL

L∑
M=−L

D(1)LMY
L∗
LM (nr) = −χ−L−1ML→MLA

(1)
L (r), (13.5)

czyli o indukcji

B(1)(r) r→0−→ −χ−L−1ML→ML
√

4πL rL−1
L∑

M=−L
D(1)LMY

L−1∗
LM (nr) = −χ−L−1ML→MLB

(1)
L (r), (13.6)

gdzie indukcja magnetyczna pola zaburzającego

B(1)L (r) =
√

4πL rL−1
L∑

M=−L
D(1)LMY

L−1∗
LM (nr) (13.7)

została wyznaczona z równania (9.1), przy użyciu relacji (2.20). Postaci asymptotyczne (13.5) i
(13.6) są zgodne z pracami Feiocka i Johnsona [26] oraz Kolba i Johnsona [28]. Powyższe równa-
nia pokazują nam, że multipolowa stała ekranowania magnetycznego [dana wyrażeniami (10.48) i
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(10.49)] jest czynnikiem proporcjonalności pomiędzy zewnętrznym polem magnetycznym a polem
magnetycznym wyindukowanym w otoczeniu jądra atomu. Warto jeszcze podać formuły na wyin-
dukowane w rozważanym obszarze pole elektryczne. Na podstawie wzorów (2.4), (2.8) oraz (11.27)
uzyskujemy potencjał skalarny

φ(1)(r) r→0−→
∑

λ=L∓1
cχ−λ−1ML→Eλ(1− δλ0)

√
4π

2λ+ 1
rλ

λ∑
µ=−λ

{
ν ⊗D(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Y ∗λµ(nr) (13.8)

oraz natężenie

E(1)(r) r→0−→ −
∑

λ=L∓1
cχ−λ−1ML→Eλ(1− δλ0)

√
4πλ rλ−1

λ∑
µ=−λ

{
ν ⊗D(1)L

}
λµ

〈10L0
∣∣λ0〉

Y λ−1∗
λµ (nr), (13.9)

gdzie χ−λ−1ML→Eλ są odpowiednimi podatnościami krzyżowymi pól bliskich, danymi równianami
(11.41) oraz (11.42).
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Część IV

Atom w multipolowym
polu elektrycznym
i magnetycznym
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14 Poprawki do energii

14.1 Pierwszy rząd rachunku zaburzeń

W rozdziałach 4–8 rozpatrywaliśmy jednoelektronowy atom Diraca w stanie podstawowym
umieszczony w słabym statycznym multipolowym polu elektrycznym, a w rozdziałach 9–13 w mul-
tipolowym polu magnetycznym. Na koniec rozważymy atom oddziałujący równocześnie z tymi
dwoma rodzajami pól. Problem ten można opisać niezależnym od czasu równaniem Diraca[

−ic~α ·∇+ βmec
2 − Ze2

(4πε0)r
+ V

(1)
L1

(r) + V
(1)
L2

(r)− E
]

Ψ(r) = 0 (14.1a)

z warunkami brzegowymi
rΨ(r) r→0−→ 0, rΨ(r) r→∞−→ 0, (14.1b)

gdzie

V
(1)
L1

(r) = e

√
4π

2L1 + 1
rL1

L1∑
M=−L1

C(1)∗L1M
YL1M (nr) (L1 > 1) (14.2)

oraz

V
(1)
L2

(r) = −iec

√
4πL2

(L2 + 1)(2L2 + 1)
rL2

L2∑
M=−L2

D(1)∗L2M
α · Y L2

L2M
(nr) (L2 > 1) (14.3)

uznajemy za małe zaburzenia (tego samego rzędu) hamiltonianu izolowanego atomu. Stosując nie-
zależny od czasu rachunek zaburzeń do zagadnienia (14.1) i wykorzystując przybliżenia (4.5) oraz
(4.6), dochodzimy do równania[
−ic~α ·∇+ βmec

2 − Ze2

(4πε0)r
− E(0)

]
Ψ(1)(r) = −

[
V
(1)
L1

(r) + V
(1)
L2

(r)− E(1)
]

Ψ(0)(r), (14.4a)

z warunkami brzegowymi
rΨ(1)(r) r→0−→ 0, rΨ(1)(r) r→∞−→ 0. (14.4b)

Rzutujemy wyrażenie (14.4a) na stan bazowy Ψ(0)m (r), uzyskując jednorodny układ równań

1/2∑
m′=−1/2

[
V
(1)
L1,mm′

+ V
(1)
L2,mm′

− E(1)δmm′
]
am′ = 0

(
m = ±12

)
, (14.5)

przy czym

V
(1)
L1,mm′

=
∫
R3

d3r Ψ(0)†m (r)V (1)L1
(r)Ψ(0)m′ (r), (14.6)

V
(1)
L2,mm′

=
∫
R3

d3r Ψ(0)†m (r)V (1)L2
(r)Ψ(0)m′ (r), (14.7)

natomiast E(1) jest pierwszą poprawką do energii, którą po skorzystaniu z wyników w rozdziałach
4.1 i 9.1 możemy przepisać w postaci

E(1) = δL2,1 sgn(m)D(1)10 µB
2γ1 + 1

3

(
m = ±12

)
. (14.8)

Pierwsza poprawka do energii jest więc tylko złożeniem rezultatów (4.14) i (9.11). Możemy jeszcze
użyć metody funkcji Greena i zapisać poprawkę do funkcji falowej w postaci

Ψ(1)(r) = −
∫
R3

d3r′ Ḡ(0)(r, r′)V (1)L1
(r′)Ψ(0)(r′)−

∫
R3

d3r′ Ḡ(0)(r, r′)V (1)L2
(r′)Ψ(0)(r′), (14.9)

gdzie uogólniona funkcja Greena–Diraca–Coulomba dana jest wyrażeniem (4.16), przy czym pa-
miętamy tu o warunkach (9.12) dla magnetycznego pola dipolowego. Jak widzimy, prawa strona
(14.9) jest sumą prawych stron równań (4.15) i (9.13).
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14.2 Drugi rząd rachunku zaburzeń22

Idąc dalej w rachunku zaburzeń, wyznaczymy teraz drugą poprawkę do energii. Możemy tu
przeprowadzić ogólne przekształcenia bez rozważania z osobna przypadku dipolowego pola magne-
tycznego, które znosiło degenerację. W tym jedynym przypadku zachodzą dodatkowo warunki na
współczynniki a1/2 i a−1/2 dane równaniem (9.12), których w trakcie kolejnych przekształceń nie
będziemy jawnie uwzględniać. Możemy uwzględnić je wprost dopiero w końcowych formułach.

W drugim rzędzie rachunku zaburzeń należy zastosować przybliżenia (4.17) oraz (4.18) do za-
gadnienia (14.1), co pozwoli uzyskać nam wyrażenie

[
−ic~α ·∇+ βmec

2 − Ze2

(4πε0)r
− E(0)

]
Ψ(2)(r) = −

[
V
(1)
L1

(r) + V
(1)
L2

(r)− E(1)
]

Ψ(1)(r)+E(2)Ψ(0)(r)

(14.10a)
z warunkami brzegowymi

rΨ(2)(r) r→0−→ 0, rΨ(2)(r) r→∞−→ 0. (14.10b)

Rzutując powyższe równanie na stan Ψ(0)m (r) i korzystając z funkcji falowej (3.5) oraz relacji orto-
gonalności (3.6), (4.8) i (4.20), uzyskamy układ równań23

1/2∑
m′=−1/2

[
V
(1,1)
L1L1,mm′

+ V
(1,1)
L2L2,mm′

+ V
(1,1)
L1L2,mm′

+ V
(1,1)
L2L1,mm′

− E(2)δmm′
]
am′ = 0

(
m = ±12

)
,

(14.11)
gdzie E(2) jest drugą poprawką do energii, natomiast elementy macierzowe

V
(1,1)
L1L1,mm′ = −

∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†m (r)V (1)L1
(r)Ḡ(0)(r, r′)V (1)L1

(r′)Ψ(0)m′ (r
′) (14.12)

oraz

V
(1,1)
L2L2,mm′ = −

∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†m (r)V (1)L2
(r)Ḡ(0)(r, r′)V (1)L2

(r′)Ψ(0)m′ (r
′) (14.13)

zostały wyznaczone w rozdziałach 4.2 i 9.2, gdzie uzyskaliśmy

V
(1,1)
L1L1,mm′

= −1
2

(4πε0)αL1C
(1)
L1
· C(1)L1 δmm′ , (14.14)

V
(1,1)
L2L2,mm′

= −1
2

4π
µ0
χL2D

(1)
L2
·D(1)L2 δmm′ . (14.15)

Pozostaje nam wyprowadzić formuły dla

V
(1,1)
L1L2,mm′ = −

∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†m (r)V (1)L1
(r)Ḡ(0)(r, r′)V (1)L2

(r′)Ψ(0)m′ (r
′) (14.16)

oraz

V
(1,1)
L2L1,mm′ = −

∫
R3

d3r
∫
R3

d3r′ Ψ(0)†m (r)V (1)L2
(r)Ḡ(0)(r, r′)V (1)L1

(r′)Ψ(0)m′ (r
′). (14.17)

Wyznaczmy najpierw wyrażenie V (1,1)L1L2,mm′ . Pamiętając o funkcji falowej (3.9), funkcji Greena (4.16)

22Idea przedstawiona w tym podrozdziale pochodzi od R. Szmytkowskiego.
23W przypadku magnetycznego pola dipolowego (L2 = 1) wyrażenie (14.11) ulega uproszczeniu na skutek dodat-

kowych warunków na współczynniki am danych równaniem (9.12). W konsekwencji znika suma po m′ (zostają tylko
te elementy, dla których m′ = m).
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oraz zaburzeniach (14.2) i (14.3), dochodzimy do

V
(1,1)
L1L2,mm′

= −(4πε0)c
4π
√
L2√

(L2 + 1)(2L1 + 1)(2L2 + 1)

×
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

L1∑
M=−L1

L1∑
M ′=−L1

C(1)∗L1M
D(1)∗L2M ′

×
[
〈Ω−1m|YL1MΩκmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y

L2
L2M ′

Ω1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rL1 ḡ(0)(++)κ(r, r′)r′L2Q(0)(r′)

+〈Ω−1m|YL1MΩκmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y
L2
L2M ′

Ω−1m〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′ P (0)(r)rL1 ḡ(0)(+−)κ(r, r′)r′L2P (0)(r′)

+〈Ω1m|YL1MΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |σ · Y
L2
L2M ′

Ω1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rL1 ḡ(0)(−+)κ(r, r′)r′L2Q(0)(r′)

+ 〈Ω1m|YL1MΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |σ · Y
L2
L2M ′

Ω−1m′〉

×
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′Q(0)(r)rL1 ḡ(0)(−−)κ(r, r′)r′L2P (0)(r′)

]
. (14.18)

Przy pomocy tożsamości (C.3) i (C.2) otrzymamy

V
(1,1)
L1L2,mm′

= (4πε0)c
4π

(L2 + 1)
√

(2L1 + 1)(2L2 + 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(κ− 1)R(L1,L2)κ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)

×
L1∑

M=−L1

L2∑
M ′=−L2

C(1)∗L1M
D(1)∗L2M ′

|κ|−1/2∑
mκ=−|κ|+1/2

〈Ω−1m
∣∣YL1MΩκmκ〉〈Ω−κmκ

∣∣YL2M ′Ω−1m′〉.
(14.19)

Całkowania po zmiennych kątowych w równaniu (14.19) wykonujemy w oparciu o formułę (C.15),
uzyskując

V
(1,1)
L1L2,mm′

= (4πε0)c
1

(L2 + 1)(2L1 + 1)(2L2 + 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(κ− 1)R(L1,L2)κ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)

×
L1∑

M=−L1
(δL1,L2−1δκ,−L2 + δL1,L2+1δκ,L2+1)

×(−)M
[
−
√
κ2 −M2δm,1/2δm′,1/2C

(1)∗
L1M
D(1)∗L2,−M

+
√
κ2 −M2δm,−1/2δm′,−1/2C

(1)∗
L1M
D(1)∗L2,−M

−sgn(κ)
√

(κ+M)(κ+M − 1)δm,1/2δm′,−1/2C
(1)∗
L1M
D(1)∗L2,−M+1

+sgn(κ)
√

(κ−M)(κ−M − 1)δm,−1/2δm′,1/2C
(1)∗
L1M
D(1)∗L2,−M−1

]
. (14.20)
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Następnie, korzystając z własności (4.2) i (9.2), dostajemy

V
(1,1)
L1L2,mm′

= −(4πε0)c
1

(L2 + 1)(2L1 + 1)(2L2 + 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

(κ− 1)|κ|R(L1,L2)κ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)

×
L1∑

M=−L1
(δL1,L2−1δκ,−L2 + δL1,L2+1δκ,L2+1)

×(−)M
[√

κ2 −M2
|κ|

C(1)L1,−MD
(1)
L2M

(δm,1/2δm′,1/2 − δm,− 12 δm′,− 12 )

−sgn(κ)

√
(κ+M)(κ+M − 1)

|κ|
δm,1/2δm′,−1/2C

(1)
L1,−MD

(1)
L2,M−1

+sgn(κ)

√
(κ−M)(κ−M − 1)

|κ|
δm,−1/2δm′,1/2C

(1)
L1,−MD

(1)
L2,M+1

]
. (14.21)

W powyższej relacji możemy zamienić M na −M (co nie zmienia wartości tego wyrażenia), uzy-
skując

V
(1,1)
L1L2,mm′

= −(4πε0)c
(L1 − L2)L2

(2L1 + 1)(2L2 + 1)

∞∑
κ=−∞
(κ6=0)

R(L1,L2)κ

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)

×
L1∑

M=−L1
(δL1,L2−1δκ,−L2 + δL1,L2+1δκ,L2+1)

×(−)M
[√

κ2 −M2
|κ|

C(1)L1MD
(1)
L2,−M (δm,1/2δm′,1/2 − δm,−1/2δm′,1/2)

−sgn(κ)

√
(κ−M)(κ−M − 1)

|κ|
δm,1/2δm′,−1/2C

(1)
L1M
D(1)L2,−M−1

+sgn(κ)

√
(κ+M)(κ+M − 1)

|κ|
δm,−1/2δm′,1/2C

(1)
L1M
D(1)L2,−M+1

]
. (14.22)

Porównując powyższe równanie z formułami (11.6) i (11.27), można otrzymać

V
(1,1)
L1L2,mm′

= −1
2

(4πε0)c
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L1∑
M=−L1

χL1ML2→EL1(δL1,L2−1δκ,−L2 + δL1,L2+1δκ,L2+1)

×(−)M
[√

κ2 −M2
|κ|

C(1)L1MD
(1)
L2,−M (δm,1/2δm′,1/2 − δm,−1/2δm′,−1/2)

−sgn(κ)

√
(κ−M)(κ−M − 1)

|κ|
δm,1/2δm′,−1/2C

(1)
L1M
D(1)L2,−M−1

+sgn(κ)

√
(κ+M)(κ+M − 1)

|κ|
δm,−1/2δm′,1/2C

(1)
L1M
D(1)L2,−M+1

]
, (14.23)

gdzie χL1ML2→EL1 to multipolowa podatność krzyżowa pól dalekich dana wzorem (11.31). W kolejnym
kroku skorzystamy z wyrażenia na iloczyn tensorowy [119, równanie (3.1.20)]{

C(1)L1 ⊗D
(1)
L2

}
1µ

=
L1∑

M1=−L1

L2∑
M2=−L2

〈L1M1L2M2|1µ〉C(1)L1M1D
(1)
L2M2

, (14.24)

co w oparciu o podstawowe własności współczynników Clebscha–Gordana z dodatku A prowadzi
do relacji {

C(1)L1 ⊗D
(1)
L2

}
1µ

=
L1∑

M1=−L1
〈L1M1L2, µ−M1|1µ〉C(1)L1M1D

(1)
L2,µ−M1 . (14.25)
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Zastosowanie formuł (14.25), (A.2)–(A.4) oraz wartości współczynników Clebscha–Gordana z tabeli
11 (uzupełnienie A) pozwala przekształcić nam formułę (14.23) do postaci

V
(1,1)
L1L2,mm′

= −1
2

(4πε0)c
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L1∑
M=−L1

χL1ML2→EL1
〈L10L20|10〉

(δL1,L2−1δκ,−L2 + δL1,L2+1δκ,L2+1)

×
[{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
10

(δm,1/2δm′,1/2 − δm,−1/2δm′,−1/2)

+
√

2
{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
1,−1

δm,1/2δm′,−1/2

−
√

2
{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
11
δm,−1/2δm′,1/2

]
. (14.26)

Należy jeszcze wyznaczyć V
(1,1)
L2L1,mm′

. Można to zrobić w sposób analogiczny, jak w przypadku

V
(1,1)
L1L2,mm′

, co doprowadza nas do wyrażenia

V
(1,1)
L2L1,mm′

= −1
2

(4πε0)c
∞∑

κ=−∞
(κ6=0)

L1∑
M=−L1

αL2EL1→ML2
〈L10L20|10〉

(δL1,L2−1δκ,−L2 + δL1,L2+1δκ,L2+1)

×
[{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
10

(δm,1/2δm′,1/2 − δm,−1/2δm′,−1/2)

+
√

2
{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
1,−1

δm,1/2δm′,−1/2

−
√

2
{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
11
δm,−1/2δm′,1/2

]
. (14.27)

Przypomnijmy, że pomiędzy poszczególnymi podatnościami krzyżowymi zachodzą symetrie (11.36)
i (11.37), tj.

αL2EL1→ML2 = χL1ML2→EL1 , (14.28)

co w konsekwencji daje relację

V
(1,1)
L2L1,mm′

= V
(1,1)
L1L2,mm′

. (14.29)

Wstawiając formuły (14.14), (14.15), (14.27) oraz (14.29) do układu równań (14.11), uzyskamy
wyrażenie na drugą poprawkę do energii w postaci

E(2) = −1
2

(4πε0)αL1C
(1)
L1
· C(1)L1 −

1
2

4π
µ0
χL2D

(1)
L2
·D(1)L2

±(4πε0)cα
L2
EL1→ML2(δL1,L2−1 + δL1,L2+1)

√{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
1
·
{
C(1)L1 ⊗D

(1)
L2

}
1

〈L10L20|10〉
(L1 > 1, L2 > 2), (14.30)

gdzie αL jest multipolową polaryzowalnością daną formułą analityczną (5.37), χL jest multipolową
magnetyzowalnością [równanie (10.33)], a αL2EL1→ML2 multipolową podatnością krzyżową [wyrażenia
(6.36) i (6.37)].

W przypadku magnetycznego pola dipolowego musimy zastosować opisywane już wcześniej mo-
dyfikacje wynikające z warunków na współczynniki am zawartych w równaniach (9.12); powodują
one, że w powyższych wyrażeniach należy rozważać tylko sytuacje, gdy m = m′ = ±1/2, czyli sy-
tuacje z niezdegenerowanymi poziomami energetycznymi. Prowadzi nas to do wyrażenia na drugą
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poprawkę do energii w postaci

E(2) = −1
2

(4πε0)αL1C
(1)
L1
· C(1)L1 −

1
2

4π
µ0
χ1D

(1)
1 ·D

(1)
1

+ sgn(m)(4πε0)cα1E2→M1δL1,2

√
10
2

{
C(1)2 ⊗D

(1)
1

}
10

(
L1 > 1, L2 = 1, m = ±12

)
,

(14.31)

przy czym χ1 jest magnetyzowalnością dipolową daną równaniem (10.32), zaś α1E2→M1 jedną z
podatności krzyżowych [wyrażenie (11.34)].

Formuły (4.14), (4.35), (9.11), (9.21), (14.8) i (14.30) niosą bardzo ważną informację. Widzimy,
że choć same multipolowe pola elektryczne lub magnetyczne (z wyjątkiem dipolowego pola magne-
tycznego) nie znoszą degeneracji poziomu podstawowego atomu, to odpowiednie połączenie tych
pól, tj. gdy ich multipolowości różnią się o jeden, prowadzi do rozszczepienia podwójnie zdegene-
rowanego poziomu energetycznego. Autorowi nie jest znana żadna praca rozważająca ten problem.
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15 Podsumowanie

W rozprawie opisano oddziaływanie jednoelektronowego atomu Diraca w stanie podstawowym
z zewnętrznym słabym statycznym multipolowym polem elektrycznym lub/i magnetycznym. Wy-
korzystano stacjonarny rachunek zaburzeń wraz z techniką funkcji Greena, przy zastosowaniu roz-
winięcia sturmowskiego [53].

Wykazano, że multipolowe pole elektryczne wyindukuje w atomie uogólnione multipolowe mo-
menty elektryczne i toroidalne o multipolowości pola zaburzającego. Ponadto, w rozważanej sytuacji
indukują się także uogólnione multipolowe momenty magnetyczne, których rząd multipola jest o
jeden mniejszy lub większy od rzędu pola zaburzającego (wyjątkiem jest dipolowe pole elektryczne
indukujące tylko kwadrupolowy moment magnetyczny).

W przypadku oddziaływania atomu z multipolowym polem magnetycznym dowiedziono, że w
atomie indukują się uogólnione multipolowe momenty magnetyczne, których multipolowość po-
krywa się z zewnętrznym polem. Ponadto indukują się także uogólnione multipolowe momenty
elektryczne o rząd multipola wyższe i o rząd niższe od multipolowości zewnętrznego pola magne-
tycznego (wyjątek stanowi ponownie pole dipolowe). Wykazano również, że pole magnetyczne nie
indukuje momentów toroidalnych.

W wyznaczonych indukowanych momentach multipolowych wyodrębniono czynniki niezależne
od zewnętrznego pola. W ten sposób zdefiniowano odpowiednie podatności multipolowe. Przed-
stawiono je w postaci formuł analitycznych zawierających uogólnione funkcje hipergeometryczne
z jednostkowym argumentem. W przypadku części wyrażeń sprowadzono je do postaci elementar-
nej, tj. niezawierającej funkcji specjalnych. Niektóre formuły, jak np. multipolowa polaryzowalność,
multipolowa magnetyzowalność, multipolowe stałe ekranowania elektrycznego i magnetycznego,
były wcześniej dostępne w literaturze głównie w pracach Zapryagaeva, Manakova, Rapoporta i
Palchikova [66,74,97]. Jednakże wyprowadzone wówczas wielkości były podane w znacznie bardziej
złożonej formie, a część wyrażeń zawierała błędy. Wydaje się, że rezultaty dotyczące multipolowych
podatności krzyżowych przedstawiono po raz pierwszy. Ponadto autorowi nie są znane rozważania
dotyczące atomu umieszczonego równocześnie w statycznych multipolowych polach elektrycznych
i magnetycznych. Dowiedziono tu, że umieszczenie atomu w takich polach, których multipolowo-
ści różnią się o jeden, powoduje rozszczepienie poziomu podstawowego atomu w drugim rzędzie
rachunku zaburzeń i tym samym znosi jego degenerację24. Rezultat ten można uznać za jeden z
ważniejszych wynikających z tej rozprawy. Pokazuje on, że multipolowe podatności krzyżowe pól
dalekich są bezpośrednio powiązane z drugą poprawką do energii.

Dla części formuł analitycznych wyznaczono ich wartości numeryczne w zależności od liczby ato-
mowej Z. W przypadku multipolowej polaryzowalności elektrycznej zaobserwowano bardzo dobrą
zgodność (sięgającą nawet ponad dwudziestu cyfr znaczących) z rezultatami uzyskanymi metodami
czysto numerycznymi przez Tanga i in. [82] oraz Filippina i Godefroida [83]. W celu weryfikacji
i porównania uzyskanych formuł z wynikami analitycznymi dostępnymi w literaturze rozważano
ich szczególne przypadki. Jedną z metod było sprawdzenie, czy ogólna formuła jest poprawna dla
pól dipolowych (L = 1). Z drugiej strony, z relatywistycznych analitycznych wyrażeń wyznaczono
ich przybliżenia kwazi-relatywistyczne i granicę nierelatywistyczną, co również pozwoliło na ich
weryfikację z wynikami uzyskanymi przez inne zespoły.

Obecnie w przygotowaniu jest publikacja dotycząca atomu w stanie podstawowym umieszczo-
nego w zewnętrznym statycznym multipolowym polu magnetycznym. W przyszłości warto będzie
rozszerzyć poczynione w tej rozprawie rozważania na atom w stanie wzbudzonym umieszczony w
zewnętrznych multipolowych polach elektrycznych i magnetycznych.

24Wyjątek stanowi magnetyczne pole dipolowe, które znosi degenerację już w pierwszym rzędzie rachunku zabu-
rzeń.
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Uzupełnienia
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A Współczynniki Clebscha–Gordana

Współczynniki Clebscha–Gordana 〈λ1m1λ2m2|λm〉 pojawiają w trakcie analizy wielu proble-
mów fizycznych i matematycznych. Znalazły między innymi zastosowanie w teorii grup [132], teorii
momentu pędu [119] itp. Spełniają one cały szereg różnych własności. Przejdziemy teraz do omó-
wienia tych najważniejszych z punktu widzenia niniejszej rozprawy.

Współczynniki 〈λ1m1λ2m2|λm〉 są różne od zera, jeśli spełnione są równocześnie warunki:

• |λ1 − λ2| 6 λ 6 λ1 + λ2,

• m1 +m2 = m.

W niniejszej rozprawie spełnione są ponadto warunki25:

• λ1, λ2 i λ są liczbami całkowitymi nieujemnymi,

• m1, m2 i m są liczbami całkowitymi,

• |m1| 6 λ1, |m2| 6 λ2 oraz |m| 6 λ.

Współczynniki Clebscha–Gordana spełniają relację ortonormalności w postaci

λ1∑
m1=−λ1

λ2∑
m2=−λ2

〈λ1m1λ2m2|λm〉〈λ1m1λ2m2|λ′m′〉 = δλλ′δmm′ . (A.1)

W tabeli 11 podano wartości współczynników Clebscha–Gordana pojawiających się w tej pracy.
Zostały one zestawione na podstawie formuł z monografii [119, tabela 8.2], przy wykorzystaniu
własności symetrii [119, rozdział 8.4.3]

〈λ1m1λ2m2|λm〉 = (−)λ1+λ2−λ〈λ2m2λ1m1|λm〉. (A.2)

Inne tożsamości wykorzystywane w tej pracy to

〈λ1m1λ2m2|λm〉 = (−)λ1−m1
√

2λ+ 1
2λ2 + 1

〈λ1m1λ,−m|λ2,−m2〉

= (−)λ2+m2
√

2λ+ 1
2λ1 + 1

〈λ,−mλ2m2|λ1,−m1〉 (A.3)

oraz
〈λ1m1λ2m2|λm〉 = (−)λ1+λ2−λ〈λ1,−m1λ2,−m2|λ,−m〉. (A.4)

25W ogólności współczynniki Clebscha–Gordana mogą spełniać słabsze warunki.
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Tabela 11: Wybrane wartości współczynników Clebscha–Gordana.

〈λ1m1λ2m2|λm〉 wartość [119]

〈1,−1, L, µ+ 1|L+ 1, µ〉
√

(L− µ)(L− µ+ 1)
2(L+ 1)(2L+ 1)

〈10Lµ|L+ 1, µ〉
√

(L+ 1)2 − µ2
(L+ 1)(2L+ 1)

〈11L, µ− 1|L+ 1, µ〉
√

(L+ µ)(L+ µ+ 1)
2(L+ 1)(2L+ 1)

〈1,−1, L, µ+ 1|L, µ〉 −
√

(L− µ)(L+ µ+ 1)
2L(L+ 1)

〈10Lµ|Lµ〉 − µ√
L(L+ 1)

〈11L, µ− 1|L, µ〉
√

(L+ µ)(L− µ+ 1)
2(L+ 1)(2L+ 1)

〈1,−1, L, µ+ 1|L− 1, µ〉
√

(L+ µ)(L+ µ+ 1)
2L(2L+ 1)

〈10Lµ|L− 1, µ〉 −
√

L2 − µ2
L(2L+ 1)

〈11L, µ− 1|L− 1, µ〉
√

(L− µ)(L− µ+ 1)
2L(2L+ 1)
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B Spinory sferyczne

Spinory sferyczne są funkcjami pojawiającymi się podczas separacji równania Diraca dla pola
centralnego. W relatywistycznym atomie wodoropodobnym opisują one część kątową funkcji falowej.
Możemy je wyrazić w następujący sposób [131]:

Ωκµ(nr) =


sgn(−κ)

√
κ+ 12−µ
2κ+1 Ylκ,µ− 12

(nr)√
κ+ 12+µ
2κ+1 Ylκ,µ+ 12

(nr)

 , (B.1)

przy czym κ ∈ {±1,±2, . . .}, µ ∈ {−|κ|+ 1
2 ,−|κ|+

3
2 , . . . , |κ| −

1
2} oraz

lκ =
∣∣∣∣κ+

1
2

∣∣∣∣− 1
2
. (B.2)

W równaniu (B.1) obecne są skalarne harmoniki sferyczne spełniające relację ortonormalności∮
4π

d2nr Y ∗lm(nr)Yl′m′(nr) = δll′δmm′ . (B.3)

i mające postać

Ylm(nr) =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
Pml (cos θ)eimϕ, (B.4)

gdzie

Pml (x) =
(−)m

2ll!
(1− x2)m/2 dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l (−1 6 x 6 1) (B.5)

są stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a pierwszego rodzaju. W równaniu (B.4) zastosowano kon-
wencję fazową Condona–Shortleya [133].

Spinory sferyczne posiadają szereg interesujących własności [131]. Ich ortonormalność∮
4π

d2nr Ω†κµ(nr)Ωκ′µ′(nr) = δκκ′δµµ′ (B.6)

można łatwo wykazać w oparciu o relacje (B.1) i (B.3). W rozprawie wykorzystano jeszcze dwie
następujące właściwości spinorów sferycznych [131]:

nr · σΩκm(nr) = −Ω−κm(nr), (B.7)

σ ·Λ Ωκm(nr) = −(κ+ 1)Ωκm(nr), (B.8)

gdzie Λ jest bezwymiarowym operatorem orbitalnego momentu pędu.
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C Całki kątowe

Przypomnijmy, że dla pojawiających się rozprawie całek kątowych stosujemy notację

〈Ωκm|YLMΩκ′m′〉 ≡
∮
4π

d2nr Ω†κm(nr)YLM (nr)Ωκ′m′(nr). (C.1)

Ponadto w pracy tej korzystamy z tożsamości

〈Ωκm|YLMΩκ′m′〉 = 〈Ω−κm|YLMΩ−κ′m′〉 (C.2)

oraz

〈Ωκm|σ · Y L
LMΩκ′m′〉 =

κ′ − κ√
L(L+ 1)

〈Ωκm|YLMΩκ′m′〉. (C.3)

Dowód (C.2) jest następujący:

〈Ωκm|YLMΩκ′m′〉 = 〈Ωκm|(nr · σ)2 YLMΩκ′m′〉 = 〈nr · σΩκm|YLMnr · σΩκ′m′〉
= 〈Ω−κm|YLMΩ−κ′m′〉, (C.4)

gdzie skorzystaliśmy z własności (B.7) i tego, że (nr ·σ)2 jest macierzą jednostkową 2×2. Natomiast
dowód (C.3) przeprowadzimy w oparciu o tożsamość (B.8) i równanie (2.19), otrzymując

〈Ωκm|σ · Y L
LMΩκ′m′〉 =

1√
L(L+ 1)

〈Ωκm|(σ ·ΛYLM )Ωκ′m′〉

=
1√

L(L+ 1)
[〈σ ·ΛΩκm|YLMΩκ′m′〉 − 〈Ωκm|YLMσ ·ΛΩκ′m′〉]

=
κ′ − κ√
L(L+ 1)

〈Ωκm|YLMΩκ′m′〉. (C.5)

Zajmiemy się teraz wyznaczeniem wartości poszczególnych całek kątowych pojawiających się w
niniejszej rozprawie. W tym celu wykorzystamy definicję spinorów sferycznych (B.1) i ortonormal-
ność harmonik sferycznych (B.6), uzyskując

〈Ωκm|YLMΩ−1m′〉 =
1√
4π

(δκL + δκ,−L−1)

sgn(−κ)

√
κ−M
2κ+ 1

δm′ 12
δm,M+ 12

+

√
κ+M

2κ+ 1
δm′,− 12

δm,M− 12

 , (C.6)

oraz

〈Ω−κm|YLMΩ−1m′〉 =
1√
4π

(δκ,−L + δκ,L+1)

sgn(κ)

√
κ+M

2κ− 1
δm′ 12

δm,M+ 12

+

√
κ−M
2κ− 1

δm′,− 12
δm,M− 12

 . (C.7)

Biorąc pod uwagę własność harmonik sferycznych (5.4), otrzymamy relacje

〈Ω−1m′ |YLMΩκm〉 = (−)M 〈Ωκm|YL,−MΩ−1m′〉∗, (C.8)

〈Ω−1m′ |YLMΩ−κm〉 = (−)M 〈Ω−κm|YL,−MΩ−1m′〉∗. (C.9)

W szczególnych przypadkach z równań (C.6) i (C.7) dostajemy

〈Ω−1m|YLMΩ−1m′〉 =
1√
4π

δL0δM0
[
δm 12

δm′ 12
+ δm,− 12

δm′,− 12

]
(C.10)
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oraz

〈Ω1m|YLMΩ−1m′〉 =
1√
4π

δL1
[
− 1√

3
δM0δm 12

δm′ 12
+

1√
3
δM0δm,− 12

δm′,− 12

−
√

2
3
δM,−1δm,− 12

δm′ 12
+

√
2
3
δM1δm 12

δm′,− 12

]
. (C.11)

Ponadto w rozprawie pojawiają się pewne iloczyny całek kątowych, które możemy wyznaczyć
w oparciu o relacje (C.6)–(C.9). Na przykład:

〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉 =
(−)µ sgn(κ)
4π(2L+ 1)

δλL(δκL + δκ,−L−1)

×
[

(κ+ µ)δm 12
δm′ 12

δM,−µδmκ,−µ+ 12
+(κ− µ)δm,− 12

δm′,− 12
δM,−µδmκ,−µ− 12

−
√

(L+ µ)(L− µ+ 1)δm 12
δm′,− 12

δM,−µ+1δmκ,−µ+ 12

−
√

(L− µ)(L+ µ+ 1)δm,− 12
δm′ 12

δM,−µ−1δmκ,−µ− 12

]
,

(C.12)

〈Ω−1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ−1m′〉 =
(−)µ sgn(κ)
4π(2L+ 1)

δλL(δκ,−L + δκ,L+1)

×
[

(κ− µ)δm 12
δm′ 12

δM,−µδmκ,−µ+ 12
+(κ+ µ)δm,− 12

δm′,− 12
δM,−µδmκ,−µ− 12

+
√

(L+ µ)(L− µ+ 1)δm 12
δm′,− 12

δM,−µ+1δmκ,−µ+ 12

+
√

(L− µ)(L+ µ+ 1)δm,− 12
δm′ 12

δM,−µ−1δmκ,−µ− 12

]
,

(C.13)

〈Ω−1m|YλµΩ−κmκ〉〈Ωκmκ |YLMΩ−1m′〉

=
(−)µ

4π
√

(2λ+ 1)(2L+ 1)
(δλ,L−1δκL + δλ,L+1δκ,−L−1)

×
[
−
√
κ2 − µ2δm 12 δm′ 12 δM,−µδmκ,−µ+ 12

+
√
κ2 − µ2δm,− 12 δm′,− 12 δM,−µδmκ,−µ− 12

+sgn(κ)
√

(κ− µ)(κ− µ+ 1)δm 12
δm′,− 12

δM,−µ+1δmκ,−µ+ 12

−sgn(κ)
√

(κ+ µ)(κ+ µ+ 1)δm,− 12
δm′ 12

δM,−µ−1δmκ,−µ− 12

]
, (C.14)

〈Ω−1m|YλµΩκmκ〉〈Ω−κmκ |YLMΩ−1m′〉

=
(−)µ

4π
√

(2λ+ 1)(2L+ 1)
(δλ,L−1δκ,−L + δλ,L+1δκ,L+1)

×
[
−
√
κ2 − µ2δm 12 δm′ 12 δM,−µδmκ,−µ+ 12

+
√
κ2 − µ2δm,− 12 δm′,− 12 δM,−µδmκ,−µ− 12

−sgn(κ)
√

(κ+ µ)(κ+ µ− 1)δm 12
δm′,− 12

δM,−µ+1δmκ,−µ+ 12

+sgn(κ)
√

(κ− µ)(κ− µ− 1)δm,− 12
δm′ 12

δM,−µ−1δmκ,−µ− 12

]
. (C.15)
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D Całki radialne

Całki radialne zawierające funkcje

P (0)(r) = −
√
Z

a0

1 + γ1
Γ(2γ1 + 1)

(
2Zr
a0

)γ1
e−Zr/a0 , (D.1a)

Q(0)(r) =

√
Z

a0

1− γ1
Γ(2γ1 + 1)

(
2Zr
a0

)γ1
e−Zr/a0 (D.1b)

można wyznaczyć z użyciem całkowej definicji funkcji gamma Eulera

Γ(z) =
∫ ∞
0

dρ ρz−1e−ρ (Re z > 0), (D.2)

otrzymując ∫ ∞
0

dr rλ
[
P (0)(r)

]2
=
aλ0
Zλ

(γ1 + 1)Γ(2γ1 + λ+ 1)
2λ+1Γ(2γ1 + 1)

, (D.3)

∫ ∞
0

dr rλ
[
Q(0)(r)

]2
= − a

λ
0

Zλ
(γ1 − 1)Γ(2γ1 + λ+ 1)

2λ+1Γ(2γ1 + 1)
, (D.4)

∫ ∞
0

dr rλP (0)(r)Q(0)(r) = − αaλ0
Zλ−1

Γ(2γ1 + λ+ 1)
2λ+1Γ(2γ1 + 1)

, (D.5)

przy czym formuły (D.3)–(D.5) są poprawne, jeśli spełniona jest nierówność λ + 2γ1 > −1. Całki
radialne zawierające funkcje P (0)(r), Q(0)(r) oraz funkcje

S(0)nrκ(r) =

√
(1 + γ1)(|nr|+ 2γκ)|nr|!

2ZNnrκ(Nnrκ − κ)Γ(|nr|+ 2γκ)

×
(

2Zr
a0

)γκ
e−Zr/a0

[
L
(2γκ)
|nr|−1

(
2Zr
a0

)
+
κ−Nnrκ

|nr|+ 2γκ
L
(2γκ)
|nr|

(
2Zr
a0

)]
, (D.6a)

T (0)nrκ(r) =

√
(1− γ1)(|nr|+ 2γκ)|nr|!

2ZNnrκ(Nnrκ − κ)Γ(|nr|+ 2γκ)

×
(

2Zr
a0

)γκ
e−Zr/a0

[
L
(2γκ)
|nr|−1

(
2Zr
a0

)
− κ−Nnrκ

|nr|+ 2γκ
L
(2γκ)
|nr|

(
2Zr
a0

)]
(D.6b)

można obliczyć z użyciem relacji [134, równanie (7.414.11)]∫ ∞
0

dρ ργe−ρL(α)n (ρ) =
Γ(γ + 1)Γ(n+ α− γ)

n!Γ(α− γ)
(Re γ > −1), (D.7)

uzyskując ∫ ∞
0

dr rλP (0)(r)S(0)nrκ(r) = −(1 + γ1)Cλnrκ

(
1− |nr|+ γκ − γ1 − λ− 1

Nnrκ + κ

)
, (D.8)

∫ ∞
0

dr rλQ(0)(r)T (0)nrκ(r) = (1− γ1)Cλnrκ
(

1 +
|nr|+ γκ − γ1 − λ− 1

Nnrκ + κ

)
, (D.9)

∫ ∞
0

dr rλP (0)(r)T (0)nrκ(r) = −αZCλnrκ
(

1 +
|nr|+ γκ − γ1 − λ− 1

Nnrκ + κ

)
, (D.10)

∫ ∞
0

dr rλQ(0)(r)S(0)nrκ(r) = αZCλnrκ

(
1− |nr|+ γκ − γ1 − λ− 1

Nnrκ + κ

)
, (D.11)
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gdzie

Cλnrκ =
aλ+10
Zλ+1

Γ(γκ + γ1 + λ+ 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ− 1)
2λ+1Γ(γκ − γ1 − λ)(|nr| − 1)!

×
√

(|nr|+ 2γκ)|nr|!
2a0Nnrκ(Nnrκ − κ)Γ(2γ1 + 1)Γ(|nr|+ 2γκ)

. (D.12)

Wykorzystując równania (D.8)–(D.12), możemy otrzymać∫ ∞
0

dr rλ
[
µP (0)(r)S(0)nrκ(r) +Q(0)(r)T (0)nrκ(r)

]
= Cλnrκ

[
(µ− 1)

(
γ1
|nr|+ γκ − γ1 − λ− 1

Nnrκ + κ
− 1

)
+ (µ+ 1)

( |nr|+ γκ − γ1 − λ− 1
Nnrκ + κ

− γ1
)]

,

(D.13)∫ ∞
0

drrλ
[
µQ(0)(r)S(0)nrκ(r) + P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
= αZCλnrκ

[
(µ− 1)− (µ+ 1)

|nr|+ γκ − γ1 − λ− 1
Nnrκ + κ

]
,

(D.14)∫ ∞
0

dr rλ
[
P (0)(r)S(0)nrκ(r) +Q(0)(r)T (0)nrκ(r)

]
= 2Cλnrκ

( |nr|+ γκ − γ1 − λ− 1
Nnrκ + κ

− γ1
)
, (D.15)∫ ∞

0
dr rλ

[
Q(0)(r)S(0)nrκ(r) + P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
= −2αZCλnrκ

|nr|+ γκ − γ1 − λ− 1
Nnrκ + κ

, (D.16)∫ ∞
0

dr rλ
[
Q(0)(r)S(0)nrκ(r)− P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
= 2αZCλnrκ, (D.17)

przy czym z warunku zbieżności całki w równaniu (D.7) oraz z równań (D.1) i (D.6) wynika warunek
λ+ γκ + γ1 > −1 dla równań (D.8)–(D.11) i (D.13)–(D.17).

Powyższe wyrażenia (D.13)–(D.17), przy wykorzystaniu tożsamości (5.15) i (5.19), posłużą nam
do wyznaczenia iloczynów całek radialnych pojawiających się w tej rozprawie, tj.∫ ∞
0

dr rλ1
[
P (0)(r)S(0)nrκ(r) +Q(0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′λ2
[
µ(0)nrκP

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) +Q(0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]

=
aλ1+λ2+10

Zλ1+λ2+2

(
µ
(0)
nrκ − 1

)
Γ(γκ + γ1 + λ1 + 1)Γ(γκ + γ1 + λ2 + 1)

2λ1+λ2+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − λ1)Γ(γκ − γ1 − λ2)

×(Nnrκ + κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ1 − 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
( |nr|+ γκ − γ1 − λ1 − 1

Nnrκ + κ
− γ1

)
×
[(
γ1
|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1

Nnrκ + κ
− 1

)
+

Nnrκ + 1
|nr|+ γκ − γ1

( |nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1
Nnrκ + κ

− γ1
)]

,

(D.18)∫ ∞
0

dr rλ1
[
Q(0)(r)S(0)nrκ(r) + P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′λ2
[
µ(0)nrκP

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) +Q(0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]

= −αa
λ1+λ2+1
0

Zλ1+λ2+1

(
µ
(0)
nrκ − 1

)
Γ(γκ + γ1 + λ1 + 1)Γ(γκ + γ1 + λ2 + 1)

2λ1+λ2+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − λ1)Γ(γκ − γ1 − λ2)

×Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
[(
γ1
|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1

Nnrκ + κ
− 1

)
+

Nnrκ + 1
|nr|+ γκ − γ1

( |nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1
Nnrκ + κ

− γ1
)]

,

(D.19)
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∫ ∞
0

dr rλ1
[
Q(0)(r)S(0)nrκ(r)− P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′λ2
[
µ(0)nrκP

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) +Q(0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]

=
αaλ1+λ2+10

Zλ1+λ2+1

(
µ
(0)
nrκ − 1

)
Γ(γκ + γ1 + λ1 + 1)Γ(γκ + γ1 + λ2 + 1)

2λ1+λ2+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − λ1)Γ(γκ − γ1 − λ2)

×(Nnrκ + κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ1 − 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
[(
γ1
|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1

Nnrκ + κ
− 1

)
+

Nnrκ + 1
|nr|+ γκ − γ1

( |nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1
Nnrκ + κ

− γ1
)]

,

(D.20)

∫ ∞
0

dr rλ1
[
Q(0)(r)S(0)nrκ(r) + P (0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′λ2
[
µ(0)nrκQ

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) + P (0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]

= −α
2aλ1+λ2+10

Zλ1+λ2

(
µ
(0)
nrκ − 1

)
Γ(γκ + γ1 + λ1 + 1)Γ(γκ + γ1 + λ2 + 1)

2λ1+λ2+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − λ1)Γ(γκ − γ1 − λ2)

×Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
[
1− (Nnrκ + 1)(|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1)

(Nnrκ + κ)(|nr|+ γκ − γ1)

]
, (D.21)

∫ ∞
0

dr rλ1
[
P (0)(r)S(0)nrκ(r) +Q(0)(r)T (0)nrκ(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′λ2
[
µ(0)nrκQ

(0)(r′)S(0)nrκ(r′) + P (0)(r′)T (0)nrκ(r′)
]

=
αaλ1+λ2+10

Zλ1+λ2+1

(
µ
(0)
nrκ − 1

)
Γ(γκ + γ1 + λ1 + 1)Γ(γκ + γ1 + λ2 + 1)

2λ1+λ2+2Γ(2γ1 + 1)Γ(γκ − γ1 − λ1)Γ(γκ − γ1 − λ2)

×(Nnrκ + κ)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ1 − 1)Γ(|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1)
Nnrκ(|nr| − 1)!Γ(|nr|+ 2γκ)

×
( |nr|+ γκ − γ1 − λ1 − 1

Nnrκ + κ
− γ1

)[
1− (Nnrκ + 1)(|nr|+ γκ − γ1 − λ2 − 1)

(Nnrκ + κ)(|nr|+ γκ − γ1)

]
, (D.22)

przy czym formuły (D.18)–(D.22) są prawdziwe tylko wtedy, gdy spełnione są równocześnie warunki
λ1 + γκ + γ1 > −1 oraz λ2 + γκ + γ1 > −1.
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E Zbieżność całek R(λ1λ2)
κ

(
Fa,Fb
Fc,Fd

)
E.1 Rozważania ogólne

Obliczenia relatywistyczne dla stanu podstawowego atomu wodoropodobnego są prawdziwe
tylko dla liczby atomowej Z < α−1. Warunek ten traktujemy jako domyślny dla całej rozprawy.
Przypomnijmy, że w rozprawie stosujemy oznaczenie

R(λ1,λ2)κ

(
Fa,Fb
Fc,Fd

)
=
∫ ∞
0

dr
∫ ∞
0

dr′
(
Fa(r) Fb(r)

)
rλ1Ḡ(0)κ (r, r′)r′λ2

(
Fc(r′)
Fd(r′)

)
. (E.1)

Pewne całki podwójne (E.1) posiadają dodatkowe ograniczenia na liczbę atomową Z wynikające z
warunku zbieżności całek radialnych podanych w uzupełnieniu D, tj.{

λ1 + γκ + γ1 > −1

λ2 + γκ + γ1 > −1,
(E.2)

gdzie liczba atomowa Z zawarta jest w γκ zdefiniowanym wzorem (3.3). Rezultaty dla poszczegól-
nych pojawiających się w rozprawie wartości parametrów κ, λ1 i λ2 zostały podane w tabeli 12,
przy czym wymieniono tylko przypadki, gdzie ograniczenie jest silniejsze niż Z < α−1.

Tabela 12: Warunki zbieżności

R
(λ1λ2)
κ

(
Fa,Fb
Fc,Fd

)
ograniczenie na Z

R
(−L−1,L)
L

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
Z < α−1

√
4L2 − 1

2L
(L 6= 1)

R
(−L−2,L)
−L+1

(
Q(0),P (0)

P (0),Q(0)

)
Z < α−1

√
(2L+ 1)(2L+ 3)

2(L+ 1)

R
(−L−1,L)
L

(
Q(0),P (0)

Q(0),P (0)

)
Z < α−1

√
4L2 − 1

2L

R
(−L−2,L)
−L+1

(
P (0),Q(0)

Q(0),P (0)

)
Z < α−1

√
(2L+ 1)(2L+ 3)

2(L+ 1)

E.2 Przypadek R(−2,1)1

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
Na pierwszy rzut oka mogłoby się wydawać, że formuły z tabeli 12 powinny być prawdziwe dla

dowolnego L (jednakże dla jednego z wyrażeń w tabeli 12 pojawia się ograniczenie L 6= 1). Okazuje
się, że w pewnym szczególnym przypadku, tj.

R
(−2,1)
1

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=

∞∑
nr=−∞

1

µ
(0)
nr1 − 1

∫ ∞
0

dr r−2
[
P (0)(r)S(0)nr1(r) +Q(0)(r)T (0)nr1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
µ
(0)
nr1P

(0)(r′)S(0)nr1(r
′) +Q(0)(r′)T (0)nr1(r

′)
]
, (E.3)
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ograniczenie wynikające z warunków (E.2){
γ1 >

1
2

γ1 > −1,
(E.4)

jest w rzeczywistości zbyt silne. We wzorze (E.4) górna nierówność odwołuje się do warunku zbież-
ności pierwszej całki radialnej w (E.3), a dolne ograniczenie nawiązuje do drugiej całki radialnej w
(E.3) i jest zawsze spełnione.

By wykazać, że warunki wynikające z układu nierówności (E.4) może być słabsze, rozważymy
wyrażenie [będące składową równania (E.3)]

R̃
(−2,1)
1

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
=

∞∑
nr=−∞

1

µ
(0)
nr1 − 1

∫ ∞
0

dr r−2
[
P (0)(r)S̃(0)nr1(r) +Q(0)(r)T̃ (0)nr1(r)

]
×
∫ ∞
0

dr′ r′
[
µ
(0)
nr1P

(0)(r′)S(0)nr1(r
′) +Q(0)(r′)T (0)nr1(r

′)
]
, (E.5)

gdzie

S̃
(0)
nr1(r) =

√
(1 + γ1)(|nr|+ 2γ1)|nr|!

2ZNnr1(Nnr1 − 1)Γ(|nr|+ 2γ1)

×
(

2Zr
a0

)γ1
e−Zr/a0

[
L
(2γ1)
|nr|−1(0) +

1−Nnr1

|nr|+ 2γ1
L
(2γ1)
|nr| (0)

]
∼ rγ1e−Zr/a0 (E.6a)

oraz

T̃
(0)
nr1(r) =

√
(1− γ1)(|nr|+ 2γ1)|nr|!

2ZNnr1(Nnr1 − 1)Γ(|nr|+ 2γ1)

×
(

2Zr
a0

)γ1
e−Zr/a0

[
L
(2γ1)
|nr|−1(0)− 1−Nnr1

|nr|+ 2γ1
L
(2γ1)
|nr| (0)

]
∼ rγ1e−Zr/a0 , (E.6b)

przy czym [126, równanie 37.2]

L(α)n (0) =
n∑
k=0

(−)kΓ(n+ α+ 1)
k!(n− k)!Γ(k + α+ 1)

(E.7)

określa stały wyraz w wielomianie Laguerre’a. Ponadto z równań (D.1a) i (D.1b) wiemy, że

P (0)(r) ∼ rγ1e−Zr/a0 (E.8a)

Q(0)(r) ∼ rγ1e−Zr/a0 . (E.8b)

W konsekwencji ze wzorów (E.6) i (E.8) wynika proporcjonalność

r−2
[
P (0)(r)S̃(0)nr1(r) +Q(0)(r)T̃ (0)nr1(r)

]
∼ r2γ1−2e−2Zr/a0 (E.9)

W tej sytuacji z ograniczenia w wyrażeniu (D.2) uzyskujemy warunek zbieżności dla równania (E.5)

2γ1 > 1⇒ Z < α−1
√

3
2
, (E.10)

tożsamy z tym wynikającym z układu równań (E.2). Wykorzystując formuły (D.1), (D.7) oraz
(D.13), można pokazać, że

R̃
(−2,1)
1

(
P (0),Q(0)

P (0),Q(0)

)
= 0, (E.11)

Ponadto pozostałe wkłady do wyrażenia (E.3) nie posiadają już ograniczenia na zbieżność. Wynika
to z faktu, że odpowiednie wyrażenia podcałkowe są wówczas w wyższej potędze r (ze względu na
potęgi r w poszczególnych wielomianach Laguerre’a). Tym samym wzór (E.3) jest prawdziwy dla
wszystkich rozważanych w tej rozprawie liczb atomowych Z < α−1.
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eine Forderung bezüglich des inneren Verhaltens jedes einzelnen Elektrons, Naturwissenscha-
ften 13 (1925) 953

[13] G. E. Uhlenbeck, S. Goudsmit, Spinning electrons and the structure of spectra, Nature 117
(1926) 264

[14] E. Schrödinger, Quantisierung als Eigenwertproblem. (Erste Mitteilung), Ann. Phys. (Leipzig)
79 (1926) 361 [tł. ang.: E. Schrödinger, Collected Papers on Wave Mechanics, 3rd ed., AMS
Chelsea, Providence, RI, 2001, str. 1]

[15] E. Schrödinger, Quantisierung als Eigenwertproblem. (Zweite Mitteilung), Ann. Phys. (Leip-
zig) 79 (1926) 489 [tł. ang.: E. Schrödinger, Collected Papers on Wave Mechanics, 3rd ed.,
AMS Chelsea, Providence, RI, 2001, str. 13]

[16] E. Schrödinger, Quantisierung als Eigenwertproblem. (Dritte Mitteilung), Ann. Phys. (Leipzig)
80 (1926) 437 [tł. ang.: E. Schrödinger, Collected Papers on Wave Mechanics, 3rd ed., AMS
Chelsea, Providence, RI, 2001, str. 62]

[17] E. Schrödinger, Quantisierung als Eigenwertproblem. (Vierte Mitteilung), Ann. Phys. (Leipzig)
81 (1926) 109 [tł. ang.: E. Schrödinger, Collected Papers on Wave Mechanics, 3rd ed., AMS
Chelsea, Providence, RI, 2001, str. 102]

[18] E. Schrödinger, An undulatory theory of the mechanics of atoms and molecules, Phys. Rev.
28 (1926) 1049

149

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


[19] W. Pauli, Zur Quantenmechanik des magnetischen Elektrons, Z. Physik 43 (1927) 601

[20] O. Klein, Quantentheorie und fünfdimensionale Relativitätstheorie, Z. Phys. 37 (1926) 895

[21] W. Gordon, Der Comptoneffekt nach der Schrödingerschen Theorie, Z. Phys. 40 (1926) 117
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