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��.�/��#	 /�	�	0��!��	1,��!',	����20 .�	 ! �1��0 �%��)����	 ���',	 ����������%�!�3
��4	 (�,0�	 ��1 �!�%&#	 ��,����������!�%&	 ���!���#	 ��	 ��	 ����! �	 ��!���� �! �	  !��,��
�,1	 ��� �����! �#	 /�	 �����	1�.	 5�.�����4	 $�! ���/	 ����! �	�,� 	 �����6	��'�!�!�	 ! ���3
���! �#	 ���!% 	 � !! 	 0���726	 ������� 8	 �����!�,72%2	 ��!���� �! �	  !��,��	 ! �����/! �	 ��
0���78��7	 0����	 ! ���	 �������  #	 0�� ���!�7	 0����	 ! ���	 � ����#	 �	 ��'/�	 0�8�'�9% 	 �	 7�'2
��/�	� 8	0���� ���%��64	��!�%��	��#	/�	7�9� 	�	�����!��		����!% �	0���,' ��! �	0�7�� 
� 8	9% �/'�#	!�	'����7	! �	��� 	/���!	���!�#	� 8���	7,/	0�����,'�!��	�1������	�	0���!%7��3
!2	 ��'�%72	  !��,��#	�1����	 ��!	18�� �	 ����1�	0�����,'�6	0�!��! �4	$���78% �	 ��%&	��.�/�)
0����,7�#	/�	0�������� �!�	0��1���	���7�	� 8	���!���/!�	 !!��	0��1�����	1��0 �%��)3
����	��������#	��' �	7�'	�0�!���! �	���0��������! �72%���	� 8	0�/��,#	,�,! 8% �	�����/�3
! �	 1�'��� ��ogic�!���	 �	 ��!���	 �1����,	 %��	 ,�,! 8% �	 � �,��	 ���0��������! �72%���	 � 8
�	� �% 	'��0,������74

Do zamodelowania tego problemu wykorzystane zostanie zagadnienie przeszukiwania
grafu i wyznaczania jego liczby przeszukiwawczej. Liczba przeszukiwacza grafu okre9��
� ! ���!2	  ��96	 ���!���	 ! ��18�!�%&	 ��	 �������!����! �	 0���%&��%�! �	 ,% �' ! ���
0���	0���78��%&	0���/�7	��.�/�! �%&4	:�	����	��'�!�6#	���!% 	����,72	������� 8	0�����,' 3
���%�24	-��!�%��! �	� %�1�	0�����,' ���%��7	���5,	7���	0��1�����	��,�!��	�1� %��! �3
��	���	�����!�%&	���5��#	7��!�'	7���	��/� ��	�	%��� �	� ���� �!����	���	�����4
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��.�/��#	 /�	 �����/�!�	 ������	0�� ���	 ��0���� 8	 ������4	��!�%��	 ��#	 /�	 !����	 0�3
� 8���	 '�u%����� 	 �����!��� 	 ������,	  ��! �7�	 ���'�	 7��!�	 0�.2%��! �4	 ��	 ����8�,	 !�
�����!�96	��������#	��' �	���� 2��! �	7���	%�8���	! ���'���!�4

;�9� 	�	 ������ �	�	 ��0����  	 ������	�0������ ��	0�.2%��! �	 �����7!�	� 8���	'�,3
%����� 	0,!k��� 	<	0���'.�����	�����'���	! �'�	����% 2�,	0�0�������!�	��'#	1�	�� 3
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!26	��1��!�	��� �!	 	�������!����6	������%��! �	���,	��	���!�%��!���	��1 ��%�	<	��3
/���	,���'�6	 ������	�	 ��0����  	 '�'�,��4	-	 ��'	 ��0��7�'����!��	������ �	� 8���	��3
1��!�� 	 �����!��� 	 ������,	 <	 � ���%&�.'�� 	  ��! �7�	 � 8%�7	 ! /	 7��!�	 9% �/'�#	 7��!�'
/��!�	'���8�>	! �	!���/�	��	� 8%�7	! /	7��!���	%�'�,4

-	��7	0��%�	�����/���	0��1���	���!�%��! �	� %�1�	0�����,' ���%��7#	�	��'/�	������3
�  	���!���	��0��! �72%�%&	1��0 �%��)����#	�	������ �	�	��0����  	'�'�,��4

���������
�������

-	 ����� ���	 �	 0�������� �!�	 �2	 0���������	 ���� !�	 �� 2��!�	 �	 �����!����! ��
1��0 �%��)����	0�0����	0�����,' ��! �	���5��4	"�����	�	0�.2%��! �� 	�����7!�� 	�	 ��3
0����  	'�'�,��	0�����7�	�	������,	�	��0����  	������	 	��%&��,7�	0��!�	�.��!�9% 	���,'3
�,��	����� ����7	����8���	�����!�o��! �	1��0 �%��)����4	-.��!�9% 	��	�	��! �� �! ,	��
�����	�����.�	0���,����!�	�	0������� ���	�4�4

-�1��!�	 ����%&%������	 �1�����%7�	 �	 ��'��� �	 �����!����! �	 1��0 �%��)����
�	'�'�,��%&	�����.�	0�������� �!�	�	0������� ���	�4�4	�1�	���������6	��������� 8	�!�3
��� %�!2	 ��	 �����!����! �	 1��0 �%��)����	 �	 ������%&#	 '�! �%�!�	 7���	 0����!�� ���! �
�0.��,	 ��! �! �	0�����.�%&	�	��! ',	����! �	0�.2%��)	�����7!�%&	%�'� 	!�	� %�18	 	����3
��� 8	0�����,' ���%�2	������4	:�	����	��'�!�6#	0��0�!,7���	,�����! �	� %�1�	0�����,' 3
���%��7	�����!���	���5,#	 ��� ���72%���	%�'�	 ��' #	 /�	,�,! 8% �	'���8�� 	!���/2%�%&	��
%�'�,	����0�7�	���5	!�	'�'�,��	�	�!�!�7	� %�1 �	0�����,' ���%��7	! �	� 8'���7	! /	k4	? %�3
1�	0�����,' ���%��	��' ���	���5,	����/�	! �	���'�	��	k,  ��9% 	����.8� �)	 	  %&	���� ���3
%��! �#	 ���	 ��'/�	 ��	  %&	 �����'���%&	 �.��!�9% 4	 ��! �%�!�	 7���	 � 8%	 � ��!��5 '���! �
,'����! �!�%&	'�'�,���#	�	'����%&	��	�.��!�9% 	�2	�1�%!�4	-	0������� ���	�4�	��0����!3
����!�	7��!2	�	��/! �7���%&	�.��!�9% #	��!�%��!2	7�'�	@��A,	����	���5 ! ���!�	7�7	����83
0���! �	���	'�'�,���	0�� ���72%�%&	����)	�,1	���784

Zgodnie z wynikami przedstawionymi w podrozdziale 2.2 liczba przeszukiwawcza
kaktusa skon���,���!���	 �	 �0���1	 ���� �!�	 0���/�7	 !���/�	 ��	 �1 ��,	 Bk, k+1, k+2}.
W podrozdziale 3.2 zmniejszono moc tego zbioru dla kaktusów podkubiczny%&	��	���%&#
���	'�/��7	 ��9% 	����.8� �)	�	� %�12	0�����,' ���%�2	! �	� 8'��2	! /	k.

�� ����� �����
������	�

$��1���	0�����,' ��! �	���5��	�����.	0�	���	0 ������	��0��0�!���!�	�	C�D4	(�,0�
��1 �!�%&	���!���	��'�!,7�	 �����
!	"���
�#�	�����, czyli sekwen%78	 �,%&��	���3
��!�,72%�%&	 0���%&��%e! �	 ,% �' ! ���4	 "������ �	 0�����,' ���%��	 �'.���	 � 8	 �	 �����!�7
'��1 !�%7 	 !���80,72%�%&	 �,%&��E

< ,� ���%��! �	���!��	�	�����!��	� ���%&�.',	���5,F
< ,�,! 8% �	���!��	�	�����!���	� ���%&�.'�	���5,F
< 0���� ���%��! �	���!��	���.,/	'���8�� 	���5,4
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(����!����! �	1��0 �%��)����	�	������ �	�	0�.2%��! �� 	�����7!�� **G

��/��	�	��%&	�,%&��	��/�	�����6	��'�!�!�	�	���.��	%��� �4
H! %7��! �	������' �	'���8�� �	���5,	�2	���$��
4	����8�>	e={u,vI	��/�	�����6	wy-

czyszczona#	 �	 ���%&	 0���0��'�%&4	 -	 '�/���	 �	 ! %&	 0�� �!	 ���!�	 0���� ���%��	 � 8
���.,/	e, od wierz%&�.'�	u do v4	����8�>	e	�����7�	��%����%��!�#	7�9� 	��1�	�	� ���%&�.3
',	u	�!�7�,7�	� 8	���!�#	��1�	������' �	'���8�� �	 !%���!�!�	�	u, oprócz e#	�2	%�����4	-�3
%����%��! �	e	��!�%��#	 /	���!% 	,0��! � 	� 8#	 /	,% �' ! ��	! �	�!�7�,7�	� 8	�	e.

J% �/'8	!�����my ���
$���#	7�9� 	�	0���!�7�! �7	7��!��	�	7�7	���!8���!�%&	� ���3
%&�.'��	 0���1���	 ���!�4	 ;�9� 	 �	 �����!��	 ����!% �	 %�����	 '���8�>	 e	 !���/�	 ��	 ! �3
�����/�!�7	9% �/' 	��� ���72%�7	'���8�>	�'�/�!2#	��	e zostaje ������	
����$��� (reconta-
mined).

Minimalna	  ��96	 ���!���	 0�����1!�%&	 ��	 0�����,'�! �	 ���5,	 G jest nazywana jego
%����"�	o��&�'	������
�#�	������ 	18�� �	�	��7	0��%�	��!�%��!�	7�'�	s(G)4	;�9� 	k
agentów wystarcza do przeszukania grafu G, to k agentów wystarcza do przeszukania grafu
G bez dopuszczania do ponowne��	�'�/�! �	'���8�� 	 C�D4	��	�.�9% ��96	 	!�����!�	 7���
�������	���(�	��

-	������7	%�89% 	0��%�	,/���!�	18�� �	0�������!�	��5 ! %7�	����.8� �! �#	��0��0�!�3
��!�	�	C�D4	K �%&	v	18�� �	�����!��	0����,1��	�	G. Niech H	��!�%��	�����!2	�'.���3
�2	�0�7!�9% 	0�����.2	0�	,�,! 8% ,	v z G. )�!��"	
�	
� grafu G	�	� ���%&�.',	v	!���3
����	0�����5	0�����.�	7�'�	�,��	H, v ����	������' %&	'���8�� 	G, incydentnych zarów-
no z v	 7�'	  	 �	 7��!��	�	� ���%&�.'��	�	H. )�!��"zieniem cyklu C 18�� ���	!������ 
�����!�	����.8� �! �	�	� ���%&�.',	!���/2%��	��	C#	! �	��� ���72%�	C.

Lemat 2.1. [1] �������	�
�����������������������������������������(G') ≤ s(G).

- 8%�7	 !5����%7 	!�	�����	0��1�����	��! ���	 	,% �%�' 	��/!�	�!���>6	�	C=D4	�'�,3
��!�	0��e��2�	��! '��	�	�� ��� !�	0�����,' ��! �	���5��	�!�7�,7�	� 8	�	CGD4

�����*�
�#�	���	
���
�

Wyznaczanie liczby przeszukiwawczej dowolnego grafu jest NP-trudne [6], jednak jej
wyznacze! �	 7���	��/� ��	�	%��� �	� ���� �!����	���	�����	C*D4	�	0������	��������,
��/�	�����		$����!�	C�DE

Lemat 2.2. [1] Dla dowolnego drzewa T i liczby ca�kowitej k, wierzcho�kowa liczba
przeszukiwawcza s(T) = k + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy w drzewie T istnieje wierzcho�ek v�
�� !�������!���"#������"����"�!�����$���������zienia o liczbie przeszukiwawczej równej  k.

J% �/'8	� ���%&�.'��#	�	'����%&	����	�	����% �	�4�#	!�������	���724	:���� �7	5��3
���! �	���7�	������	T	��	9% �/'�	v1, v2, …, vr	#	�'.���72%�	� 8	�	0���!�7�! �7	���%&	� ���3
%&�.'��#	��'�	/�	�	v1 i vr	 ��! �7�	��'.��! �	7��!�	����.8� �! �	�	� %�12	0�����,' ���%�2
���!2	s(TA#	�	��	������' %&	0������.�%&	 ��! �72	��'.��! �	���	��' �	����.8� �! �4	L���3
! ��	������	0�� ���72%���	� %�18	0�����,' ��w%�2	���!2	s(TA	!�������	��' 	� ���%&�3
.�'#	�	'�����	������' �	����.8� �! �	0�� ���72	� %�18	0�����,' ���%�2	�! �7��2	��	s(TA4
L���)	��/���	���'����6	7�'�	���78	�	�.,��9% 	�4
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*** +,'���	-��!�

Lemat 2.3. [6] %�$���������&�����������
�����'����
����� �!��#����"��

-����	 ��,��/�6#	 /�	 ����)	 ������	! �	�,� 	 1�6	 ,! '�����4	-	� ! ���!��	����� �
@�	��!� �	��5 ! %7 	��0��0�!���!�7	�	C�DA	�	��!�7	� %�1 �	0�����,' ���%��7#	'�/��	� ���3
%&�.�'	! �	18�2%�	� 9% ��	7���	����! ��4

K�	0������ �	 �����,	�4�	������' �	,'����! �!�	������	��/���	0��� �� 6	!�	%�����
'������ �#	�	����/!�9% 	��	0�.�/�! �	'����! �E

�A ��0�(	<	�����)	7���	����! ��	������	&4
�A ��0�)	<	�����)	�!�7�,7�	� 8	�	7��!��	�	����.8� �)	�	� ���%&�.'�%&	'��)%���%&	��� 

@*�	�,1	*�A4
�A ��0�+�,������)	7���	7��!��	�	���!8���!�%&	� ���%&�.'��	��� 	@*�#	M#	*�,�A4
=A ��0�-�<	�����)	�!�7�,7�	� 8	�	����.8� �! ,	�	'�����9	�	���!8���!�%&	� ���%&�.3

'��	��� #	���	! �	!�	����7	��� 4

Dla drzewa typu M, M3����.8� �! ��	!�������	����.8� �! �	��� 	��� ���72%�	'����)
������4	M3����.8� �! �	������	0�� ���	�! �7��2	� %�18	0�����,' ���%�2	! /	%�.�	������4

K�	0������ �	�����,	�4�	 	0���/�����	0��� �.,	�	C*D	��0��0�!���!�	��������	�1� 3
%��72%�	 � %z18	 0�����,' ���%�2	 ������	 �	 %��� �	 � ! ����4	 ��������	 �� �.�	 �	 �0��% ,
�	���,'�,��	info(T) = [typ, s, M-info], gdzie typ#	��0�� ���	7��!��,	�	%�����%&	��0��	��3
� �! �!�%&	0���/�7#	s	7���	� %�12	0�����,' ���%�2	������	T, a M-info jest polem pustym
dla drzew typu H, E i I a dla drzew typu M	��� ���	���,'�,�8	info M3����.8� �! �	������	T.
info(T) jest wyznaczane w czasie O(s(T)) na podstawie struktur info dowolnych dwóch nie-
pustych poddrzew T#	0�� ���72%�%&	��'.��! �	7���!	��0��!�	� ���%&�.�'	�	T4	��0�� 8�,3
72%	'�!���,'%78	���,'�,�	info#	��/!�	����!�����6	������� 8	0�����,'i���%�2	���	T w cza-
sie O(n lognA4	-�! '	��!	�����.	0�0��� �!�	�	CND#	��� �	��0��0�!���!�	��������	���!�3
%��72%�	������� 8	0�����,' ���%�2	������	�	%��� �	� ! ����4

�����*�
�#�	���	
�����#�+�

Niech G	18�� �	�����!��	'�'�,���	�	 � %�12	0�����,' ���%�2	k ����	����/! �!��
� ���%&�.' ��	���!��	����7	'����! ��4	��� ��#	/�	G jest typu (*)#	7�9� 	 ��! �7�	������� �
0�����,' ���%��	���	G	��'������,72%�	k	���!���	��'�#	/�	0����	%�.�	%���	7�7	����! �	7���!
�	���!���	�!�7�,7�	� 8	�	'����! ,4	��'�,�	��/�	1�6	��0,	@�A	���'�	�����#	���	'����)	! �
7���	� 9% ��	C�D4

Niech graf G′ powstaje z grafu G	 0�0����	 ����! �	 ��	 ! ���	 � ���%&�.'�	 ���0! �	 �
�2� ��,72%���	 �	 '����! ��4	 ��� ��#	 /�	 G jest typu (**)#	 ���	 ! �	  ��! �7�	 ��'�	 ������� �
0�����,' ��%��	���	���5,	G#	��'������,72%�	k	���!���#	/�	7�9� 	�����! �	�!�	����� ����!�
�	���5 �	G′#	��	����!�	'���8�>	0������! �	7���!2	�'�/�!2	'���8�� 2	�	G′.

Lemat 2.4. [3]�.�/����������� � !���������!���"���� ��� !����������! ��������������

�������"#����
������� �����#������"��$�"� ��!�� �≤��(G) ≤ k + 2.

$�! /���	 �����	 ! �	 �����.	 ���.��! �	 0�����%��!�#	 7��!�'	 7���	 ��%�����!��	0���0��3
' ��	7��!���	�	�������	0�������� �!�%&	�	C�D4
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(����!����! �	1��0 �%��)����	�	������ �	�	0�.2%��! �� 	�����7!�� **N

Lemat 2.5. .�/��� �� ������ ������� �� ��!���"�� �� �� 0� !� ��� $�� �� �����"����"� !����

��$����� ����z���� ���� ��!���"#� �������������  !������ ���
�� ����� ������ �������  �� !�

�(G) ≥ k + 1.

,� *�
�#�	���	
�!��-+������'
���
����'���

����! �	�	�1�����%7�� 	0�������� �!�� 	�	0������� ���	�4�#	��/� ��	7���#	1�	'�'�,�
0�� ���72%�	� %�18	0�����,' ���%�2	k	! �	� �.	����! �	�! 	��� #	7�9� 	��� ���	�!	%�'�	�0�.3
! �72%�	�'��9��!�	���,!' 4	��' 	%�'�	18�� ���	!�����6	cyklem centralnym4	-	'�/���
'�'�,� �	 ��! �7�	��1�	����)#	��1�	,! '�����	���7�#	��1�	%�'�	%�ntralny.

.�������O����%��! �	'�'�,���	��	0���%2	 P�	���!���
�17�9! �! �	�	��'9% �

Lemat 3.1. ����������� � !����������������
������� �����#��(G) 1� ��2��������3

�������������/���*1 i v2���������!������������������ �����������1 i e2, ��$�����"��!����3

�� ����� � !�������������#� 41 agentów tak, by e1���!��������������"� ���������

���2 jako ostania.

DowódE	+����	��,��/�6#	 /	�!���� %�!�	�����	��'.���72%�	��'�������! �	k+�	���!3
���	7���	0����� ��4	$ ������	���!�	%��9% 	e1	  	�������,7�	� 8	�	� ���%&�.',	�2� ��,72%�
�	v1,	��,� 	�����7�	,� ���%��!�	�	� ���%&�.',	�2� ��,72%��	�	v2. k	���!���	%��9% 	0���3
���.2	%�896	���5,#	�	!���80! �	��,� 	���!�	0���� ���%��	� 8	��	v2	%����%�2%	e2.

;�9� 	'�'�,�	G	 0�� ���	 ����)	 @���4	��A#	 ��	����.8� �! �	�	 ����! ,	��� ���72%�	� ���3
%&�.�'	v1 po� ���	� %�18	0�����,' ���%�2	%�	!�7��/�7	k–�4	��/!�	7�	� 8%	��%��9% 6#	���3
0�%��!�72%	��	e1#	�	'�)%�2%	!�	'���8�� 	 !%���!�!�7	�	����! ��4	K���80! �	��/!�	��%��3
9% 6	������' �	����.8� �! �	! ���� ���72%�	e24	����.8� �! �	�	����! ,	��� ���72%�	e2 po-
siada lic�18	0�����,' ���%�2	%�	!�7��/�7	k–�#	� 8%	��/�	�����	�����6	��%����%��!�	��'#
1�	e2	�����.�	��%����%��!�	7�'�	�����! �4

;�9� 	G	0�� ���	���78	@���4	�1A	��/!�	0���20 6	�!���� %�! �4	K�70 ���	��/!�	��%��3
9% 6		����.8� �! �	�	� ���%&�.',	��� 	��� ���72%�	v1,	7�'�	0 �����2	'���8�>	%����%�2%	e1#
�	'�)%�2%	�	� ���%&�.',	��� 4	-	� ���%&�.',	 ���	  ��! �72	%�	!�7��/�7	���	����.8� �! �
�	� %�12	0�����,' ���%�2	k4	;���!	���!�	0������7�	�	� �7�%,#	�	0������� 	%����%�2	����.83
� �! �	 ! ���� ���72%�	 v24	 ���!% 	 !���80! �	 0���� ���%��72	 � 8	 ���.,/	 ��� #	 %����%�2%
������' �	����.8� �! �#	�/	����2	��	� ���%&�.'�#	�	'�����	����.8� �! �	��� ���	v24	? %�1�

�A 1A %A
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**Q +,'���	-��!�

0�����,' ���%��	 ����	����.8� �! �	 7���	�! �7���	��	k4	 ;���!	�	���!���	0������7�	�	 ���
� ���%&�.',#	 �	 0������.�%&	 k agentów cz�9% 	 ����.8� �! �	 ! ���� ���72%�	 v2. -	 '�)%,
%����%��!�	 7���	 ����.8� �! �	 ��� ���72%�	 v2#	 ��%��!�72%	 ��	 '���8�� 	  !%���!�!�7	 �	 ���72#
�	'�)%�2%	!�	e2.

;�9� 	G	! �	0�� ���	����! �	�! 	��� #	��	�,� 	0�� ���6	%�'�	%�!����!�	@���4	�%A4	����.83
� �! �	%�'�,	%�!��alnego C#	0�� ���72	 � %�18	0�����,' ���%�2	%�	!�7��/�7	k–�4	-	0 ���3
���7	 '���7!�9% 	 ���!% 	 %����%�2	 ����.8� �! �	 ��� ���72%�	 v1#	 '�)%�2%	 !�	 '���8�� 	  !%�3
��!�!�7	�	� ���%&�.' ��	%�'�,	O4	K���80! �	���!�	a1 pozostaje w miejscu, a2	0���� ���%��
� 8	���.,/	C#	�/	������	��	� ���%&�.'�#	�	'�����	����.8� �! �	��� ���	v2#	�	0������.�%&
k<�	 %��9% 	 ������' �	 ����.8� �! �	 �	 � ���%&�.'�%&	 ��� ����!�%&	 0����	 a24	 K���80! �#
�	' ��,!',	0���% �!��	��	a2, po C	0���� ���%��	� 8	a1	 	������' �	0������.�	����.8� �! �
%����%��!�	 �2	�	 �0���1	 �!���� %�!�4	-	'�)%,	 ���!% 	 %����%�2	����.8� �! �	 ��� ���72%2
v2#	��%��!�72%	��	'���8�� 	 !%���!�!�7	�	%�'���	%�!����!��#	�	'�)%�2%	!�	e2. �

���������	�
	���//�

Lemat 3.2. �������������������!� ��
������� �����5�����!��������������"� �

�����������$����� "��!� �!���� �� !�� �� �!����� ���� ���$����� "��!� ������������� !� �� 
�� �

��!��������������"� ����!�!����

DowódE	 $�! ���/	 �����/���	 7���! �	 ������� �	 ��!���! %�!�#	 ������%��	 ��,��/�6#
/�	 7�9� 	 ������' �	 �,%&�	 �������  	 %����%�2%�7	 �����!2	 ��'�!�!�	 �	 ������!�7	 '���7!�9% #
0���	%���	7�9� 	�	��!��	�,%&,	���!�	0���� ���%��.	� 8	�	� ���%&�.'�	v1 do v2#	��	0���� �3
9% 	� 8	�	v2 do v1, ��	���! �/	��'�!�!�	�����! �	������� �	%����%�2%�4	�

-	C�D	���5 ! ���!�	�����.�	'����	���5��	@��A4	-����	��,��/�6#	/�	7�9� 	'����)	'�'�,3
��	 G	 7���	 � 9% ��#	 ��	 '����	 ���5��	 @��A	 7���	 ��/����	 �	 '���2	 ���5��#	 ���	 '����%&	  ��! �7�
������� �	 0�����,' ��%��#	 ��'������,72%�	 s(GA	 ���!���#	 �	 '����7	 '���8�>	  !%���!�!�
�	'����! ��	7���	%����%��!�	7�'�	�����! �4	����! �	�	�������	�4�	! �	 ��! �7�	���! �/	����3
��� �#	�	'����7	'���8�>	��	7���	%����%��!�	0 ������4

Lemat 3.3. ������ �� 
����� ���������  � !������ ������"#���� �����"����"� "����

��������� ��!������6����������
���������$������� ���������!������1��.�/�����"��!� !���

(**)��!���� �$��"��!��!���������� ������"��� ����!�"#��"��(G)�����!���� �����5�������3
���!���� ���������������!�7��������������������������������!�!���������!���

�� !�����������"���������(G) agentów.

DowódE	����! �	�	�������	�����,	�4�	������%��	0�'���6#	/�	e	! �	��/�	�����6	��3
%����%��!�#	��! �	�	G	�!�7�� �	� 8	s(GA	���!���4	��.�/��#	/�	 ��! �7�	������� �	0�����,' 3
���%��	 P#	 �	 '����7	 ��'	 � 8	 �� �7�4	 ��/!�	 �'�!���,���6	 ������� 8	 P'#	 �	 '����7	 !�70 ���
%����%��!�	7���	'���8�>	e, po czym jeden z agentów pozostaje w � ���%&�.',	 !%���!�!��
�	'����! ��4	$������.�%&	k–�	���!���	'�!��!,,7�	 ������� 8	P#	 �	��	%&� � #	�	'����7	'��3
�8�>	e	�����.�	��%����%��!�	�	P#	�����%�	���!% 	'�!��!,,72	������� 8	P. P'	��0��! �	��3
%����%��! �	���5,#	� 8%	G nie jest (**). �

Lemat 3.4. Niech G 
����� ���������  � !������ ������"#���� �����"����"� "����

��������� � �!������6����������
���������$������� ���������!������6��.�/�����������



(����!����! �	1��0 �%��)����	�	������ �	�	0�.2%��! �� 	�����7!�� **

���'�� !������ "��!� !���� (**)�� .�/����� � ����������"��� !�� "�/����� "��!� !����)� !������ "��!� (**),
a w przeciwnym wypadku G jest typu (**).

DowódE	;�9� 	G	0�� ���	����)#	�,1	0�� ���	���78	 	7���	��0,	E#	��	� %�1�	0�����,' ���3
%��	����.8� �! �	�	����! ,	�,1	'��)%����	� ���%&�.',	��� #	��� ���72%���	r#	0�� ���	� %�3
18	0�����,' ���%�2	�! �7��2	��	s(G). Zgodnie z lematem 3.1	��/���	0�����,'�6	7�#	��3
%��!�72%	��	�����!�7	'���8�� 	  	 '�)%�2%	�	 ����! ,	 �,1	�	'��)%����	� ���%&�.',	��� 4
-�����' �	 ����.8� �! �	 �	 ����! ,	 0�� ���72	 � %�18	 0�����,' ���%�2	 �! �7��2	 ��	 s(GA4
���)%���	� ���%&�.�'	��� 	0�� ���	��'.��! �	 7��!�	����.8� �! �	 �	 � %�12	0�����,' ���3
%�2	 ���!2 s(GA#	 ���	 ��/�	 �!�	 �����6	 ��%����%��!�	 0�0����	 0���� ���%��! �	 7��!���
���!��	���.,/	��� 	 	%����%��! �	������' %&	����.8� �)	�	� ���%&�.'�%&	��� #	! ���� ���3
72%�%&	'���7!���	� ���%&�.'�	��� #	0����	0������.�%&	s(G)–1 agentów.

-	0���% �!��	��� �#	0�! ���/	'����)	 7���	 ���0! �	�#	G	 ! �	��/�	1�6	 ��0,	H ani I.
G	 7���	� 8%	��0,	M. Niech vi ��!�%��	� ���%&�.�'	��� #	�	'�����	,'����! �!�	7���	'�'�,�
��� ���72%�	 r4	 ����! �	 �	 ��5 ! %72	 ��� 	�	 vi  ��! �72	 ��'.��! �	 ���	����.8� �! �#	 '�órych
liczba przeszukiwawcza wynosi s(G). W chwili, gdy po raz pierwszy w jednej z nich zosta-
nie rozmieszczonych s(GA	���!���#	�	���5 �	0�7�� 	� 8	! ������/�!�	9% �/'�	� 8���	'���83
�� 2	 !%���!�!2	�	r	�	�'�/�!�� 	'���8�� �� 	�	��,� �	�	����.8� �)4	$�! ���/	�����/�3
��	7���! �	������� �	1��	0�!��!���	�'�/�! �	'���8�� #	! �	7���	��/� ��	��%����%��! �	G#
���0�%��!�72%	��	'���8�� 	 !%���!�!�7	�	r.  �

�����0��
��	����������������	��������
����	�

Graf kubiczny, to dowolny graf regularny stopnia 3. Grafem podkubicznym nazywa-
��	�����!�	 0�����5	 ���5,	 ',1 %�!���4	-	 ���	0������� ���	 �����/���	 '�'�,��	 0��',3
1 %�!�4	K���/�	��,��/�6#	 /	���	��7	'����	���5��	�	'�/���	� ���%&�.',	%�'�,	7���	%�	!�73
��/�7	7��!�	����.8� �! �4	R��	'�'�,���	0��',1 %�!�%&	/��!�	����.8� �! �	! �	7���	��0,	@�A#
0�! ���/	/���!	� ���%&�.�'	! �	!���/�	��	���%&	%�'� 4

-	 ������7	 %�89% 	 k	 18�� �	 ��!�%��.�	 !�7� 8'��2	 �	 0�9���	 � %�1	 0�����,' ���%��%&
����.8� �)	%�'�,	%�!����!���4	t1< t2< …<tr	��!�%��72	����!��	���� ��%7 	�������  	0�����,3
' ���%��7#	 �	 '����%&	 k agentów po raz	 0 ������	 �!����.�	 � 8	 �	 ����.8� �! ,	 %�'�,
�	� ���%&�.'�%&#	��0�� ��! �#	v1,v2,…,vr#	0���	� ���%&�.' ��	!���/2%��	��	%�'�,4	��3
��.8� �! �	��	�2	��!�%��!�	7�'�	B1, B2, …, Br  	0�� ���72	� %�18	0�����,' ���%�2		k.

�	������O�'��	�	�����	 	�	0 8% ���	����.8� �! �� 	�	� %�12	0�����,' ���%�2� 4
����.8� �! �	��!�%��!�	7�'��89	��	�����!�	'��1 !�%7�	����.8� �)	�8�#	�8�#	�8=	 	�8G
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��� ����	
	����

Lemat 3.5.	 2���� "��!�  � !��� ��� �
����� �� � �� ���� ���!�������� .�/��� ��!���"#

��� ��"��$�"� :� ������������ �� ��� ���!�������� � ���
#� ����� �����#� ����#�  �� !�

�����≤	 ���6�

Dowód: Niech agent a1 
	�����	����	
�
��	�	����
�����	v1�	�
	������	k	�����
���	�
� ��	B1�	!�	�"#���	�����	a2	#�
����	
�
�		�"	�
$��%	���&�	������&���'	�%	$��
�	$
����
�����	v'	�	������	
��($�(�		�"	$���"
�����	
	&��
)*	#�
�	
�������
*	k, �	#
	���
����	k–+	�������	�
� ��	$���"
�����	�	����
�������	$���$
�����	#�
�
	a2�	,� &�	v = v1'
�	���-	
	���	���
�	
�
���	,� &�	���'	 �	v = v2. a2 pozostaje w v2, a a1	#�
����	
�
�		�"
�
$��%	���&�	������&���	�	��������	#�
���wnym do a2�	�
	������	k–+	�������	�
� ��
�	
�	����	$���"
�����	�	����
�������	$���$
����	#�
�
	 a1. Gdy a1 dotrze do v2	 �
#
	��(�	�	���'	�	#
	������	k	�������	�
� ��	B2. �

Lemat 3.6. 2���� "��!�  � !��� ��� �
����� �� � �� ���� ���!�������� .�/��� ��!���"�� ���

����"���$�5���������'��� ������!������������
#������ �����#�����#�� ��!���(G) = k+2.

Dowód.	/
��%��	$�&�*		�������"	�
�	
�
*�*	G'	)�
	#�����		��%����	����"�
$
��	�	 ����&�	 t3 w $���"
�������	 B4 i B5	 
��($�(�	 	�"	 #�
���(����(	 #	 (�$��(	 	��%��(
����"$
�'	�	�	B1 i B2  #�
���(����(	#	(�$��(	�
�	��(	����"$
��	�	G	�	����(*	(�$���	$���
����
�����	 �
�*�
��	 ���%��	��"$
�	B1 ∪ B2 a B4 ∪ B5. W chwili t3 (�$��	�����	���
�%�	��"�	
�#����0	)�	���	$	
�	$ ponowne�		��%�����	1���	��"�	s(G) = k+1 i zgod-
nie z lematem 2.4 s(G) = k+2. �

Lemat 3.7. 2���� "��!�  � !��� ��� �
������� � �� ���� ���!�������������� ��!���"#� ��

��"����"�3��������������� ������!������������
#������ �����#� �����(G) < k+2. Niech
te oz��������������� !���"�������������!�"����������� �����������$#���������� ��
���!�������������������!e > t1.

Dowód: Dowód analogiczny do dowodu lematu 3.6. W G	�	����(*	$���	����
�����
�
�*�
��	 ���%��	��"$
�	B2 ∪ B3 a pier�	
*	���
�	
�
�*	����"$
�*�	�

2�)�&�	+	#�
�$	�����	�%&���	���� ��	&��
)�	#�
�	
�������
�(	$�&���	 	�����	�
#$��)��znego G,	�	������	�	����(�	���&	������	$���"
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