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Streszczenie

Rozpatrujemy grÍ rozgrywanπ na nieskoÒczonej liczbie wierzcho≥ków, w której kaø-

da runda polega na wskazaniu krawÍdzi przez jednego gracza - Budowniczego oraz

pokolorowaniu jej przez drugiego gracza - MalarkÍ na jeden z dwóch kolorów, czerwony

lub niebieski. Celem Budowniczego jest zmuszenie Malarki do stworzenia monochroma-

tycznej kopii wczeúniej ustalonego grafu H w jak najmniejszej moøliwej liczbie ruchów.

Zak≥adamy, øe gracze grajπ optymalnie czyli najlepiej jak moøna w danym momencie

i nie pope≥niajπ b≥Ídów. Malarka bÍdzie próbowa≥a przeszkodziÊ Budowniczemu jak

d≥ugo siÍ tylko da. Takπ grÍ bÍdziemy nazywaÊ r̃(H)-grπ (r̃(H,H)-grπ). W wersji

asymetrycznej tej gry, Malarka unika czerwonej kopii grafu G oraz niebieskiej kopii

grafu H. Takπ grÍ bÍdziemy nazywaÊ r̃(G,H)-grπ. Wartoúciπ liczby Ramseya on-line

r̃(H) - wersja symetryczna lub r̃(G,H) - wersja asymetryczna, jest to minimalna licz-

ba tur, w której gra siÍ zakoÒczy. W rozprawie rozwaøamy liczby Ramseya on-line dla

róønych klas grafów. Praca zosta≥a podzielona na 4 rozdzia≥y.

W rozdziale 1 omawiamy historiÍ problemu klasycznych liczb Ramseya jak i jej

róønych wariantów. Wprowadzamy potrzebne definicje i oznaczenia.

W pierwszej czÍúci rozdzia≥u 2 prezentujemy dotychczasowe wyniki dotyczπce liczby

Ramseya online dla úcieøek Pn zarówno w grach symetrycznych jak i niesymetrycznych.

W jego drugiej czÍúci przedstawiamy wyznaczone przez nas wartoúci liczb Ramseya on-

line r̃(P4, P10) oraz r̃(P4, P11). Prezentujemy równieø nowe górne oszacowanie r̃(P4, Pn)

dla 12 ˛ n ˛ 22. Treúci rozdzia≥u 2 zosta≥y zawarte w opublikowanej pracy [7].

Rozdzia≥ 3 podobnie jak poprzedni sklada siÍ z dwóch podrozdzia≥ów. W pierw-

szym przedstawiamy znane wyniki dotyczπce r̃(Sn, Pl)-gry. Natomiast w drugiej czÍúci

prezentujemy górne oszacowanie r̃(S3, Pl) dla l ˇ 3 oraz dok≥adnπ wartoúÊ r̃(S3, P5).

Rozdzia≥ 4 dotyczy liczby Ramseya on-line dla cykli Cn i úcieøek Pl. W pierwszym

podrozdziale prezentujemy znane oszacowania jak i dok≥adne wartoúci dla tej liczby.

W jego drugiej czÍúci pokazujemy nowe oszacowania z do≥u i góry dla liczby Ramseya

on-line r̃(C3, Pk) oraz r̃(C4, Pk) dla odpowiednich k oraz wyznaczamy dok≥adnπ war-

toúÊ r̃(C4, P9). Treúci tego rozdzia≥u zosta≥y zawarte w publikacji [6].
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Rozdzia≥ 1

Wprowadzenie

1.1 WstÍp

Liczby Ramseya pojawi≥y siÍ w matematyce w pierwszej po≥owie XX wieku. An-

gielski matematyk, ekonomista i filozof Frank Ramsey udowodni≥ twierdzenie, które

opublikowano krótko po jego úmierci w 1930 roku. Sta≥o siÍ one przedmiotem szeregu

badaÒ i dzisiaj nazywane jest jego imieniem. Zanim przedstawimy treúÊ twierdzenia

Ramseya warto najpierw przypomnieÊ sobie bardzo uøytecznπ zasadÍ:

Twierdzenie 1.1.1 (Zasada szufladkowa Dirichleta, [17]) Jeøeli X = X1 fiX2 fi

. . . Xt oraz |X| ˇ t+ 1, to |Xi| ˇ 2 dla pewnego i œ {1, 2, 3, ..., t}.

Dowód tego twierdzenia jest oczywisty. Równie oczywiste jest uogólnienie zasady

szufladkowej w postaci zasady podzia≥owej.

Twierdzenie 1.1.2 (Zasada podzia≥owa, [17]) Niech q1, q2, . . . , qt bÍdπ liczbami na-

turalnymi. Jeøeli X = X1 fiX2 fi . . . fiXt oraz |X| ˇ
qt
i=1 qi ≠ t + 1, to |Xi| ˇ qi dla

pewnego i œ {1, 2, 3, ..., t}.

Jak widaÊ zasada szufladkowa jest szczególnym przypadkiem zasady podzia≥owej.

Aby to wykazaÊ, wystarczy za wszystkie qi wziπÊ liczbÍ 2.

Daleko idπcym uogólnieniem zasady podzia≥owej jest wspomniane na wstÍpie twier-

dzenie Ramseya.

Twierdzenie 1.1.3 (Ramsey [21]) Dla dowolnych liczb naturalnych r i m oraz dla

dowolnego ciπgu liczb naturalnych k1, k2, . . . , km istnieje liczba naturalna n taka, øe:
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(ú) dla dowolnego zbioru X, |X| ˇ n oraz podzia≥u
1
X
r

2
= A1 fi A2 fi . . . fi Am istnieje

1 ˛ i ˛ m oraz zbiór Y ™ X o co najmniej ki elementach taki, øe
1
Y
r

2
™ Ai.

Symbolem
1
X
r

2
oznaczamy wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru X. Dla r = 1

twierdzenie to jest równowaøne zasadzie szufladkowej Dirichleta. Mówiπc nieformalnie,

zgodnie z twierdzeniem 1.1.3, kaøda odpowiednio duøa struktura musi zawieraÊ regu-

larnπ podstrukturÍ i to o zadanym rozmiarze. Naturalnπ konsekwencjπ tego faktu jest

pytanie jak duøa musi byÊ ta struktura? Czy teø, jaka jest najmniejsza wartoúÊ liczby

n spe≥niajπca warunek (ú)?

W po≥owie lat 30 XX wieku dwaj wÍgierscy matematycy: Paul Erdős i George Sze-

keres w pracy [10] wykazali, øe dla kaødego n istnieje liczba ca≥kowita N(n) taka, øe

dowolny N -elementowy zbiór punktów p≥aszczyzny, N ˇ N(n), z których øadne trzy

nie sπ wspó≥liniowe, zawiera n punktów bÍdπcych wierzcho≥kami n-kπta wypuk≥ego. Do

udowodnienie tejøe w≥asnoúci potrzebowali (jako lematu) w≥aúnie twierdzenia Ramseya.

Udowodnili je w inny sposób.

Erdős g≥Íbiej zajπ≥ siÍ tym problemem, dajπc poczπtek popularyzacji twierdzenia

Ramseya w úrodowisku matematyków. Zdefiniowa≥ kompletnπ sieÊ jako pewnπ liczbÍ

punktów na p≥aszczyünie, po≥πczonych kaødy z kaødym krawÍdziπ. NastÍpnie kolorowa≥

krawÍdzie dwoma kolorami i szuka≥ odpowiedzi na pytanie: jak duøa musi byÊ ta sieÊ,

by niezaleønie od sposobu pokolorowania wystπpi≥a zadana struktura w jednym bπdü

drugim kolorze. Najmniejszπ z liczb spe≥niajπcπ tego typu zaleønoúÊ nazwano dwuko-

lorowπ liczbπ Ramseya. W póüniejszych latach rozszerzono pojÍcie liczb Ramseya do

liczb trójkolorowych i innych.

Definicja 1.1.4 Dla r = 2 oraz dowolnego ciπgu liczb naturalnych k1, k2, . . . , km naj-

mniejszπ liczbÍ naturalnπ n spe≥niajπcπ warunek (ú) nazywamy liczbπ Ramseya i ozna-

czamy przez R(k1, k2, . . . , km).

O liczbach Ramseya czÍsto mówi siÍ w jezyku teorii grafów. Wówczas definicjÍ 1.1.4

moøna przedstawiÊ równowaønie nastÍpujπco:

Definicja 1.1.5 (Klasyczna liczba Ramseya) Klasyczna m-kolorowa liczba Ram-

seya R(Kk1 , Kk2 , . . . , Kkm) to najmniejsza liczba naturalna n taka, øe dla dowolnego

m-kolorowania krawÍdziowego grafu pe≥nego G = Kn istnieje i, 1 ˛ i ˛ m takie, øe

graf G zawiera podgraf izomorficzny z Kki, którego wszystkie krawÍdzie sπ w kolorze i.
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Ponadto rozpatruje siÍ wiele pokrewnych problemów, gdzie w kolorowaniu krawÍdzio-

wym grafu pe≥nego Kn szukamy grafów innych niø grafów pe≥nych zadanego rozmiaru.

Liczby te sπ zdefiniowane w nastÍpujπcy sposób:

Definicja 1.1.6 Dla dowolnych grafów H1, H2, . . . , Hm grafowa liczba Ramseya

R(H1, H2, . . . , Hm) to najmniejsza liczba naturalna n taka, øe dla dowolnego

m-kolorowania krawÍdziowego grafu pe≥nego G = Kn istnieje i (1 ˛ i ˛ m) takie, øe

graf G zawiera podgraf izomorficzny z Hi, którego wszystkie krawedzie sπ w kolorze i.

Badane sπ takøe inne warianty problemu. Moøna tu wymieniÊ m. in.: (a) krawÍ-

dziowπ liczbÍ Ramseya, wprowadzonπ przez Erdősa, Faudree, Rousseau i Schelpa [9],

czyli problem polegajπcy na wyznaczeniu najmniejszej liczby n takiej, øe istnieje graf

o n krawÍdziach, którego kaøde kolorowanie krawÍdziowe zawiera podgraf izomorficzny

z Hi, o krawÍdziach w kolorze i; (b) dwudzielnπ liczbÍ Ramseya, wprowadzonπ przez

Beineke i Schwenka [2] w 1975 roku - problem polegajπcy na wyznaczeniu najmniejszej

liczby n takiej, øe dowolne kolorowanie krawÍdziowe pe≥nego grafu dwudzielnego Kn,n

zawiera podgraf izomorficzny z zadanym grafem dwudzielnym Hi, którego wszystkie

krawÍdzie sπ w kolorze i; (c) liczbÍ górnego dominowania Ramseya u(m,n) ≥πczπca

klasycznπ liczbÍ Ramseya z parametrami dominowania grafów, zdefiniowanπ jako naj-

mniejsze takie p, øe dla dowolnego 2-kolorowania krawÍdzi grafuKp kolorem czerwonym

lub niebieskim, spe≥niony jest warunek ‰(B) ˇ m lub ‰(R) ˇ n; B i R oznaczajπ pod-

graf grafu Kp indukowany odpowiednio przez niebieskie i czerwone krawÍdzie, a ‰(G)

to najwiÍkszy rozmiar minimalnego zbioru dominujπcego grafu G (pierwotnie wersja

dla t-kolorowania zdefiniowana w [15]); (d) nieklasyczna mieszana liczba dominowania

Ramsey v(m,G) zdefiniowana przez Dzido i Zakrzewska [8] w 2009 roku jako najmniej-

sza taka n, øe dowolne 2-kolorowanie krawÍdzi grafu pe≥nego Kn kolorem czerwonym

lub niebieskim spe≥nia warunek, øe ‰(B) ˇ m lub istnieje niebieska kopia grafu G,

gdzie B jest indukowanym podgrafem grafu Kn przez niebieskie krawÍdzie. Te kilka

przyk≥adów pokazuje jak szerokπ mamy gamÍ wariantów liczb Ramseya.

Teoria Ramseya ma szerokie zastosowanie w róønych dzia≥ach matematyki i in-

formatyki, moøna tu wymieniÊ teoriÍ liczb, algebrÍ, geometriÍ, topologiÍ, logikÍ oraz

teoriÍ informacji. Jest przydatna przy budowie i analizowaniu róønego typu sieci komu-

nikacyjnych. Frederickson i Lynch [12] wykorzystali twierdzenie Ramseya w problemie

obliczeÒ rozproszonych, Snir [23] zastosowa≥ je do problemu przeszukiwania posorto-
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wanych tablic przy wykorzystaniu róønych modeli obliczeÒ równoleg≥ych. Z szerokim

zakresem zastosowaÒ moøna siÍ zapoznaÊ w przeglπdowej pracy Rosty [22].
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1.2 Liczby Ramseya on-line

W niniejszej rozprawie bÍdziemy zajmowaÊ siÍ liczbami Ramseya on-line ≥πczπcy-

mi ze sobπ teoriÍ klasycznych liczb Ramseya, kolorowanie krawÍdziowe grafów i inne

zagadnienia kombinatoryki. Liczby Ramseya on-line zosta≥y wprowadzone niezaleønie

przez Becka [1] oraz Kurka i RuciÒskiego [16]. Naj≥atwiej jest je zrozumieÊ rozpatrujπc

grÍ, w której kaøda runda polega na wskazaniu krawÍdzi przez jednego gracza - Bu-

downiczego oraz pokolorowaniu jej przez drugiego gracza - MalarkÍ na jeden z dwóch

kolorów, czerwony lub niebieski. Celem Budowniczego jest zmuszenie Malarki do stwo-

rzenia monochromatycznej kopii wczeúniej ustalonego grafu H w jak najmniejszej moø-

liwej liczbie ruchów. Zak≥adamy, øe gracze grajπ optymalnie czyli najlepiej jak moøna

w danym momencie i nie pope≥niajπ b≥Ídów. Malarka bÍdzie próbowa≥a przeszkodziÊ

Budowniczemu jak d≥ugo siÍ tylko da. Takπ grÍ bÍdziemy nazywaÊ r̃(H)-grπ (r̃(H,H)-

grπ). Istnieje równieø asymetryczna wersja tej gry, gdzie Malarka unika czerwonej kopii

grafu G lub niebieskiej kopii grafu H. Takπ grÍ bÍdziemy nazywaÊ r̃(G,H)-grπ. War-

toúciπ liczby Ramseya on-line jest minimalna liczba tur, w której gra siÍ zakoÒczy.

Formalnie definicje tych liczb zapiszmy nastÍpujπco:

Definicja 1.2.1 (wersja symetryczna) Liczba Ramseya on-line oznaczana przez

r̃(H) = r̃(H,H) to minimalna liczba rund w r̃(H)-grze.

Definicja 1.2.2 (wersja asymetryczna) Liczba Ramseya on-line oznaczana przez

r̃(G,H) to minimalna liczba rund w r̃(G,H)-grze.

Liczby Ramseya on-line by≥y szeroko rozwaøane, aczkolwiek najprawdopodobniej

wyznaczanie dok≥adnych wartoúci tych liczb jest trudniejsze niø wyznaczanie dok≥ad-

nych klasycznych liczb Ramseya.

Najlepsze znane oszacowanie liczby r̃(Kt) przy sta≥ej c > 0 jest nastÍpujπce:

r(t)
2 ˛ r̃(Kt) ˛ t

≠c log tlog log t4t

Autorem dolnego oszacowanie jest Alon (przedstawione jest ono w pracy [1]). Górne

oszacowanie przedstawi≥ Conlon [3]. W tej samej pracy Conlon udowodni≥ równieø, øe

dla pewnej sta≥ej C > 1 i nieskoÒczenie wielu wartoúci t, r̃(Kt) ˛ C≠t
1
r(t)
2

2
.

Dla ogólnych grafów G, dolne oszacowanie dla r̃(G) zosta≥o pokazane przez Gryt-

czuka, Kiersteada i Pra≥ata [14]:
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Twierdzenie 1.2.3 ([14]) Dla dowolnego grafu G zachodzi :

r̃(G) ˇ —(G)(Â(G)≠ 1)/2 + e(G),

gdzie —(G) to wielkoúÊ najmniejszego pokrycia wierzcho≥kowego grafu G.

W prezentowanej rozprawie przedstawimy wyniki dotyczπce liczby Ramseya online,

których parametrami bÍdπ grafy takich klas jak: úcieøki Pn, cykle Cn oraz gwiazdy Sn.
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1.3 Podstawowe pojÍcia teorii grafów

Definicja 1.3.1 Grafem G nazywamy parÍ G = (V (G), E(G)), gdzie V (G) jest skoÒ-

czonym zbiorem wierzcho≥ków, E(G) ™
1
V
2

2
jest zbiorem krawÍdzi.

1
V
2

2
oznacza zbiór wszystkich dwuelementowych podzbiorów zbioru V . Zbiór wierz-

cho≥ków grafuG oznaczaÊ bÍdziemy przez V (G), zaú zbiór krawÍdzi przez E(G). Liczeb-

noúÊ tych zbiorów bÍdziemy oznaczaÊ odpowiednio przez v(G) oraz e(G). Sπsiedztwem

wierzcho≥ka v œ V (G) w grafie G nazywamy zbiór wierzcho≥ków NG(v) = {u : {u, v} œ

E(G)}. Elementy tego zbioru nazywamy sπsiadami wierzcho≥ka v, zaú jego moc stop-

niem wierzcho≥ka v i oznaczamy degG(v) = |NG(v)|. StopieÒ minimalny w grafie G

oznaczamy ”G = min{degG(v) : v œ V (G)}. Analogicznie, stopieÒ maksymalny ozna-

czamy przez ÂG = max{degG(v) : v œ V (G)}. W przypadku gdy jasne jest jakiego

grafu dotyczπ powyøsze parametry, bÍdziemy pomijali G w indeksie dolnym.

Definicja 1.3.2 Graf G nazywamy regularnym stopnia r, jeøeli wszystkie jego wierz-

cho≥ki sπ stopnia r.

Definicja 1.3.3 Graf G nazywamy spójnym, jeúli dla kaødego podzbioru zbioru wierz-

cho≥ków V (G) na dwa niepuste podzbiory V1(G) i V2(G) istnieje krawÍdü {v1, v2} taka,

øe v1 œ V1 oraz v2 œ V2.

Innymi s≥owy, grafem spójnym nazywamy graf, w którym jest moøliwe przejscie

pomiÍdzy kaødπ parπ wierzcho≥ków.

Definicja 1.3.4 Graf H jest podgrafem grafu G (oznaczamy H ™ G), jeøeli V (H) ™

V (G) oraz E(H) ™ E(G).

Definicja 1.3.5 Podgraf indukowany przez zbiór wierzcho≥ków A ™ V (G) oznaczamy

G[A] i jest to graf (A,E Õ), gdzie E Õ = E(G) fl
1
A
2

2
.

Definicja 1.3.6 Grafy G1 oraz G2 nazywamy izomorficznymi, jeøeli istnieje bijekcja

h : V (G1)æ V (G2) taka, øe ’u,vœV (G1){u, v} œ E(G1)≈∆ {h(u), h(v)} œ E(G2).

Definicja 1.3.7 Dope≥nieniem grafu G = (V,E) jest graf (V,
1
V
2

2
≠E(G)), oznaczany

przez G.
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Definicja 1.3.8 Dla grafów G i H, symbolem G+H oznaczamy graf o zbiorze wierz-

cho≥ków V (G) fi V (H) oraz zbiorze krawÍdzi E(G) fi E(H) fi {{u, v} : u œ V (G) · v œ

V (H)}

Definicja 1.3.9 m-kolorowaniem krawedziowym grafu G = (V,E) nazywamy dowolnπ

funkcjÍ f : E(G) æ {1, 2, . . . ,m}. Jeøeli f(e) = i to mówimy, øe krawÍdü e jest

pokolorowana kolorem i.

Definicja 1.3.10 Grafem pe≥nym Kn nazywamy graf o n wierzcho≥kach oraz zbiorze

krawÍdzi E(Kn) =
1
V (Kn)
2

2
.

Definicja 1.3.11 Graf Kn,m nazywamy grafem pe≥nym dwudzielnym wtedy i tylko wte-

dy, gdy Kn,m = Kn +Km.

Definicja 1.3.12 Drzewem Tn nazywamy n-wierzcho≥kowy graf spójny, który nie za-

wiera cykli (jest acykliczny).

W prezentowanej rozprawie omawiamy liczby Ramseya on-line, których parametra-

mi sπ grafy róønych klas. Klasy te zdefiniowane sπ poniøej.

Definicja 1.3.13 Cyklem Cn nazywamy spójny, regularny graf stopnia drugiego o n

wierzcho≥kach.

Definicja 1.3.14 åcieøkπ Pn nazywamy graf powsta≥y z cyklu Cn po usuniÍciu dowolnej

krawÍdzi.

Definicja 1.3.15 Gwiazdπ Sn nazywamy graf pe≥ny dwudzielny K1,n. Drzewo z jednym

wierzcho≥kiem wewnÍtrznym i n liúÊmi.
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Rozdzia≥ 2

Liczby Ramseya on-line dla úcieøek

Pn

2.1 Znane wyniki

W rozdziale tym bÍdziemy zajmowaÊ siÍ liczbami Ramseya on-line dotyczπcymi

symetrycznej i asymetrycznej gry opartej na úcieøkach Pn. WydawaÊ by siÍ mog≥o, øe

úcieøki Pn sπ grafami ”prostymi” do rozpatrzenia w grze Ramseya on-line, ale juø w tym

przypadku znanych jest tylko kilka dok≥adnych wartoúci. £atwo moøemy zauwaøyÊ, øe

r̃(Pn) ˇ 2n≠ 3. Wynika to z prostej obserwacji, øe Malarka moøe najpierw bezpiecznie

(nie utworzy úcieøki Pn) pokolorowaÊ n≠2 wskazane krawÍdzie na czerwono a nastÍpnie

n≠2 krawÍdzie na niebiesko. Najlepsze, znane ograniczenie liczby Ramseya on-line dla

úcieøek Pn w przypadku gry symetrycznej udowodnili Grytczuk, Kierstead i Pra≥at

w [14]:

Twierdzenie 2.1.1 ([14]) Dla n ˇ 2, mamy 2n≠ 3 ˛ r̃(Pn) ˛ 4n≠ 7.

Równieø w przypadku asymetrycznej gry:

Twierdzenie 2.1.2 ([14]) Dla wszystkich k, l œ N , mamy

k + l ≠ 1 ˛ r̃(Pk+1, Pl+1) ˛ 2k + 2l ≠ 3.

Rozpatrujπc liczby Ramseya on-line dla úcieøek Pn w przypadku gry niesymetrycz-

nej mamy niewielkπ wiedzπ o ogólnych ograniczeniach. Cyman, Dzido, Lapinskas i Lo

w [5] udowodnili nastÍpujπce w≥asnoúci:
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Twierdzenie 2.1.3 ([5]) Dla n ˇ 2, mamy r̃(P3, Pn+1) = Á5n/4Ë.

Twierdzenie 2.1.4 ([5]) Dla n ˇ 2, mamy (7n+ 2)/5 ˛ r̃(P4, Pn+1) ˛ (7n+ 52)/5.

Poniøsza tabela prezentuje znane wartoúci liczb Ramseya on-line dla ma≥ych úcieøek

zarówno w przypadku symetrycznej jak i asymetrycznej gry:

n\m 2 3 4 5 6 7 8 9

2 1[G]

3 2[P ] 3[G]

4 3[P ] 4[P ] 5[G]

5 4[P ] 5[P ] 6[P ] 7[G]

6 5[P ] 7[P ] 8[P ] 9[P ] 10[G]

7 6[P ] 8[P ] 9[P ] 10[P ] 11[P ] 12[P ]

8 7[P ] 9[P ] 11[P ] 12[P ] 13[P ] 14[P ] 15[P ]

9 8[P ] 10[P ] 12[P ] 13[P ] 14[P ] 15[P ] 16[P ] 17[P ]

Tabela 2.1: Znane wartoúci liczb Ramseya on-line dla úcieøek Pn.

Wyniki oznaczone jako [G] moøemy znaleüÊ w pracy [14] zaú przez [P ] w pracach [19]

oraz [20].

W pracy [5] postawiono ciekawπ hipotezÍ, a mianowicie:

Hipoteza 2.1.5 Dla wszystkich n ˇ 3, mamy r̃(P4, Pn+1) = Á(7n+ 2)/5Ë.

Porównujπc znane wartoúci liczb r̃(P4, Pn+1), które zawarte sπ w tabeli 2.1 jak np.

r̃(P4, P6) = Á(7 · 5 + 2)/5Ë = Á375 Ë = 8 czy r̃(P4, P8) = Á(7 · 7 + 2)/5Ë = Á
51
5 Ë = 11, wi-

dzimy øe hipoteza 2.1.5 zachodzi dla tych wartoúci. Kolejne znane wyniki dla d≥uøszych

úcieøek, równieø dajπ potwierdzenie tej hipotezy.
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2.2 Nowe wyniki

PrezentacjÍ nowych wyników zaczniemy od lematu.

Lemat 2.2.1 r̃(P4, Pn) ˛ r̃(P4, PÂn2 Ê) + r̃(P4, PÁn2 Ë) + 3.

Dowód. Strategia Budowniczego polega na tym, aby otrzymaÊ dwie wierzcho≥kowo-

roz≥πczne niebieskie úcieøki PÂn2 Ê oraz PÁn2 Ë przy uøyciu co najwyøej r̃(P4, PÂn2 Ê) oraz

odpowiednio r̃(P4, PÁn2 Ë) ruchów dla utworzenia kaødej z nich. NastÍpnie ≥atwo moøemy

zauwaøyÊ, øe Budowniczy potrzebuje co najwyøej trzech rund gry, aby wymusiÊ na

Malarce takie pokolorowanie po≥πczenia koÒców tych úcieøek, øe powstanie niebieska

úcieøka Pn lub czerwonπ úcieøkÍ P4. Wystarczy, øe w pierwszym ruchu po≥πczy krawÍdziπ

wierzcho≥ki poczπtkowe úcieøek PÂn2 Ê oraz PÁn2 Ë - Malarka musi uøyÊ koloru czerwonego,

w przeciwnym wypadku powstanie niebieska úcieøka Pn. W drugim ruchu Budowniczy

po≥πczy krawÍdziπ wierzcho≥ki koÒcowe obu úcieøek a Malarka jest zmuszona postÍpiÊ

jak w rundzie pierwszej. W trzeciej turze Budowniczy po≥πczy krawÍdziπ poczπtkowy

wierzcho≥ek úcieøki PÂn2 Ê z koÒcowym wierzcho≥kiem úcieøki PÁn2 Ë. Jakiegokolwiek koloru

uøyje Malarka, uzyskamy niebieskπ úcieøkÍ Pn lub czerwonπ úcieøkÍ P4.

⇤
Z lematu 2.2.1 otrzymujemy r̃(P4, P10) ˛ 2r̃(P4, P5)+3 = 2·6+3 = 15. Jeúli Budow-

niczy realizujπc swojπ strategiÍ bÍdzie bardziej ”ostroøny” w ≥πczeniu obu krótszych,

niebieskich úcieøek niø w lemacie 2.2.1, otrzymamy dok≥adnπ wartoúÊ liczby Ramseya

online r̃(P4, P10).

Twierdzenie 2.2.2 (Dzido, Zakrzewska [7]) r̃(P4, P10) = 13.

Dowód. Bezpoúrednio z twierdzenia 2.1.4 otrzymujemy r̃(P4, P10) ˇ 13. Zatem wy-

starczy udowodniÊ, øe Budowniczy moøe wygraÊ r̃(P4, P10)-grÍ w ciπgu 13 rund.

Niech strategia Budowniczego w r̃(P4, P10)-grze polega na tym, øe zaczyna od ro-

zegrania dwóch niezaleønych r̃(P4, P5)-gier. PamiÍtajmy, øe zarówno Budowniczy jak

i Malarka grajπ optymalnie. Malarka chce uniknπÊ czerwonej úcieøki P4, wiÍc Budow-

niczy wymusi na Malarce stworzenie dwóch oddzielnych niebieskich P5. Na poczπtku

zauwaømy, øe jeúli Budowniczy by≥ w stanie skonstruowaÊ niebieskπ P5 w co najwyøej

pieciu rundach, a nastÍpnie wymusiÊ drugπ niebieskπ P5 w co najwyøej piÍciu ruchach,

to stosujπc podobne rozumowanie jak w dowodzie lematu 2.2.1 mamy wynik. Oczy-

wiúcie otrzymanie kaødej z obu niezaleønych niebieskich úcieøek P5 w piÍciu ruchach

oznacza≥oby, øe Malarka nie gra optymalnie (r̃(P4, P5) = 6).
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Rozpatrzmy zatem bardzo starannie opisanπ przez Pra≥ata w [19] strategiÍ dla

r̃(P4, P5)-gry, z której skorzysta Budowniczy w obu niezaleønych r̃(P4, P5)-grach.

W strategii tej, Budowniczy zaczyna od wskazania úcieøki P4 w pierwszych 3 run-

dach, dla której to dopuszczalne sπ cztery nieizomorficzne pokolorowania tejøe úcieøki.

Pierwszy wariant to wszystkie krawÍdzie niebieskie - bbb. Drugi wariant w kolejnoúci

kolorowania krawÍdzi: czerwona, czerwona, niebieska - rrb. Trzeci wariant to w kolej-

noúci niebieska, niebieska, czerwona bbr oraz ostatni przypadek - niebieska, czerwona,

niebieska - brb. Wykluczamy rrr gdyø jest to czerwona P4 oraz wykluczamy moøliwoúÊ

pokolorowania w kolejnoúci czerwona, niebieska, czerwona - rbr z tego wzglÍdu, iø jak

pokazuje Pra≥at w [19], takie pokolorowanie stwarza dla Malarki strategiÍ tzw. ”prze-

trwania” do koÒca szóstej rundy, tzn. Budowniczy moøe nie wymusiÊ na Malarce ani

czerwonego P4 ani niebieskiego P5 w piÍciu ruchach. By uniknπÊ rbr moøemy pos≥uøyÊ

siÍ strategiπ przewidzianπ dla Budowniczego w przypadku liczby r̃(P3, P5) i opisanπ

w [19]. Pokolorowanie wyjúciowych úcieøek uk≥adem kolorystycznym bbb, rrb, bbr oraz

brb pozwala Budowniczemu uzyskaÊ w kolejnych trzech rundach niebieskπ úcieøkÍ P5

bπdü czerwonπ P4.

Wynikiem takiego wyboru sposobu zagrania przez Budowniczego w r̃(P4, P5)-grze

jest powstanie jednej z piÍciu nieizomorficznych struktur nazwanych Si dla i = 1, . . . , 5,

przedstawionych na rysunku 2.1. Litery b, r to kolory poczπtkowej úcieøki P4 a cyfry

4, 5, 6 oznaczajπ trzy ostatnie rundy r̃(P4, P5)-gry. Cyfra w kó≥ku oznacza, øe w tej

rundzie Malarka ma swobodÍ kolorowania i rozpatrujemy oba przypadki.

S1 w przypadku bbb
b b

b 4

5

6

S2 w przypadku rrb
4 5

6 br r

S2 w przypadku bbr
b b

r56 4○

S3 w przypadku bbr
b 5

b

4○

r 6

S4 w przypadku brb
5 b

b 6
4○

r

S5 w przypadku brb
4○ b

b

5

6r

Rysunek 2.1: Wszystkie moøliwe struktury dla r̃(P4, P5)-gry.

Zauwaømy, iø w przypadku poczπtkowego pokolorowania úcieøki P4 uk≥adem rrb
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oraz w jednym przypadku pokolorowania w kolejnoúci bbr, uzyskujemy tÍ samπ struk-

turÍ S2. Wynik pokolorowania we wszystkich piÍciu strukturach jest niezaleøny od

sposobu postÍpowania przez MalarkÍ.

Przypomnijmy zatem, øe poczπtkowa strategia Budowniczego w r̃(P4, P10)-grze po-

lega na zastosowaniu strategii r̃(P4, P5)-gry opisanej w [19] w dwóch odzielnych grach.

Pozosta≥o wykazaÊ, iø wystarczy 1 ruch, aby po≥πczyÊ struktury Si uzyskane w tych

oddzielnych grach aby uzyskaÊ niebieskπ P10. Rozpatrzmy nastÍpujπce lematy:

Lemat 2.2.3 Niech w r̃(P4, P10)-grze Budowniczy otrzyma strukturÍ S1 lub S5 w pierw-

szej r̃(P4, P5)-grze. Wówczas niezaleønie od uøytej przez MalerkÍ strategii w drugiej

r̃(P4, P5)-grze, po zakoÒczeniu tej partii i wykonaniu jednego ruchu otrzymamy albo

czerwonπ kopiÍ P4 albo niebieskπ kopiÍ P10.

Dowód. Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek czerwonej úcieøki P3,

który jest jednoczeúnie koÒcowym wierzcho≥kiem niebieskiej P5 w S1 lub S5 z koÒ-

cowym wierzcho≥kiem niebieskiej P5 w strukturze Si dla i = 1, 2, 3, 4, 5 uzyskanej w

drugiej r̃(P4, P5)-grze. Niezaleønie od uøytego przez MalarkÍ koloru niebieskiego czy

czerwonego do pokolorowania tej krawÍdzi, uzyskamy albo czerwonπ P4 albo niebieskπ

P10.

S1 S1

S1 S2

S1 S3

S1 S4

S1 S5

S5 S1

S5 S2

S5 S3

S5 S4

S5 S5

Rysunek 2.2: Wszystkie warianty tur r̃(P4, P10)-gry z lematu 2.2.3.
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Wszystkie warianty tur gry z lematu 2.2.3 przedstawia rysunek 2.2. Ostatni, nieza-

leøny od koloru ruch Malarki jest zaznaczony przerywanπ liniπ.

⇤

Lemat 2.2.4 Niech w r̃(P4, P10)-grze Budowniczy otrzyma strukturÍ S3 lub S4 w oby-

dwu r̃(P4, P5)-grach. Wówczas niezaleønie od uøytego przez MalerkÍ koloru do poko-

lorowania krawÍdzi ≥πczπcej obie struktury, otrzymamy albo czerwonπ kopiÍ P4 albo

niebieskπ kopiÍ P10.

Dowód. Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek niebieskiej úcieøki P5,

który jest jednoczeúnie úrodkowym wierzcho≥kiem czerwonej úcieøki P3, w pierwszej

r̃(P4, P5)-grze z analogicznym wierzcho≥kiem uzyskanym w drugiej r̃(P4, P5)-grze. Nie-

zaleønie od uøytego przez MalarkÍ koloru do pokolorowania tej krawÍdzi, otrzymujemy

czerwonπ P4 albo niebieskπ P10.

S3 S3

S3 S4

S4 S4

S4 S3

Rysunek 2.3: Warianty tur gry z lematu 2.2.4.

Warianty tur gry z lematu 2.2.4 przedstawia rysunek 2.3. Ostatni, niezaleøny od

koloru ruch Malarki jest zaznaczony przerywanπ liniπ.

⇤
PamiÍtajπc, øe struktura S2 moøe wystπpiÊ w r̃(P4, P5)-grze zarówno przy starto-

wym uk≥adzie rrb jak i bbr rozpatrzmy:

Lemat 2.2.5 Niech w r̃(P4, P10)-grze Budowniczy uzyska uk≥ad rrb lub bbr w trzech

ruchach w obu r̃(P4, P5)-grach. Wówczas po kolejnych siedmiu rundach gry otrzyma

czerwonπ úcieøkÍ P4 lub niebieskπ P10.
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Dowód. Istniejπ tylko trzy moøliwe przypadki pokolorowania, których moøe dokonaÊ

Malarka.

Przypadek 1 Budowniczy w pierwszych trzech rundach w obu r̃(P4, P5)-grach

uzyska≥ uk≥ad rrb.

Niech oba uk≥ady bÍdπ oparte na wierzcho≥kach odpowiednio: v0v1v2v3 oraz v4v5v6v7.

Budowniczy tworzy krawÍdzie: v0v8, v2v8, v4v9, v6v9, v1v5, v0v5 i v1v4 przy czym v8 oraz

v9 sπ nowymi wierzcho≥kami. Jeúli Malarka, którπkolwiek z tych krawÍdzi pokoloruje

na czerwono, wówczas powstanie czerwona úcieøka P4. Zatem wszystkie te krawÍdzie

jest zmuszona pokolorowaÊ na niebiesko. £πcznie po 13 rundach gry powstaje niebieska

úcieøka P10 oparta na wierzcho≥kach v3v2v8v0v5v1v4v9v6v7. Powyøszy przypadek obra-

zuje rysunek 2.4, na którym cyfry przy krawÍdziach oznaczajπ kolejno wykonywane

ruchy.

v0 v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7

v8

v9

1 2

3 4

6 5

7

Rysunek 2.4: Niebieska úcieøka P10 w Przypadku 1 dowodu lematu 2.2.5.

Przypadek 2 Budowniczy w jednej r̃(P4, P5)-grze uzyska≥ uk≥ad rrb, zaú w drugiej,

uk≥ad bbr.

Niech pierwszy uk≥ad bÍdzie oparty na wierzcho≥kach v0v1v2v3, natomiast drugi na

v4v5v6v7. Budowniczy najpierw tworzy piÍÊ krawÍdzi v2v8, v0v3, v0v4, v1v6 i v1v7, gdzie

ponownie v8 oraz v9 sπ nowymi wierzcho≥kami. Jeúli Malarka, którπkolwiek z tych kra-

wÍdzi pokoloruje na czerwono, uzyskamy czerwonπ úcieøkÍ P4. Zatem Malarka musi

pokolorowaÊ wszystkie te krawÍdzie na niebiesko. NastÍpnie Budowniczy tworzy kra-

wÍdü v8v9. Jeúli Malarka uøyje ponownie koloru niebieskiego, uzyskamy niebieskπ úcieø-

kÍ P10 - v9v8v2v3v0v4v5v6v1v7 - podprzypadek 2.1. Przy pokolorowaniu tej krawÍdzi na

czerwono - podprzypadek 2.2, Budowniczy tworzy krawÍdü v7v9. Pokolorowanie tej kra-

wÍdzi na czerwono daje czerwonπ úcieøkÍ P4 opartπ na wierzcho≥kach v6v7v9v8. Przez

niebieskie pokolorowanie uzyskamy niebieskπ P10 - v8v2v3v0v4v5v6v1v7v9. Oba podprzy-

padki obrazuje rysunek 2.5, na którym cyfra w kó≥ku oznacza, øe w tym ruchu Malarka

ma swobodÍ kolorowania i rozpatrujemy oba przypadki.
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v0

v1 v2

v3

v4

v5 v6

v7

v8 v9

1
2

3

4 5
6○

v0

v1 v2

v3

v4

v5 v6

v7

v8 v9

1
2

3

4 5
6○

7

Podprzypadek 2.1 Podprzypadek 2.2

Rysunek 2.5: Niebieska úcieøka P10 powsta≥a w podprzypadkach przypadku 2 dowodu

lematu 2.2.5.

Przypadek 3 Budowniczy w obu r̃(P4, P5)-grach uzyska≥ uk≥ad bbr.

Niech oba uk≥ady bÍdπ oparte na wierzcho≥kach odpowiednio: v0v1v2v3 oraz v4v5v6v7.

Budowniczy tworzy wpierw krawÍdzie v2v7, v3v6 oraz v3v7. Jeúli Malarka, którπkolwiek

z tych krawÍdzi pokoloruje na czerwono, wówczas powstanie czerwona úcieøka P4. Za-

tem wszystkie muszπ zostaÊ niebieskie. NastÍpnie Budowniczy tworzy krawÍdzie v0v8

oraz v4v9, przy czym v8 i v9 stanowiπ nowe wierzcho≥ki. Jeúli Malarka pokoloruje obie

te krawÍdzie na niebiesko, powstanie niebieska úcieøka P10 - v8v0v1v2v7v3v6v5v4v9 - pod-

przypadek 3.1 na rysunku 2.6. Jeúli pokoloruje obie na czerwono, wówczas Budowniczy

tworzy krawÍdzie v0v9 i v4v8 wymuszajπc niebieskπ P10 - v9v0v1v2v7v3v6v5v4v8 - pod-

przypadek 3.2 na rysunku 2.6. Za≥óømy zatem, øe Malarka koloruje krawÍdü v0v8 na

czerwono, natomiast v4v9 na niebiesko. Budowniczy tworzy krawÍdü v9v10, gdzie v10 jest

nowym wierzcho≥kiem, którπ Malarka musi pokolorowaÊ na czerwono (w przeciwnym

wypadku powstanie niebieska P10). KrawÍdü v8v9 koÒczy podprzypadek 3.3. Jakiekol-

wiek jej pokolorowanie powoduje uzyskanie w sumie w 13 ruchach czerwonej úcieøki P4

lub niebieskiej P10 - v8v9v4v5v6v3v7v2v1v0.

v0 v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7

v8 v9

1

2
3

4

5

v0 v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7

v8 v9

1

2
3

4

57

6

v0 v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7

v8 v9 v10

1

2
3

4

5

67

Podprzypadek 3.1 Podprzypadek 3.2 Podprzypadek 3.3

Rysunek 2.6: Niebieska úcieøka P10 powsta≥a w podprzypadkach przypadku 3 dowodu

lematu 2.2.5.
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⇤

Lemat 2.2.6 Niech w r̃(P4, P10)-grze Budowniczy uzyska uk≥ad rrb lub bbr w trzech

ruchach w pierwszej r̃(P4, P5)-grze oraz uk≥ad bbb lub brb w trzech ruchach drugiej

r̃(P4, P5)-gry. Wówczas w kolejnych siedmiu rundach gry otrzyma czerwonπ úcieøkÍ P4

lub niebieskπ P10.

Dowód. Kontynuujπc drugπ z r̃(P4, P5)-gier, Budowniczy wymusi na Malarce takie

pokolorowanie, øe uzyskamy jednπ ze struktur: S1, S4 lub S5. Jeúli bÍdπ to struktury

S1 lub S5, to wystarczy w pierwszej r̃(P4, P5)-grze uzyskaÊ niebieskπ P5. Wiemy, øe

wychodzπc od uk≥adu rrb, chcπc uzyskaÊ niebieskπ úcieøkÍ P5 dochodzimy do struktu-

ry S2. Wówczas na podstawie lematu 2.2.3 koÒczymy g≥ównπ grÍ. Jeúli natomiast w

pierwszej grze zaczniemy od uk≥adu bbr chcπc uzyskaÊ niebieskπ úcieøkÍ P5 dochodzimy

do struktury S2 lub S3. Jeøeli w drugiej grze uzyskamy struktury S1 lub S5, to równieø

na podstawie lematu 2.2.3 koÒczymy g≥ównπ grÍ.

Jeúli zaú w drugiej grze uzyskamy strukturÍ S4, wówczas Budowniczy potrzebuje juø

tylko czterech ruchów do zakoÒczenia r̃(P4, P10)-gry. Moøliwe pokolorowania w tych

czterech ostatnich ruchach obrazuje rysunek 2.7. Uzyskujemy dwa przypadki, przy

czym drugi przypadek dzieli siÍ na dwa podprzypadki. KrawÍdü oznaczona przerywanπ

liniπ obrazuje ostatnie kolorowanie. Bez wzglÍdu na wybór czerwonego lub niebieskiego

koloru przez MalarkÍ uzyskamy czerwonπ P4 lub niebieskπ P10. KrawÍdü oznaczona

cyfrπ w kó≥ku pokazuje moøliwoúÊ pokolorowania jednym lub drugim kolorem tworzπc

wspomniane podprzypadki.

Przypadek 1 dla rrb Podprzypadek 2.1 dla bbr Podprzypadek 2.2 dla bbr

1

2

3

b

r r

S4

1

2○

3

r

b

b

S4

1
2○

3

r

b

b

S4

Rysunek 2.7: Moøliwe 4 ostatnie kolorowania w obu r̃(P4, P5)-grach dla lematu 2.2.6

przy strukturze S4.

Na rysunku 2.7 ostatni ruch Budowniczego zaznaczony jest przerywanπ liniπ.

⇤
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Biorπc pod uwagÍ, øe wartoúÊ r̃(P4, P5) = 6 oraz fakt, øe lematy 2.2.3, 2.2.4, 2.2.5

oraz 2.2.6 wyczerpujπ moøliwe pokolorowania w r̃(P4, P5)-grze, uzyskujemy górne ogra-

niczenie dla r̃(P4, P10)-gry a mianowicie r̃(P4, P10) ˛ 13. Przypomnijmy, øe z twierdze-

nia 2.1.4 mamy r̃(P4, P13) ˇ 13, co koÒczy dowód twierdzenia o dok≥adnej wartoúci

liczby Ramseya online r̃(P4, P13) = 13.

⇤
Pokaøemy teraz, øe Budowniczy moøe wyegzekwowaÊ albo d≥uøszπ niebieskπ úcieøkÍ

albo czerwonπ úcieøkÍ P4 poprzez proste rozszerzenie niebieskiej úcieøki.

Lemat 2.2.7 Niech Q bÍdzie nietrywialnπ niebieskπ úcieøkπ, o wierzcho≥kach odpo-

wiednio poczπtkowym a i koÒcowym b. Wówczas Budowniczy moøe wymusiÊ na Malarce

takie pokolorowanie krawÍdzi, øe uzyskamy czerwonπ úcieøkÍ P4 lub niebieskπ úcieøkÍ o

d≥ugoúci e(Q) + 1 w co najwyøej trzech ruchach.

Dowód. Niech c i d bÍdπ nowymi wierzcho≥kami. Wówczas Budowniczy stworzy

krawÍdzie ac, bd oraz bc. Jeúli, którπkolwiek z tych krawÍdzi Malarka pokoloruje na

niebiesko, otrzymamy niebieskπ úcieøkÍ d≥uøszπ od wyjúciowej úcieøki Q o 1. W ta-

kim razie, aby tego uniknπÊ Malarka pokoloruje wszystkie te krawÍdzie na czerwono,

tworzπc czerwonπ úcieøkÍ P4. Na poniøszym rysunku 2.8 ostatni ruch Budowniczego

zaznaczony jest przerywanπ liniπ. W przypadku uøycia czerwonego koloru mamy w

co najwyøej trzech ruchach czerwonπ P4, w przypadku niebieskiego koloru wyd≥uøymy

niebieskπ úcieøkÍ Q o 1.

a

c

b

d

Q

Rysunek 2.8: Utworzenie niebieskiej úcieøki o d≥ugoúci e(Q) + 1.

⇤
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Twierdzenie 2.2.8 (Dzido, Zakrzewska [7]) r̃(P4, P11) = 15.

Dowód. Z twierdzenia 2.1.4 mamy: r̃(P4, P11) ˇ 15. Wystarczy zatem pokazaÊ, øe

Budowniczy moøe wygraÊ r̃(P4, P11)-grÍ w 15 rundach.

Budowniczy zaczyna od r̃(P4, P10)-gry, aby w co najwyøej 13 ruchach wymusiÊ nie-

bieskπ úcieøkÍ P10. Jeøeli Budowniczy osiπgnie ten cel w 12 lub mniejszej iloúci tur, to

korzystajπc z lematu 2.2.7 koÒczymy grÍ w co najwyøej 15 ruchach. Pozostaje zatem

rozpatrzyÊ przypadek uzyskania niebieskiej úcieøki P10 w startowej grze r̃(P4, P10), w

dok≥adnie 13 ruchach. Stosujπc strategiÍ opisanπ w dowodzie twierdzenia 2.2.2 udo-

wodnimy, øe w kaødym z przypadków rozwaøanych w lematach: 2.2.3, 2.2.4, 2.2.5 oraz

2.2.6 wystarczπ dwa ruchy, aby wymusiÊ na Malarce takie kolorowanie, øe uzyskamy

czerwonπ úcieøkÍ P4 lub niebieskπ P11. W tym celu analizujemy dok≥adnie przypadek

po przypadku ostatnie dwa ruchy co przedstawiamy na rysunku 2.9.

Przypadek 1 dla lematu 2.2.3.

14

14 15

Przypadek 2 dla lematu 2.2.3.

Przypadek 1 dla lematu 2.2.4.

15

14

wspólna
czÍúÊ
S3 lub S4

Przypadek 2 dla lematu 2.2.4.

1415 wspólna
czÍúÊ
S3 lub S4

Przypadek 1 dla lematu 2.2.5.

14 15

Przypadek 2a dla lematu 2.2.5.

13○

14
15

Przypadek 2b dla lematu 2.2.5.

13○
1415

Przypadek 3a dla lematu 2.2.5.

14

15

Przypadek 3b dla lematu 2.2.5.

14

Przypadek 1 dla lematu 2.2.6. Przypadek 2a dla lematu 2.2.6. Przypadek 2b dla lematu 2.2.6.

14
15 14

1415

Rysunek 2.9: Wszystkie moøliwe struktury kolorowaÒ w strategii dla r̃(P4, P11).
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Ostatni, piÍtnasty badü w niektórych przypadkach czternasty ruch jest zaznaczony

przerywanπ liniπ. Przypadek drugi dla lematu 2.2.5 poprzez moøliwoúÊ pokolorowania

krawÍdzi w trzynastym ruchu w dowolny sposób, powoduje podzia≥ na podprzypadki.

Na rysunku wyraøamy to poprzez zapisanie liczby trzynúcie w kó≥ku.

⇤
Stosujπc lemat 2.2.1, twierdzenia 2.2.2 i 2.2.8 oraz znane liczby r̃(P4, Pn2 ) dla 12 ˛

n ˛ 18 (tabela 2.1), otrzymaliúmy nowe górne ograniczenia liczby r̃(P4, Pn) dla 12 ˛

n ˛ 22. Zestawienie górnych ograniczeÒ wynikajπcych z twierdzenia 2.1.4 oraz nowych

górnych ograniczeÒ prezentujemy w poniøszej tabeli 2.2.

liczba z twierdzenia 2.1.4 z lematu 2.2.1

r̃(P4, P12) ˛ 25 ˛ 18 (z lematu 2.2.7)

r̃(P4, P13) ˛ 27 ˛ 20

r̃(P4, P14) ˛ 28 ˛ 21

r̃(P4, P15) ˛ 30 ˛ 23

r̃(P4, P16) ˛ 31 ˛ 25

r̃(P4, P17) ˛ 32 ˛ 26

r̃(P4, P18) ˛ 34 ˛ 27

r̃(P4, P19) ˛ 35 ˛ 28

r̃(P4, P20) ˛ 37 ˛ 29

r̃(P4, P21) ˛ 38 ˛ 31

r̃(P4, P22) ˛ 39 ˛ 33

Tabela 2.2: Znane i nowe górne oszacowania liczby r̃(P4, Pn) dla 12 ˛ n ˛ 22.
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Rozdzia≥ 3

Liczby Ramseya on-line dla gwiazd

Sn i úcieøek Pl

3.1 Znane wyniki

W podrozdziale tym przedstawimy dotychczas osiπgniÍte wyniki dotyczπce liczby

Ramseya on-line w asymetrycznej grze, a mianowicie dla gwiazd Sn i úcieøek Pl. Nato-

miast w podrozdziale 3.2 - nowe wyniki. Przypomnijmy, poniewaø w literaturze przez

Sn rozumiany jest graf zwany gwiazdπ zarówno oparty na n wierzcho≥kach jak i graf

oparty na n krawÍdziach, øe w rozprawie przyjmujemy notacjÍ takπ jak w pracy [24]

Song, Wang i Zhang, tzn. gwiazdy Sn opartej na n krawÍdziach pe≥nego grafu dwu-

dzielnego K1,n.

W pracy [14], J. Grytczuk, H. Kierstead i P. Pra≥at rozwaøyli r̃(Sn, H) - grÍ, gdzie

H oznacza dowolny graf. Udowodnili dolne ograniczenie dla tej liczby Ramseya on-line.

Twierdzenie 3.1.1 ([14]) Niech H bÍdzie dowolnym grafem, Sn gwiazdπ o n krawÍ-

dziach. Wówczas r̃(Sn, H) ˇ 12—(H)n+ e(H),

gdzie przez —(H) rozumiemy liczbÍ pokrycia wierzcho≥kowego, definiowanπ jako naj-

mniejszπ liczbÍ wierzcho≥ków pokrywajπcπ wszystkie krawÍdzie grafu H.

W tej samej pracy, ci sami autorzy podali równieø górnπ granicÍ tej liczby Ramseya

on-line, przy zachowaniu pewnych ograniczeÒ dla grafu H.

Twierdzenie 3.1.2 ([14]) Gdy graf H jest dowolnym drzewem T , cyklem Cn lub klikπ

Kk, wówczas r̃(Sn, H) ˛ (n+ 1) · e(H).
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Oba ograniczenia stanowiπ doúÊ ogólne granice rozpatrywanych tu liczb Ramseya

on-line. Bardziej szczegó≥owe, gdyø dla konkretnych grafów, ale mniej ogólne górne

ograniczenie znajdziemy w pracy [18]. Latip i Tan stosujπc metodÍ indukcji matema-

tycznej, pokazali prawdziwoúÊ poniøszego twierdzenia:

Twierdzenie 3.1.3 ([18]) Dla l ˇ 2 mamy r̃(S3, Pl) ˛
Í
5(l≠1)
3

Î
+ 2.

Ponadto, uwzglÍdniajπc, øe graf S2 = P3, poniøsze twierdzenie 3.1.4 wraz z dowodem

jest alternatywne do udowodnionego przez J. Cyman, T. Dzido, J Lapinkas i A. Lo

twierdzenia 3.1.5

Twierdzenie 3.1.4 ([18]) Dla l ˇ 2 mamy r̃(S2, Pl) =
Ï
5(l≠1)
4

Ì
.

Twierdzenie 3.1.5 ([5]) Dla l ˇ 2 mamy r̃(P3, Pl) =
Ï
5(l≠1)
4

Ì
.

Gordinowicz oraz Pra≥at [13] badajπc miÍdzy innymi oszacowania r̃(Kk, Kl) dla

3 ˛ k ˛ l ˛ 10 przy uøyciu algorytmu komputerowego, uzyskali równieø nastÍpujπce

wyniki r̃(S3, P3) = 4 oraz r̃(S3, P4) = 6.

W dalszej czÍúci rozdzia≥u poprawimy oszacowanie z twierdzenia 3.1.3 oraz udo-

wodnimy dok≥adnπ wartoúÊ r̃(S3, P5) = 7.
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3.2 Nowe wyniki

Po przeprowadzeniu bardzo dok≥adnej analizy sposobu dowodzenia twierdzenia 3.1.3

wraz z Dzido uda≥o siÍ doprecyzowaÊ górne oszacowanie liczby Ramseya on-line r̃(S3, Pl+1).

Twierdzenie 3.2.1 (Dzido, Zakrzewska) Dla l ˇ 3 mamy

r̃(S3, Pl) ˛
75
3
(l ≠ 1)

8
+ 1.

Dowód. Z analizy pracy [18] wiemy, øe przyjÍcie przez Budowniczego strategii po-

legajπcej na przed≥uøeniu prostej niebieskiej úcieøki Pl o 3 w piÍciu ruchach nie zawsze

przynosi potrzebny efekt. Jednak, jeúli úcieøka ta bÍdzie ”bogatsza” o pewne w≥aúci-

woúci, takie wyd≥uøenie rozpatrywanej úcieøki o 3 w piÍciu ruchach jest moøliwe. W

tym celu zdefiniujmy nastÍpujπce struktury, których podstawπ jest niebieska úcieøka Pl.

Definicja 3.2.2 Pokolorowany dwoma kolorami graf z≥oøony z niebieskiej úcieøki Pl

oraz czerwonej krawÍdzi majπcej jeden wspólny wierzcho≥ek ze úcieøkπ Pl (nie bÍdπcy

øadnym koÒcem úcieøki Pl), zaú drugi poza tπ úcieøkπ, nazywamy strukturπ PF opartπ

na úcieøce Pl.

Pl

Rysunek 3.1: Przyk≥ad struktury PF opartej na úcieøce Pl.

Definicja 3.2.3 Pokolorowany dwoma kolorami graf z≥oøony z niebieskiej úcieøki Pl

oraz dwóch czerwonych krawÍdzi, takich øe jedna z nich ≥πczy koÒce úcieøki Pl, zaú druga

≥πczy jeden koniec niebieskiej úcieøki z sπsiadem jej drugiego wierzcho≥ka koÒcowego,

nazywamy strukturπ PC opartπ na úcieøce Pl.
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Pl

Rysunek 3.2: Przyk≥ad struktury PC opartej na úcieøce Pl.

Definicja 3.2.4 Pokolorowany dwoma kolorami graf z≥oøony z niebieskiej úcieøki Pl

oraz czerwonej krawÍdzi, majπcej wspólny wierzcho≥ek z jednym z koÒców niebieskiej

úcieøki, zaú drugi poza úcieøkπ, nazywamy strukturπ PEC opartπ na úcieøce Pl.

Pl

Rysunek 3.3: Przyk≥ad struktury PEC opartej na úcieøce Pl.

Definicja 3.2.5 Graf bÍdπcy niebieskπ úcieøkπ Pl+1 (posiada jednπ krawÍdü wiÍcej niø

potrzeba) nazywamy strukturπ PZ opartπ na úcieøce Pl+1.

Pl+1

Rysunek 3.4: Przyk≥ad struktury PZ opartej na úcieøce Pl+1.

NastÍpnie rozpatrzmy nastÍpujπce lematy:

Lemat 3.2.6 Rozpoczynajπc grÍ od struktury PF opartej na niebieskiej úcieøce Pl, w

co najwyøej piÍciu ruchach otrzymamy którπú z poniøszych struktur:

• graf zawierajπcy strukturÍ PF opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,
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• graf zawierajπcy strukturÍ PZ opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+4,

• czerwonπ gwiazdÍ S3.

Dowód. Startujemy majπc juø kolorowanie jak w strukturze PF . Budowniczy ≥πczy

krawÍdziπ wierzcho≥ek czerwonej krawÍdzi nienaleøπcy do niebieskiej úcieøki Pl z po-

czπtkowym wierzcho≥kiem niebieskiej úcieøki. Moøemy wyróøniÊ tu dwa moøliwe przy-

padki w zaleønoúci od koloru wybranego przez MalarkÍ, przy czym w drugiej sytuacji

mamy dwa podprzypadki.

Przypadek 1 W tym przypadku za≥óømy, øe Malarka maluje tÍ krawÍdü na czer-

wono (por. rysunek 3.5). W kolejnej turze Budowniczy ≥πczy ten sam wierzcho≥ek czer-

wonej krawÍdzi z koÒcowym wierzcho≥kiem úcieøki Pl, Malarka maluje tÍ krawÍdü na

niebiesko, unikajπc czerwonej S3. W trzeciej turze Budowniczy ponownie wychodzi od

tego samego wierzcho≥ka czerwonej krawÍdzi i ≥πczy go krawÍdziπ z dowolnym wierz-

cho≥kiem spoza struktury PF . Malarka ponownie uøywa koloru niebieskiego, øeby unik-

nπÊ czerwonej gwiazdy S3. W czwartym ruchu Budowniczy ≥πczy poczπtkowy wierz-

cho≥ek úcieøki Pl z dowolnym wierzcho≥kiem poza strukturπ PF , zaú Malarka uøywa

do pokolorowania koloru czerwonego (w przeciwnym wypadku mamy niebieskπ úcieøkÍ

Pl+3, którπ w piπtym ruchu moøna przed≥uøyÊ i uzyskaÊ strukturÍ PEC opartπ na

niebieskiej Pl+3 lub strukturÍ PZ oparta na Pl+4). W piπtym ruchu Budowniczy ≥πczy

ten sam poczπtkowy wierzcho≥ek niebieskiej úcieøki Pl ponownie z dowolnym nowym

wierzcho≥kiem poza powyøszym kolorowaniem. Jakkolwiek Malarka pokoloruje uzyska-

nπ krawÍdü to w piÍciu ruchach uzyskamy albo graf zawierajπcy strukturÍ PF opartπ

na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.

5
4

1 2

3

Pl

Rysunek 3.5: Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.6.

Przypadek 2 W drugim przypadku wychodzπc od struktury PF , w pierwszym
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ruchu Malarka uøyje koloru niebieskiego. W drugim ruchu Budowniczy ≥πczy wierz-

cho≥ek czerwonej krawÍdzi, nienaleøπcy do niebieskiej úcieøki Pl z dowolnym, nowym

wierzcho≥kiem spoza struktury PF . Malarka moøe uøyÊ do pokolorowania tej nowej

krawÍdzi zarówno koloru niebieskiego jak i czerwonego, dlatego rozwaøamy dwa pod-

przypadki (por. rysunek 3.6 oraz rysunek 3.7).

Podprzypadek 2.1 Malarka uøywa w drugiej turze koloru niebieskiego. W trze-

cim ruchu Budowniczy ≥πczy koÒcowy wierzcho≥ek krawÍdzi z drugiej tury z dowolnym

wierzcho≥kiem spoza struktury PF . Malarka uøywa do pokolorowania koloru czerwone-

go (w przeciwnym wypadku mamy niebieskπ úcieøkÍ Pl+3, którπ juø w czwartym ruchu

moøna przed≥uøyÊ i uzyskaÊ strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej Pl+3 lub strukturÍ

PZ oparta na Pl+4). W czwartej turze Budowniczy ponownie ≥πczy koÒcowy wierz-

cho≥ek krawÍdzi z tury drugiej z dowolnym wierzcho≥kiem poza strukturπ PF , zaú

Malarka ponownie uøywa koloru czerwonego. W ruchu piπtym ponawiajπc strategiÍ z

ruchu trzeciego i czwartego Budowniczy tworzy krawÍdü, którπ jakkolwiek pokoloruje

Malarka na czerwono czy niebiesko uzyskamy albo graf o strukturze PF oparty na

niebieskiej úcieøce Pl+3 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.

5

1

4
2○

3

Pl

Rysunek 3.6: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.6.

Podprzypadek 2.2 W drugiej turze Malarka uøywa koloru czerwonego. Trzecia

tura Budowniczego jest analogiczna jak runda druga (Budowniczy ≥πczy wierzcho≥ek

czerwonej krawÍdzi, nienaleøπcy do niebieskiej úcieøki Pl z dowolnym, nowym wierz-

cho≥kiem spoza struktury PF ). Malarka uøywa do pokolorowanie tej krawÍdzi koloru

niebieskiego (unikajπc czerwonej S3). W czwartej turze Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ

koÒcowe wierzcho≥ki krawÍdzi z rundy drugiej i trzeciej, zaúMalarka koloruje tÍ krawÍdü

na czerwono (w przeciwnym wypadku mamy niebieskπ úcieøkÍ Pl+3, którπ w piπtym
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ruchu moøna przed≥uøyÊ i uzyskaÊ albo strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej Pl+3 albo

strukturÍ PZ oparta na Pl+4).

5
2○

1

43

Pl

Rysunek 3.7: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.6.

W piπtej turze Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek czerwonej krawÍ-

dzi z tury drugiej z drugim koÒcowym wierzcho≥kiem niebieskiej úcieøki Pl. Jakkolwiek

pokoloruje Malarka tÍ krawÍdü, czy to na niebiesko czy na czerwono, uzyskamy albo

graf o strukturze PC oparty na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.

⇤

Lemat 3.2.7 Rozpoczynajπc grÍ od struktury PC opartej na niebieskiej úcieøce Pl, w

co najwyøej piÍciu ruchach otrzymamy którπú z poniøszych struktur:

• graf zawierajπcy strukturÍ PF opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PZ opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+4,

• czerwonπ gwiazdÍ S3.

Dowód. Startujemy majπc juø kolorowanie jak w strukturze PC. W pierwszej turze

Budowniczy wyd≥uøa niebieskπ úcieøkÍ Pl dok≥adajπc krawÍdü o poczπtku w koÒcowym

wierzcho≥ku wspomnianej úcieøki, z którego wychodzπ równieø zdefiniowane dwie czer-

wone krawÍdzie, z wierzcho≥kiem spoza struktury PC (por. rysunek 3.8 i 3.9). Malarka

koloruje tÍ krawÍdü na niebiesko (w przeciwnym wypadku powstaje czerwona S3). W

drugiej turze Budowniczy dok≥ada krawÍdü do wierzcho≥ka poczπtkowego úcieøki Pl.
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Malarka moøe pokolorowaÊ tÍ krawÍdü zarówno kolorem niebieskim jak i czerwonym,

stπd musimy rozpatrzeÊ dwa moøliwe przypadki:

Przypadek 1 W drugiej turze Malarka uøywa koloru niebieskiego (por. rysunek

3.8). W trzeciej turze Budowniczy ≥πczy koÒcowy wierzcho≥ek krawÍdzi uzyskanej w

rundzie pierwszej, z dowolnym wierzcho≥kiem poza strukturπ PC, zaú Malarka musi

pokolorowaÊ tÍ krawÍdü na czerwono (w przeciwnym przypadku, po kolejnym wyd≥u-

øeniu úcieøki uzyskamy albo strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej Pl+3 albo strukturÍ

PZ oparta na Pl+4). W rundzie czwartej Budowniczy jak i Malarka powtarzajπ swo-

jπ strategiÍ z rundy trzeciej (w przeciwnym wypadku mamy strukturÍ PF opartπ na

niebieskiej úcieøce Pl+3). W piπtym ruchu Budowniczy ponownie dok≥ada krawÍdü na

tej samej zasadzie co w rundzie trzeciej i czwartej. Jakkolwiek Malarka pokoloruje tÍ

krawÍdü, czy to na niebiesko czy na czerwono, uzyskamy albo graf o strukturze PF

oparty na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.

5

2○ 1 4

3

Pl

Rysunek 3.8: Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.7.

Przypadek 2 W drugiej turze Malarka uøywa koloru czerwonego (por. rysunek

3.9). W trzeciej turze Budowniczy ≥πczy poczπtkowy wierzcho≥ek úcieøki Pl z dowol-

nym wierzcho≥kiem spoza struktury PC, zaú Malarka koloruje powsta≥π w ten sposób

krawÍdü na niebiesko (w przeciwnym wypadku powstaje czerwona S3). W czwartej tu-

rze Budowniczy ≥πczy koÒcowe wierzcho≥ki krawÍdzi z tury drugiej i trzeciej. Malarka

ma swobodÍ kolorowania dlatego wyróøniamy dwa podprzypadki.

Podprzypadek 2.1 Malarka w rundzie czwartej uøywa koloru czerwonego. W piπ-

tym ruchu Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wspólny wierzcho≥ek krawÍdzi z tury

drugiej i czwartej z koÒcowym wierzcho≥kiem niebieskiej krawÍdzi rundy pierwszej. Jak-

kolwiek pokoloruje Malarka tÍ krawÍdü, czy to na niebiesko czy na czerwono, uzyskamy

albo graf o strukturze PC oparty na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.
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2○

5

1
34○

Pl

Rysunek 3.9: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.7.

Podprzypadek 2.2 Malarka w rundzie czwartej uøywa koloru niebieskiego. W

rundzie piπtej Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wspólny wierzcho≥ek krawÍdzi z

tury drugiej i czwartej z nowym wierzcho≥kiem.

2○ 1

3
4○

5

Pl

Rysunek 3.10: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.7.

Jakkolwiek pokoloruje Malarka tÍ krawÍdü, czy to na niebiesko czy na czerwono,

uzyskamy albo graf o strukturze PEC oparty na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo graf o

strukturze PZ oparty na niebieskiej úcieøce Pl+4.

⇤

Lemat 3.2.8 Rozpoczynajπc grÍ od struktury PEC opartej na niebieskiej úcieøce Pl,

w co najwyøej piÍciu ruchach otrzymamy którπú z poniøszych struktur:

• graf zawierajπcy strukturÍ PF opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PZ opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+4,

• czerwonπ gwiazdÍ S3.
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Dowód. Startujemy majπc juø kolorowanie jak w strukturze PEC. W pierwszej

turze Budowniczy dok≥ada krawÍdü do koÒcowego wierzcho≥ka niebieskiej úcieøki Pl,

wspólnego z czerwonπ krawÍdziπ (por. rysunki 3.11 - 3.14). Malarka moøe pokolorowaÊ

tÍ krawÍdü zarówno na niebiesko jak i czerwono. Rozpatrzymy dwa przypadki (moø-

liwoúÊ zaistnia≥ych przypadków i podprzypadków zaznaczona jest numerem rundy w

kó≥ku).

Przypadek 1 Malarka w rundzie pierwszej uøywa do kolorowania koloru niebie-

skiego. W drugiej turze Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek krawÍdzi z

tury pierwszej z koÒcowym wierzcho≥kiem czerwonej krawÍdzi struktury PEC. Malar-

ka moøe uøyÊ do kolorowania zarówno koloru niebieskiego jak i czerwonego, dlatego

rozpatrujemy tu dwa podprzypadki - szczegó≥y znajdujπ siÍ na rysunkach 3.11 i 3.12.

Podprzypadek 1.1W turze drugiej Malarka uøywa koloru niebieskiego. W trzeciej

turze Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek czerwonej krawÍdzi struktury

PEC z dowolnym wierzcho≥kiem spoza struktury. Malarka maluje tÍ krawÍdü na czer-

wono (w przeciwnym wypadku mamy niebieskπ úcieøkÍ Pl+3 i wystarczy jeszcze jeden

ruch do uzyskania czy to grafu o strukturze PEC opartego na niebieskiej úcieøce Pl+3

czy teø grafu o strukturze PZ - niebieska úcieøka Pl+4). W czwartym ruchu Budowniczy

postÍpuje analogicznie jak w ruchu trzecim. Nie ma znaczenia czy Malarka uøyje do

pokolorowania koloru niebieskiego czy czerwonego, gdyø albo otrzymamy graf o struk-

turze PF opartym na niebieskiej úcieøce Pl+3, albo czerwonπ gwiazdÍ S3.

1○
2○

3
4

Pl

Rysunek 3.11: Kolejne tury gry dla podprzypadku 1.1 lematu 3.2.8.

Podprzypadek 1.2 W turze drugiej Malarka uøywa koloru czerwonego (por. ry-

sunek 3.12). Trzecia tura Budowniczego jest analogiczna jak w podprzypadku 1.1,

natomiast Malarka musi uøyÊ koloru niebieskiego (w przeciwnym wypadku powstaje

czerwona S3). W czwartym ruchu Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ poczπtkowy wierzcho≥ek

niebieskiej úcieøki Pl z koÒcowym wierzcho≥kiem czerwonej krawÍdzi Struktury PEC.

32

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


Jakkolwiek Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü, uzyskamy albo czerwonπ gwiazdÍ S3, al-

bo Budowniczy majπc jeszcze zapasowy piπty ruch moøe przed≥uøyÊ niebieskπ úcieøkÍ

i uzyskaÊ albo strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo strukturÍ PZ

opartπ na niebieskiej Pl+4.

1○
2○

3

Pl

4

Rysunek 3.12: Kolejne tury gry dla podprzypadku 1.2 lematu 3.2.8.

Przypadek 2 Malarka uøywa do kolorowania koloru czerwonego. W drugiej turze

Budowniczy postÍpuje jak w turze pierwszej. Malarka musi uøyÊ koloru niebieskiego

(w przeciwnym wypadku powstaje czerwona S3). W trzeciej turze Budowniczy ≥πczy

poczπtkowy wierzcho≥ek niebieskiej úcieøki Pl z koÒcowym wierzcho≥kiem krawÍdzi z

tury pierwszej. Malarka ma swobodÍ kolorowania, stπd podprzypadki 2.1 i 2.2..

Podprzypadek 2.1 Jeúli w trzeciej rundzie Malarka uøyje koloru niebieskiego (por.

rysunek 3.13), to w czwartym ruchu Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho-

≥ek krawÍdzi z tury drugiej z koÒcowym wierzcho≥kiem czerwonej krawÍdzi struktury

PEC. Malarka koloruje tÍ krawÍdü na czerwono (w przeciwnym wypadku mamy niebie-

skπ úcieøkÍ Pl+3, gdzie wystarczy jeszcze jeden optymalny ruch Budowniczego - krawÍdü

powsta≥a z po≥πczenia koÒcowego wierzcho≥ka czerwonej krawÍdzi struktury PEC z no-

wym wierzcho≥kiem, aby uzyskaÊ strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3 lub

strukturÍ PZ opartπ na Pl+4). W piπtym ruchu Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy

wierzcho≥ek czerwonej krawÍdzi z rundy pierwszej ponownie z koÒcowym wierzcho≥-

kiem czerwonej krawÍdzi struktury PEC. Jakkolwiek Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü,

uzyskamy albo graf o strukturze PC oparty na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo czerwonπ

gwiazdÍ S3.
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51○

2 4

3○

Pl

Rysunek 3.13: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.8.

Podprzypadek 2.2 Jeúli zaú w trzeciej rundzie Malarka uøyje koloru czerwonego

(por. rysunek 3.14), to w czwartym ruchu Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierz-

cho≥ek niebieskiej krawÍdzi z tury drugiej z wierzcho≥kiem bÍdπcym wspólnym dla

czerwonych krawÍdzi tury pierwszej i trzeciej. Malarka musi uøyÊ koloru niebieskiego

(w przeciwnym wypadku mamy czerwonπ S3). W piπtym ruchu Budowniczy dok≥ada

krawÍdü pomiÍdzy wierzcho≥kiem wspólnym dla krawÍdzi z tury pierwszej, trzeciej i

czwartej a nowym, nieuøywanym wczesniej wierzcho≥kiem.

1○
3○

2

5

4

Pl

Rysunek 3.14: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.8.

Jeúli Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü na niebiesko to uzyskamy graf o strukturze PF

opartym na niebieskiej úcieøce Pl+3, jeúli na czerwono - czerwonπ gwiazdÍ S3.

⇤

Lemat 3.2.9 Rozpoczynajπc grÍ od struktury PZ, w co najwyøej piÍciu ruchach otrzy-

mamy którπú z poniøszych struktur:

• graf zawierajπcy strukturÍ PF opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,
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• graf zawierajπcy strukturÍ PEC opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+3,

• graf zawierajπcy strukturÍ PZ opartπ na niebieskiej úcieøce Pl+4,

• czerwonπ gwiazdÍ S3.

Dowód. Startujemy majπc juø kolorowanie jak w strukturze PZ (szczegó≥y na ry-

sunkach: 3.15 - 3.18). W pierwszej turze Budowniczy dok≥ada krawÍdü do koÒcowego

wierzcho≥ka úcieøki Pl+1. Malarka moøe pokolorowaÊ tÍ krawÍdü zarówno na czerwono

jak i na niebiesko, dlatego otrzymujemy dwa przypadki.

Przypadek 1 W pierwszej turze Malarka uøywa koloru niebieskiego (por. rysunek

3.15). W drugim ruchu Budowniczy dok≥ada krawÍdü pomiÍdzy koÒcowym wierzcho≥-

kiem krawÍdzi z tury pierwszej a wierzcho≥kiem spoza struktury PZ, zaúMalarka uøywa

koloru czerwonego (w przeciwnym razie uzyskujemy niebieskπ úcieøkÍ Pl+3 i w takim

wypadku Budowniczemu wystarczy jeden ruch aby uzyskaÊ strukturÍ PEC opartπ na

Pl+3 lub strukturÍ PZ opartπ na Pl+4). W trzeciej turze Budowniczy jak i Malar-

ka postÍpujπ jak w turze drugiej (gdyby w tej turze Malarka pokolorowa≥a krawÍdü

na niebiesko to uzyskalibyúmy strukturÍ PF na niebieskiej Pl+3). W czwartym ruchu

Budowniczy ponownie postÍpuje jak w dwóch poprzednich turach, natomiast Malarka

jakkolwiek pokoloruje tÍ krawÍdü, uzyskamy strukturÍ PF opartπ na niebieskiej úcieøce

Pl+3 lub czerwonπ S3.

1○ 2
3

4

Pl+1

Rysunek 3.15: Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.9.

Przypadek 2 W pierwszej turze Malarka uøywa koloru czerwonego. W drugim

ruchu Budowniczy postÍpuje analogicznie jak w drugiej turze przypadku 1, natomiast

Malarka uzyskuje wtedy dwie moøliwoúci kolorowania, dlatego musimy rozpatrzyÊ obie.
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Podprzypadek 2.1W drugiej turze Malarka uøywa koloru czerwonego (por. rysu-

nek 3.16). Wówczas w trzecim ruchu Budowniczy tworzy krawÍdü na tej samej zasadzie

co w rundzie drugiej, zaú Malarka koloruje jπ na niebiesko (w przeciwnym wypadku

powstaje czerwona gwiazda S3). W czwartej turze Budowniczy tworzy krawÍdü ≥πczπc

poczπtkowy wierzcho≥ek niebieskiej úcieøki Pl+1 z koÒcowym wierzcho≥kiem czerwonej

krawÍdzi z tury pierwszej. Jakkolwiek Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü uzyskamy albo

graf o strukturze PF oparty na niebieskiej úcieøce Pl+3 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.

1○

2○

3
4

Pl+1

Rysunek 3.16: Kolejne tury gry dla przypadku 2.1 lematu 3.2.9.

Podprzypadek 2.2 W drugiej turze Malarka uøywa koloru niebieskiego (por. ry-

sunek 3.17). W trzeciej turze Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek niebie-

skiej úcieøki Pl+1 z koÒcowym wierzcho≥kiem krawÍdzi z tury drugiej. Malarka koloruje

tÍ krawÍdü na czerwono (w przeciwnym razie uzyskujemy niebieskπ úcieøkÍ Pl+3 i w

takim wypadku Budowniczemu wystarczy jeden ruch aby uzyskaÊ strukturÍ PEC na

Pl+3 lub strukturÍ PZ na Pl+4). W czwartym ruchu Budowniczy tworzy krawÍdü ≥πczπc

koÒcowy wierzcho≥ek czerwonej krawÍdzi rundy pierwszej z dowolnym wierzcho≥kiem

spoza aktualnego kolorowania. Malarka w tej turze posiada swobodÍ kolorowania stπd

uzyskujemy kolejne podprzypadki 2.2.1 i 2.2.2.

Podprzypadek 2.2.1 Jeúli w czwartej rundzie Malarka uøyje koloru niebieskiego

(por. rysunek 3.17) to w piπtej turze Budowniczy ≥πczy koÒcowy wierzcho≥ek krawÍdzi

z rundy czwartej z koÒcowym wierzcho≥kiem niebieskiej úcieøki Pl+1, wspólnym z czer-

wonπ krawÍdziπ rundy pierwszej. Wówczas jakkolwiek Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü,

w piÍciu ruchach otrzymujemy albo graf o strukturze PZ oparty na niebieskiej úcieøce

Pl+4 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.
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1○

2○

4○

3

5

Pl+1

Rysunek 3.17: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2.1 lematu 3.2.9.

Podprzypadek 2.2.2 Jeúli uøyje koloru czerwonego (por. rysunek 3.18), to w piπtej

turze Budowniczy ≥πczy koÒcowy wierzcho≥ek krawÍdzi z rundy pierwszej z poczπtko-

wym wierzcho≥kiem niebieskiej úcieøki Pl+1. Wówczas jakkolwiek Malarka pokoloruje tÍ

krawÍdü w piÍciu ruchach otrzymujemy albo graf o strukturze PF oparty na niebieskiej

úcieøce Pl+3 albo czerwonπ gwiazdÍ S3.

1○

2○

4○

3

5

Pl+1

Rysunek 3.18: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2.2 lematu 3.2.9.

Ostatnia tura gry na rysunkach 3.15 - 3.18 zaznaczona jest przerywanπ liniπ.

⇤
Analizujπc nastÍpnie znane wartoúci liczb Ramseya on-line dla gwiazdy S3 i krótkich

úcieøek, moøemy zauwaøyÊ nastÍpujπce fakty:

• Wiedzπc, øe r̃(S3, P3) = 4, to po 4 rundach w r̃(S3, P3)-grze w powsta≥ym dwuko-

lorowym grafie odnajdziemy strukturÍ PF opartπ na niebieskiej P3 albo czerwonπ

S3. Zgodnie zaú z lematem 3.2.6 moøemy wyd≥uøaÊ úcieøkÍ P3 o 3 w co najwyøej

piÍciu ruchach. NastÍpnie zaú ponawiaÊ dzia≥anie odpowiedniego z lematów (3.2.6

- 3.2.9).

• Wiedzπc, øe r̃(S3, P4) = 6, to po 6 rundach w r̃(S3, P4)-grze w powsta≥ym dwuko-

lorowym grafie odnajdziemy strukturÍ PF opartπ na niebieskiej P4 albo czerwonπ

S3. Zgodnie zaú z lematem 3.2.6 moøemy wyd≥uøaÊ úcieøkÍ P4 o 3 w co najwyøej
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piÍciu ruchach. NastÍpnie zaú ponawiaÊ dzia≥anie odpowiedniego z lematów (3.2.6

- 3.2.9).

• Wiedzπc, øe r̃(S3, P5) = 7, to po 7 rundach w r̃(S3, P5)-grze w powsta≥ym dwu-

kolorowym grafie odnajdziemy struktury PF , PEC oparte na niebieskiej P5 lub

PZ opartπ na niebieskiej P6 albo czerwonπ S3 (szczegó≥y w dowodzie twierdzenia

3.2.10). Zgodnie zaú z lematami 3.2.6, 3.2.8 oraz 3.2.9 moøemy wyd≥uøaÊ niebie-

skπ úcieøkÍ P5 o 3 w co najwyøej piÍciu ruchach. NastÍpnie zaú ponawiaÊ dzia≥anie

odpowiedniego z lematów (3.2.6 - 3.2.9).

Podsumowujπc:

• dla l = 3, 6, 9, . . . otrzymujemy:

r̃(S3, Pl) ˛ 4+ 53(l≠ 3) = 4+
5
3 l≠

15
3 =

5
3 l≠ 2+1 =

Í
5
3 l ≠

5
3

Î
+1 =

Í
5
3(l ≠ 1)

Î
+1

• dla l = 4, 7, 10, . . . otrzymujemy:

r̃(S3, Pl) ˛ 6+ 53(l≠ 4) = 6+
5
3 l≠

20
3 =

5
3 l≠

5
3 +1 =

Í
5
3 l ≠

5
3

Î
+1 =

Í
5
3(l ≠ 1)

Î
+1

• dla l = 5, 8, 11, . . . otrzymujemy:

r̃(S3, Pl) ˛ 7+ 53(l≠ 5) = 7+
5
3 l≠

25
3 =

5
3 l≠

7
3 +1 =

Í
5
3 l ≠

5
3

Î
+1 =

Í
5
3(l ≠ 1)

Î
+1

Zatem twierdzenie 3.2.1 zachodzi dla l ˇ 3.

⇤
Na podstawie twierdzenia 3.1.3 oraz znajomoúci konkretnej wartoúci liczby Ramseya

on-line r̃(S3, P4) = 6 [13], otrzymujemy 6 < r̃(S3, P5) ˛
Í
5·4
3

Î
+ 2 = 6 + 2 = 8. Zatem

wartoúÊ liczby Ramseya on-line wynosi 7 lub 8. Wykaøemy poniøsze.

Twierdzenie 3.2.10 (Dzido, Zakrzewska) r̃(S3, P5) = 7

Dowód. Analizujπc strategiÍ Budowniczego, pokaøemy øe jakkolwiek Malarka bÍ-

dzie kolorowaÊ krawÍdzie, to Budowniczy wymusi w co najwyøej siedmiu turach gry

czerwonπ gwiazdÍ S3 lub niebieskπ úcieøkÍ P5. W pierwszych dwóch turach Budowniczy

tworzy úcieøkÍ P3, którπ Malarka moøe pokolorowaÊ na trzy sposoby. Uzyskujemy w

ten sposób trzy podstawowe przypadki.

Przypadek 1 Po dwóch turach mamy niebieskπ úcieøkÍ P3 (por. rysunek 3.19). W

kolejnym ruchu Budowniczy dok≥ada krawÍdü tworzπc P4, którπ Malarka moøe poko-

lorowaÊ zarówno na niebiesko jak i czerwono.
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Niech na poczπtku Malarka uøyje w trzeciej turze koloru niebieskiego - dostajemy przy-

padek 1.1. Budowniczy potrzebuje juø tylko trzech krawÍdzi, dok≥adajπc je do koÒco-

wego wierzcho≥ka uzyskanej niebieskiej P4, aby wymusiÊ na Malarce czerwonπ gwiazdÍ

S3 lub niebieskπ úcieøkÍ P5 (struktura PF oparta na niebieskiej úcieøce P5). Przypadek

1.2 dotyczy sytuacji gdy Malarka w trzeciej turze uøyje koloru czerwonego. W czwartej

rundzie Budowniczy stworzy krawÍdü ≥πczπcπ koÒcowy wierzcho≥ek niebieskiej úcieøki

P3 wspólny z czerwonπ krawÍdziπ rundy trzeciej, z wierzcho≥kiem spoza uzyskanego

kolorowania. Malarka ma tu swobodÍ kolorowania, dlatego wyróøniamy dwa podprzy-

padki. W podprzypadku 1.2.1 w czwartej rundzie Malarka uøyje koloru niebieskiego

zaú w podprzypadku 1.2.2 - czerwonego. W obu tych podprzypadkach Budowniczy w

kolejnych trzech rundach wymusi na Malarce takie pokolorowanie, øe uzyskamy czer-

wonπ S3 lub niebieskπ P5 (struktura PF oparta na niebieskiej úcieøce P5). Poniøszy

rysunek 3.19 prezentuje moøliwe kolorowania w ca≥ym przypadku 1.

3○
4
5

6

3○

4○ 5
6

7

3○

4○

5
6

7

Przypadek 1.1 Podprzypadek 1.2.1 Podprzypadek 1.2.2

Rysunek 3.19: Moøliwe kolorowania w przypadku 1 dla twierdzenia 3.2.10.

Przypadek 2 Po dwóch turach gry mamy czerwonπ úcieøkÍ P3 (por. rysunek 3.20).

Dok≥adajπc kolejne dwie krawÍdzie w turach: trzeciej i czwartej w taki sposób, øe

powstanie graf S4, Budowniczy wymusza na Malarce w obu tych rundach uøycie koloru

niebieskiego - w przeciwnym wypadku powstanie czerwona gwiazda S3. W piπtej turze

Malarka moøe zagraÊ w dwojaki sposób. Niemniej jakkolwiek postπpi, Budowniczemu

wystarczπ juø tylko dwie tury do zakoÒczenia gry, czyli wymuszenia czerwonej gwiazdy

S3 lub niebieskiej úcieøki P5 (struktura PF oparta na niebieskiej úcieøce P5). Obie

moøliwoúci uøycia kolorów w kolejnych turach widoczne sπ na poniøszym rysunku 3.20,

przy czym uøycie przez MalarkÍ w rundzie piπtej koloru czerwonego okreslamy jako

przypadek 2.1, niebieskiego to przypadek 2.2.
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3

4

5○

6

7 6
3

4

5○

7

Przypadek 2.1 Przypadek 2.2

Rysunek 3.20: Moøliwe kolorowania w przypadku 2 dla twierdzenia 3.2.10.

Przypadek 3 Po dwóch turach gry otrzymujemy dwukolorowπ úcieøkÍ P3 (por. ry-

sunek 3.21). W trzeciej turze Budowniczy wskazuje krawÍdü ≥πczπc úrodkowy wierzcho-

≥ek úcieøki P3 z nowym wierzcho≥kiem. Malarka moøe uøyÊ zarówno koloru czerwonego

jak i niebieskiego.

Niech przypadek 3.1 oznacza, øe w trzeciej turze Malarka koloruje krawÍdü na nie-

biesko. W czwartej turze Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ czerwony koniec poczπtkowej

úcieøki P3 z koÒcem niebieskiej krawedzi z tury trzeciej. Malarka ma swobodÍ koloro-

wania.

3○
4○

6

5

3○
4○

5

6

3○ 5○4
7

6

3○ 5○4

6

7

Moøliwe kolorowania w przypadku 3.1

Moøliwe kolorowania w przypadku 3.2

Rysunek 3.21: Moøliwe kolorowania w przypadku 3 dla twierdzenia 3.2.10.
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Jeúli w czwartej rundzie uøyje koloru czerwonego, Budowniczemu wystarczπ juø tyl-

ko dwie tury do wygrania gry - wymuszenia czerwonej gwiazdy S3 lub niebieskiej úcieøki

P5. Budowniczy potrzebuje jeszcze siódmego ruchu, który ma w zapasie aby wyd≥uøyÊ

úcieøkÍ P5 i bez wzglÍdu na to jakiego koloru uøyje Malarka - uzyskaÊ struktuÍ PEC

opartπ na niebieskiej P5 albo strukturÍ PZ opartπ na niebieskiej úcieøce P6. Jeúli nato-

miast Malarka w rundzie czwartej uøyje koloru niebieskiego, po dwóch kolejnych turach

Budowniczy skoÒczy grÍ (uzyskujπc niebieskπ úcieøkÍ P5 otrzyma strukturÍ PF opartπ

na tej úcieøce). Szczegó≥y kolejnych tur i uøycia przez MalarkÍ kolorów zaprezentowane

sπ na rysunku 3.21.

Pozostaje przypadek 3.2, który oznacza, øe w trzeciej turze Malarka koloruje kra-

wÍdü na czerwono. W czwartej turze Budowniczy dok≥ada krawÍdü w taki sposób, øe

powstaje gwiazda S4. Malarka jest zmuszona uøyÊ koloru niebieskiego do pokolorowa-

nia tej krawÍdzi (w przeciwnym wypadku czerwona S3). Natomiast w piπtym ruchu,

bez wzglÍdu na to jakiego uøyje koloru do pokolorowania krawedzi ≥πczπcej koniec czer-

wonej krawÍdzi z poczπtkowej úcieøki P3 z koÒcem niebieskiej krawedzi rundy czwartej,

to Budowniczy potrzebuje juø tylko dwóch rund, aby uzyskaÊ czerwonπ gwiazdÍ S3 lub

niebieskπ úcieøkÍ P5 (struktura PF oparta na niebieskiej úcieøce P5), co w szczegó≥ach

ilustruje dolna czÍúÊ rysunku 3.21.

Rozwaøyliúmy wszystkie moøliwe kolorowania w tej strategii Budowniczego.

⇤
Powyøsze okreúlenie konkretnej wartoúci liczby Ramseya on-line jest zgodne z naj-

nowszym, przedstawionym w lutym 2023 roku przez Song, Wang i Zhang w [24] dowo-

dem hipotezy, øe r̃(K1,3, Pl) = r̃(S3, Pl) =
Í
3l
2

Î
dla l ˇ 2.
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Rozdzia≥ 4

Liczby Ramseya on-line dla cykli

Cn i úcieøek Pl

4.1 Znane wyniki

W tym rozdziale przedstawimy dotychczas osiπgniÍte jak i nowe wyniki dotyczπce

liczby Ramseya on-line w asymetrycznej grze, a mianowicie dla cykli Cn oraz úcieøek

Pl. Znamy dok≥adnπ wartoúÊ klasycznej liczby Ramseya dla takich grafów. Zosta≥a ona

pokazana przez Faudree, Lawrence, Parsons oraz Schelp w 1974 w pracy [11]. Wydaje

siÍ wiÍc, øe okreúlanie liczb Ramseya on-line w tym przypadku jest trudniejsze niø wy-

znaczanie grafowych liczb Ramseya.

W 2008 roku Grytczuk, Kierstead i Pra≥at w [14] rozpatrywali asymetrycznπ r̃(Sn, H)-

grÍ, gdzie za graf H rozwaøali m.in. cykl Cn. Pokazali:

Twierdzenie 4.1.1 ([14]) Dla kaødego n, k œ N, n ˇ 3 mamy

n

4
(k + 3) ˛ r̃(Sk, Cn) ˛ kn.

Biorπc pod uwagÍ, øe S2 = P3, natychmiast otrzymujemy, øe dla n ˇ 3,

5n
4
˛ r̃(P3, Cn) ˛ 2n.

W roku 2015 Cyman, Dzido, Lapinskas i Lo w pracy [5] uzyskali dok≥adne wartoúci

liczb Ramseya on-line w r̃(P3, Cn)-grze.
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Twierdzenie 4.1.2 ([5]) Dla wszystkich n ˇ 3 mamy

r̃(P3, Cn) =

Y
__]

__[

n+ 2 dla n = 3, 4,
Ï
5n
4

Ì
dla n ˇ 5.

W tej samej pracy [5] autorzy otrzymali równieø ograniczenia dla liczby Ramseya

on-line r̃(C4, Pl).

Twierdzenie 4.1.3 ([5]) Dla wszystkich l ˇ 4 mamy

2l ≠ 2 ˛ r̃(C4, Pl) ˛ 4l ≠ 8.

Co wiÍcej, r̃(C4, P3) = 6 oraz r̃(C4, P4) = 8.

Warto wspomnieÊ, øe badane sπ równieø symetryczne i asymetryczne gry Ram-

seya on-line oparte na samych cyklach Cn. Cyman i Dzido w [4] przy uøyciu algoryt-

mów komputerowych uzyskali dok≥adne wartoúci nastÍpujπcych liczb: r̃(C4, C3) = 3,

r̃(C4, C4) = r̃(C4) = 10, r̃(C4, C5) = 12 oraz r̃(C4, C6) = 12. Przy czym dla syme-

trycznej gry r̃(C4) przedstawili równieø dowód analityczny. Uzyskali równieø, górne

ograniczenie dla liczb Ramseya on-line r̃(C4, Ck).

Twierdzenie 4.1.4 Dla wszystkich n ˇ 3 mamy r̃(C4, Ck) ˛ 4n+ 11.
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4.2 Nowe wyniki

Zanim przedstawimy nowe oszacowania dla r̃(C3, Pl) oraz r̃(C4, Pl), udowodnimy

nastÍpujπce ogólne ograniczenie.

Lemat 4.2.1 (DybizbaÒski, Dzido, Zakrzewska [6]) Niech k ˇ 2, l ˇ 1 oraz

H ™ K2,l, wówczas

r̃(H,Pk) ˛ (k ≠ 1)e(H).

Dowód. Dowód przeprowadzimy za pomocπ indukcji. Przypomnijmy, øe e(H) ozna-

cza liczbÍ krawÍdzi grafu H. Dla k = 2 twierdzenie to jest oczywiste - Budowniczy

tworzy graf H lub P2 w co najwyøej e(H) rundach. Niech teraz k > 2 i za≥óømy, øe

lemat zachodzi dla k≠ 1. Zatem r̃(H,Pk≠1) ˛ (k≠ 2)e(H). W r̃(H,Pk)-grze po pierw-

sze Budowniczy wykorzystuje co najwyøej r̃(H,Pk≠1) rund aby otrzymaÊ úcieøkÍ Pk≠1

a nastÍpnie w e(H) rundach tworzy graf H wykorzystujπc dwa koÒcowe wierzcho≥ki

úcieøki Pk≠1 i l nowych wierzcho≥ków (por. rysunek 4.1). Jeúli Malarka którπkolwiek z

tych nowych krawÍdzi pokoloruje na niebiesko, wówczas otrzymamy niebieskπ úcieøkÍ

Pk, z tego wzglÍdu, øe kaøda nowa krawÍdü ma wspólny wierzcho≥ek z jednym z koÒców

Pk≠1. W przeciwnym przypadku otrzymamy czerwony graf H, wiÍc

r̃(H,Pk) ˛ r̃(H,Pk≠1) + e(H) ˛ (k ≠ 2)e(H) + e(H) = (k ≠ 1)e(H).

Pk≠1

l nowych wierzcho≥ków

Rysunek 4.1: Ilustracja dowodu lematu 4.2.1.

⇤
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Poniewaø K2,2 = C4 wprost z lematu 4.2.1 otrzymujemy nastÍpujπcy wniosek:

Wniosek 4.2.2 Dla wszystkich k ˇ 2 mamy r̃(C4, Pk) ˛ 4(k ≠ 1) = 4k ≠ 4

Moøemy takøe zaobserwowaÊ, øe Budowniczy moøe uzyskaÊ d≥ugπ niebieskπ úcieø-

kÍ, stosujπc dwukrotnie strategiÍ krótszych úcieøek. Otrzymamy wówczas nastÍpujπce

twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.3 (DybizbaÒski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla wszystkich

l, k ˇ 2 mamy

r̃(C4, Pl+k) ˛ r̃(C4, Pl) + r̃(C4, Pk) + 4.

Dowód. W pierwszej kolejnoúci aby uzyskaÊ dwie, roz≥πczne niebieskie úcieøki Pl

oraz Pk, Budowniczy potrzebuje co najwyøej r̃(C4, Pl) oraz odpowiednio r̃(C4, Pk) rund

gry. NastÍpnie Budowniczy tworzy krawÍdzie, które po≥πczπ ze sobπ koÒce obu úcieøek.

Uzyskujemy cztery moøliwe sposoby takiego po≥πczenia i pokolorowania przez MalarkÍ.

Aby uniknπÊ czerwonego C4, jedna z tych krawÍdzi musi byÊ pokolorowana na niebiesko

tworzπc niebieskπ úcieøkÍ Pl+k.

1 24 3

Pl

Pk

Rysunek 4.2: Moøliwe sposoby uzyskania niebieskiej úcieøki Pl+k z twierdzenia 4.2.3.

Rysunek 4.2 prezentuje moøliwe sposoby po≥πczenia niebieskich úcieøek Pl i Pk,

gdzie kolejne rundy oznaczono cyframi. Ostatni ruch, który prowadzi do niebieskiej

Pl+k lub czerwonego cyklu C4 zaznaczono przerywanπ liniπ.

⇤
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Za≥óømy teraz, øe mamy nastÍpujπcπ úcieøkÍ Q = v1 . . . vk o k wierzcho≥kach i d≥u-

goúci e(Q) = k≠1. Dla podkreúlenia po≥πczenia krawedzi e ze skrajnym wierzcho≥kiem

úcieøki Q bÍdziemy stosowaÊ zapis eQ. Rozpatrzymy teraz nastÍpujπcy lemat.

Lemat 4.2.4 (DybizbaÒski, Dzido, Zakrzewska [6]) Niech Q bÍdzie nietrywialnπ

niebieskπ úcieøkπ o koÒcach a i b, przy czym wierzcho≥ek b jest incydentny do czerwonej

krawÍdzi bc, gdzie c /œ V (Q). Budowniczy moøe w co najwyøej trzech rundach wymusiÊ

na Malarce takie pokolorowanie, øe otrzymamy jednπ z poniøszych struktur:

(i) niebieskπ úcieøkÍ QÕ o d≥ugoúci e(Q) + 1 z jednym koÒcowym wierzcho≥kiem bÕ

incydentnym do czerwonej krawÍdzi bÕcÕ, gdzie cÕ /œ V (QÕ),

(ii) czerwony cykl C4.

Dowód. Niech d bÍdzie nowym wierzcho≥kiem. W pierwszej turze Budowniczy two-

rzy krawÍdü ad. Malarka ma swobodÍ w wyborze koloru, dlatego rozpatrzmy dwa przy-

padki (por. rysunek 4.3).

Przypadek 1 Malarka uøywa do pokolorowania krawÍdzi ad koloru niebieskiego.

Wówczas od razu otrzymujemy (i) - niebieskπ úcieøkÍ dQ o d≥ugoúci e(Q) + 1, gdzie

koÒcowy wierzcho≥ek b jest incydentny do czerwonej krawÍdzi bc.

Przypadek 2 Malarka uøywa do pokolorowania krawÍdzi ad koloru czerwonego.

W rundzie drugiej Budowniczy tworzy krawÍdü ac. Malarka ponownie ma swobodÍ ko-

lorowania, stπd podprzypadki 2.1 oraz 2.2.

Podprzypadek 2.1 Malarka uøywa do pokolorowania krawÍdzi ac koloru czerwo-

nego. W trzeciej rundzie Budowniczy tworzy krawÍdü bd. Jeúli Malarka pokoloruje jπ

na niebiesko wówczas zachodzi (i) - niebieska úcieøka dQ o d≥ugoúci e(Q)+1, gdzie koÒ-

cowy wierzcho≥ek a jest incydentny do czerwonej krawÍdzi ac. Jesli zaú Malarka uøyje

koloru czerwonego, wówczas dacbd tworzy czerwony cykl C4, a wiÍc zachodzi w≥asnoúÊ

(ii).

Podprzypadek 2.2 Malarka uøywa do pokolorowania krawÍdzi ac koloru niebie-

skiego. W trzeciej rundzie Budowniczy tworzy krawÍdü be, gdzie e jest nowym wierz-

cho≥kiem. Jeúli Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü na niebiesko, wówczas zachodzi w≥asnoúÊ

(i) - powstaje niebieska úcieøka eQ o d≥ugoúci e(Q) + 1, gdzie koÒcowy wierzcho≥ek a

jest incydentny do czerwonej krawÍdzi ad. Jeúli natomiast Malarka krawÍdü be poko-

loruje na czerwono, ponownie uzyskamy w≥asnoúÊ (i) - niebieskπ úcieøkÍ cQ o d≥ugoúci

e(Q) + 1, gdzie koÒcowy wierzcho≥ek b jest incydentny do czerwonej krawÍdzi be.

46

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


1

Q

2○1 3

Q

2○1 3

Q

a b c

d

a b c

d

a b c

d e

Przypadek 1 Podprzypadek 2.1 Podprzypadek 2.2

Rysunek 4.3: Moøliwe kolorowania dla lematu 4.2.4.

Moøliwe przypadki kolorowania przedstawiamy na rysunku 4.3, gdzie cyfra w kó≥ku

oznacza rozpatrzenie obu wariantów kolorowania dozwolonych Malarce.

⇤
Wyznaczymy teraz nowe, górne oszacowania liczb Ramseya on-line r̃(C4, Pk) oraz

r̃(C3, Pk).

Twierdzenie 4.2.5 (DybizbaÒski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla wszystkich k ˇ 6

mamy r̃(C4, Pk) ˛ 3k ≠ 5. Co wiÍcej, r̃(C4, P5) = 9.

Dowód. Zaczniemy od okreúlenia dok≥adnej wartoúci liczby r̃(C4, P5). Zapiszemy ten

wynik za pomocπ lematu.

Lemat 4.2.6 r̃(C4, P5) = 9

Dowód. Wprost z wniosku 4.2.17 otrzymujemy, øe r̃(C4, P5) ˇ 9. Pozostaje nam

zatem pokazaÊ, øe Budowniczy moøe wygraÊ r̃(C4, P5)-grÍ w przeciπgu 9 rund.
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Rysunek 4.4: Wszystkie warianty ostatnich szeúciu rund gry prowadzπcych do niebie-

skiej úcieøki P5 lub czerwonego cyklu C4.
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W pierwszych trzech rundach gry Budowniczy tworzy gwiazdÍ K1,3. Malarka moøe

jπ pokolorowaÊ na cztery róøne sposoby. Ze wzglÍdu na zastosowanie koloru niebieskie-

go - b i czerwonego - r wed≥ug kolejnoúci tur wyróønimy nastepujπce wzory uøycia

kolorów. Przypadek 1 dotyczy sytuacji, gdy wszystkie krawÍdzie K1,3 sπ czerwone -

rrr. Przypadek 2 - odpowiednio: niebieska, czerwona, czerwona - brr, przypadek 3 -

odpowiednio: niebieska, niebieska, czerwona - bbr i ostatni przypadek 4, gdy wszystkie

krawÍdzie sπ niebieskie - bbb. Graczom pozosta≥o co najwyzej szeúÊ rund gry. W kolej-

nych dwóch rundach (na rysunku 4.4 oznaczone jako 1 i 2), Budowniczy tworzy K1,2 w

taki sposób, øe ≥πczy dwa wybrane wierzcho≥ki koÒcowe K1,3 z nowym wierzchokiem.

W przypadku 1.1 (K1,3 jest pokolorowana na rrr oraz w ruchach 1 i 2 uøyliúmy koloru

niebieskiego) rozpatrzyliúmy tylko dwa moøliwe nieizomorficzne kolorowania ruchów 3 i

4, gdy oba sπ niebieskie (przypadek 1.1.1) oraz gdy nadano im róøne barwy (przypadek

1.1.2). Analizujπc kolejne, co najwyøej 4 rundy gry otrzymujemy dziewiÍtnaúcie moø-

liwych wariantów zagraÒ. Rysunek 4.4 prezentuje wszystkie przypadki z dok≥adnosciπ

do izomorfizmu. Cyfry zapisane w kó≥ku oznaczajπ, øe w danej rundzie Malarka ma

swobodÍ w wyborze koloru.

Kolejne cyfry w nazewnictwie przypadków oznaczajπ rozpatrzenie dwóch wariantów

kolorowania w kolejnych rundach gry. Ostatnia runda zaznaczona jest przerywanπ liniπ.

⇤
Wracajπc do dowodu twierdzenia, rozwaømy teraz nastÍpujπcπ strategiÍ gry Bu-

downiczego. Po uzyskaniu przez niego niebieskiej úcieøki P5 w dziewiÍciu ruchach w

r̃(C4, P5)-grze, wyd≥uøa on niebieskπ úcieøkÍ, dopóki Malarka nie uøyje koloru czerwo-

nego. Otrzymujemy wówczas nietrywialnπ niebieskπ úcieøkÍ Q z koÒcowymi wierzcho≥-

kami - nazwijmy je a i b, gdzie b jest incydentny do czerwonej krawÍdzi bc, przy czym

c /œ V (Q). Zatem stosujπc wielokrotnie lemat 4.2.4, Budowniczy moøe wyd≥uøyÊ úcieø-

kÍ Q do niebieskiej úcieøki Pk lub czerwonego cyklu C4 w co najwyøej 10 + 3(k ≠ 5)

rundach (potrzebujemy 9 ruchów r̃(C4, P5)-gry, aby uzyskaÊ niebieskπ P5 oraz jednego

na dodanie do úcieøki czerwonej krawÍdzi i trzech ruchów na kaøde wyd≥uøenie úcieøki

o 1), zatem r̃(C4, Pk) ˛ 3k ≠ 5.

⇤
Przejdziemy teraz do nowego oszacowania z góry liczby r̃(C3, Pk). Budowniczy sto-

sujπc strategiÍ polegajπcπ na unikaniu czerwonego cyklu C3 a startujπc juø od niebie-

skiej úciezki Pl, moøe wymusiÊ niebieskπ úcieøkÍ Pl+1 w co najwyøej 2l + 1 rundach.
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Aby to uzyskaÊ, w poczπtkowych l + 1 ruchach Budowniczy próbuje wyd≥uøyÊ niebie-

skπ úcieøkÍ Pl dok≥adajπc krawÍdzie do tego samego wierzcho≥ka koÒcowego tej úcieøki.

Jeúli Malarka pokoloruje kaødπ z tych nowych l + 1 krawÍdzi na czerwono, wówczas

Budowniczy z ≥atwoúciπ uzyska niebieskπ úcieøkÍ Pl+1, ≥πczπc koÒce tych nowych czer-

wonych krawÍdzi. Malarka musi kaødπ z nich pokolorowaÊ na niebiesko, aby uniknπÊ

czerwonego cyklu C3. Jeøeli bÍdziemy uøywaÊ tej strategii wielokrotnie to otrzymamy

oszacowanie r̃(C3, Pk) ˛ k2 ≠ 1. Poniøej przedstawiamy innπ strategiÍ, która pozwoli

nam uzyskaÊ lepsze, liniowe górne oszacowanie. Niech teraz podczas gry Budowniczy

nie skupia siÍ na zbudowaniu jak najd≥uøszej niebieskiej úcieøki. Jego strategia polega

teraz na tym, aby uzyskaÊ dwie roz≥πczne niebieskie úcieøki, których suma d≥ugoúci jest

jak najwiÍksza.

Twierdzenie 4.2.7 (DybizbaÒski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla wszystkich k ˇ 2

mamy r̃(C3, Pk) ˛ 4k ≠ 5.

Dowód. Niech trójka (p, l, B) oznacza stan gry, gdzie p i l wyraøajπ odpowiednio

d≥ugoúci dwóch roz≥πcznych, niebieskich úcieøek. Bit B informuje nas o tym, czy istnieje

(prawda), bπdü nie istnieje (fa≥sz) czerwona krawÍdü ≥πczπca koÒce tych niebieskich

úcieøek. Biorπc pod uwagÍ, øe kaødy wierzcho≥ek stanowi úcieøkÍ P1, to stan poczπtkowy

gry zapisujemy jako (1, 1, fa≥sz). Jeúli stan gry przedstawia siÍ nastÍpujπco (p, l, fa≥sz),

wówczas Budowniczy postÍpuje nastÍpujπco:

(1) ≥πczy krawÍdziπ koÒce niebieskich úcieøek. Jeúli Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü

na niebiesko, wówczas w jednym ruchu stan gry wynosi (p + l, 1, fa≥sz) (mamy

niebieskπ úcieøkÍ o d≥ugoúci p+l i bierzemy kolejny, nowy wierzcho≥ek jako úcieøkÍ

P1). Jeúli natomiast Malarka pokoloruje tÍ krawÍdü na czerwono, wówczas:

(2) Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek úcieøki o d≥ugoúci p z nowym

wierzcho≥kiem, powiedzmy u. Jeúli Malarka uøyje koloru niebieskiego, to stan gry

po dwóch ruchach jest nastÍpujπcy: (p+ 1, l, fa≥sz). Jeúli natomiast uøyje koloru

czerwonego, wówczas:

(3) Budowniczy ≥πczy krawÍdziπ koÒcowy wierzcho≥ek úcieøki o d≥ugoúci l z wierz-

cho≥kiem u. Malarka musi pokolorowaÊ tÍ krawedü na niebiesko, aby uniknπÊ

czerwonego cyklu C3. Zatem w trzech ruchach mamy nastÍpujπcy stan gry:

(p, l + 1, prawda).
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Analogicznie, jeúli stan gry wynosi (p, l, prawda), wówczas Budowniczy moøe zagraÊ

tylko na dwa sposoby podane powyøej, oznaczone jako (2) i (3). Uzyskamy wówczas

odpowiednio:

(2’) stan (p+ 1, l, fa≥sz) w jednej rundzie,

(3’) stan (p, l + 1, prawda) w dwóch rundach.

Podsumowujπc, w kaødej z piÍciu powyøszych sytuacji, w co najwyøej trzech ruchach

Budowniczy moøe przejúÊ ze stanu gry (x, y, ú) do (xÕ, yÕ, ú), przy czym xÕ+yÕ = x+y+1.

Takπ sekwencjÍ ruchów nazwiemy krokiem. Zaczynajπc od stanu poczπtkowego, po

2k≠ 3 krokach, d≥ugoúÊ jednej z niebieskich úcieøek wynosi co najmniej k. Kaødy krok

zawiera co najwyøej trzy ruchy, przy czym dok≥adnie trzy ruchy sπ zawarte tylko w

(3). Ten krok zmienia stan z (ú, ú, fa≥sz) na (ú, ú, prawda). Jeúli chcemy powtórzyÊ ten

krok, to musimy powróciÊ do stanu (ú, ú, fa≥sz). Jest to moøliwe tylko za pomocπ kroku

(2Õ), a ten wymaga tylko jednego ruchu. W sekwencji 2k≠3 kroków, pomiÍdzy kaødymi

krokami sk≥adajπcymi siÍ z trzech ruchów, wystÍpuje krok wymagajπcy jednego ruchu.

Wszystkie pozosta≥e kroki wymagajπ co najwyøej dwóch ruchów, zatem Budowniczy

zakoÒczy grÍ w co najwyøej 2(2k ≠ 3) + 1 = 4k ≠ 6 + 1 = 4k ≠ 5 ruchach.

⇤
Przejdziemy teraz do przedstawienia dolnych oszacowaÒ liczb r̃(C3, Pk) oraz r̃(C4, Pk).

W tym celu przedstawiamy nastÍpujπce definicje. Graf nazywamy F -wolnym, jeúli nie

zawiera jako podgrafu øadnego grafu z rodziny F . Piszemy N dla oznaczenia zbioru

{1, 2, . . .} liczb naturalnych.

Definicja 4.2.8 Niech F oznacza pewnπ rodzinÍ grafów. Definiujemy strategiÍ F-

blokowania dla Malarki w nastÍpujπcy sposób. Przez Ri oznaczamy graf, który nie

zawiera czerwonych krawÍdzi bezpoúrednio przed i-tym ruchem w grze, zaú przez ei

rozumiemy i-tπ krawÍdü wybranπ przez Budowniczego. Wówczas Malarka koloruje kra-

wÍdü ei na czerwono gdy Ri + ei jest F-wolny, w przeciwnym wypadku uøywa koloru

niebieskiego.

Naszym celem jest ograniczyÊ z do≥u r̃(G,H) dla niektórych grafów G oraz H.

Dlatego w tej czÍúci pracy Malarka zawsze uøyje strategii F -blokowania dla pewnej

rodziny F grafów z G œ F . Dla przyk≥adu jeúli F = {G}, to strategia F -blokowania

dla Malarki polega na kolorowaniu kaødej pojawiajπcej siÍ krawÍdzi na czerwono, chyba
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øe powodowa≥oby to przegranie gry. Natomiast w tej sytuacji strategia Budowniczego

sprowadza siÍ do wyboru czerwonego grafu, za pomocπ którego moøe wymusiÊ niebieskπ

kopiÍ grafu H.

Definicja 4.2.9 Niech F oznacza pewnπ rodzinÍ grafów oraz niech R ™ KN jest gra-

fem F-wolnym. KrawÍdü e œ KN ≠ R nazywamy (R,F)-wymuszonπ jeúli R + e nie

jest F-wolny. Graf H nazywamy (R,F)-wymuszonym jeúli istnieje graf H Õ ™ KN ≠ R

izomorficzny do grafu H, taki øe kaøda krawÍdü e œ E(H Õ) jest (R,F)-wymuszona. Graf

H
Õ nazywamy (R,F)-wymuszonπ kopiπ grafu H.

Jeúli z kontekstu zdania jasno wynika czym jest R i F , wówczas pomijamy tÍ czÍúÊ

zapisu - ”(R,F)”.

Definicja 4.2.10 Niech F oznacza rodzinÍ grafów, zaú H bÍdzie grafem. Graf R ™ KN
nazywamy F-rusztowaniem dla grafu H jeúli zachodzπ nastÍpujπce w≥asnoúci:

1. R jest grafem F-wolnym,

2. H jest grafem (R,F)-wymuszonym,

3. R nie zawiera wierzcho≥ków izolowanych.

Przypomnijmy z pracy [5] nastÍpujπcy lemat.

Lemat 4.2.11 ([4]) Niech G oraz H bÍdπ grafami. Niech F stanowi rodzinÍ grafów,

przy czym G œ F . Za≥óømy, øe kaøde F-rusztowanie dla H zawiera co najmniej m

krawÍdzi. Wówczas r̃(G,H) ˇ m+ e(H).

Przypomnijmy równieø lemat dotyczπcy dolnego oszacowania r̃(Ck, H), gdzieH jest

grafem spójnym.

Lemat 4.2.12 ([4]) Niech H bÍdzie grafem spójnym. Wówczas kaøde {Ci : i ˇ 3}-

rusztowanie dla grafu H posiada co najmniej v(H)≠1 krawÍdzi. Co wiÍcej, dla wszyst-

kich k ˇ 3 mamy r̃(Ck, H) ˇ v(H) + e(H)≠ 1 .

Z powyøszego lematu 4.2.12 otrzymujemy nastÍpujπcy wniosek dotyczπcy dolnego osza-

cowania liczby krawÍdzi w {C3}- oraz w {C4}-rusztowaniu dla úcieøki Pk.

Wniosek 4.2.13 Kaøde {C3}- oraz {C4}-rusztowanie dla úcieøki Pk posiada przynaj-

mniej k ≠ 1 krawÍdzi.
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Udowodnimy teraz, øe dla kaødego k ˇ 3 minimalne {C3}-rusztowanie dla úcieøki Pk
posiada co najmniej jednπ krawÍdü wiÍcej.

Lemat 4.2.14 (DybizbaÒski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla k ˇ 3 kaøde

{C3}-rusztowanie dla úcieøki Pk posiada przynajmniej k krawÍdzi.

Dowód. Niech R oznacza {C3}-rusztowanie dla úcieøki Pk, z minimalnπ liczbπ kra-

wÍdzi e(R) i k ˇ 3. Zauwaømy, øe wszystkie (R, {C3})-wymuszone krawÍdzie muszπ w

ca≥oúci naleøeÊ do R. Zatem R jest grafem spójnym, zawierajπcym przynajmniej k≠ 1

krawÍdzi, zaú (R, {C3})-wymuszone Pk zawiera wszystkie wierzcho≥ki R. Za≥óømy teraz,

øe R ma k≠1 krawÍdzi, a zatem jest drzewem, czyli jest równieø grafem dwudzielnym.

Zatem wszystkie (R, {C3})-wymuszone krawÍdzie ≥πczπ wierzcho≥ki z tej samej partycji

grafu R. Poniewaø kaøda partycja R zawiera przynajmniej jeden wierzcho≥ek, oznacza

to, øe (R, {C3}) nie wymusza úcieøki Pk. Zauwaømy, øe gwiazda K1,k stanowi dobre

rusztowanie.

⇤

Wniosek 4.2.15 Dla k ˇ 3 mamy r̃(C3, Pk) ˇ 2k ≠ 1.

Dowód. Rozwaømy strategiÍ {C3}-blokowania, wed≥ug której gra Malarka w r̃(C3, Pk)-

grze, przy czym k ˇ 3. Niech R oznacza minimalne ze wzglÍdu na liczbÍ krawÍdzi

{C3}-rusztowanie dla Pk. Z lematu 4.2.14 mamy, øe liczba krawÍdzi e(R) ˇ k. Korzy-

stajπc równieø z wyniku lematu 4.2.11 otrzymujemy øπdany wniosek.

⇤
Pokaøemy teraz, øe dla k œ {5, 6, 7} minimalne {C4}-rusztowanie dla úcieøki Pk

posiada co najmniej jednπ krawÍdü wiÍcej, niø otrzymujemy we wniosku 4.2.13

Lemat 4.2.16 (DybizbaÒski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla k œ {5, 6, 7} kaøde

{C4}-rusztowanie dla úcieøki Pk posiada co najmniej k krawÍdzi.

Dowód. Niech R bÍdzie {C4}-rusztowaniem dla úcieøki Pk o minimalnej liczbie kra-

wÍdzi e(R) i k œ {5, 6, 7}. Zauwaømy najpierw, øe wszystkie (R, {C4})-wymuszone

krawÍdzie muszπ byÊ czÍúciπ R. Ponadto R jest spójny i musi zawieraÊ co najmniej

k ≠ 1 róønych úcieøek P4.

PrzypuúÊmy nie wprost, øe e(R) ˛ k≠1. Poniewaø k ˛ 7, to R jest drzewem i kaøde

(R, {C4})-wymuszone Pk musi zawieraÊ wszystkie wierzcho≥ki R. Ponadto, kaødy wierz-

cho≥ek R, z wyjπtkiem co najwyøej dwóch, jest wierzcho≥kiem koÒcowym co najmniej
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dwóch róønych P4 w R. Dwa wyróønione wierzcho≥ki sπ wierzcho≥kami koÒcowymi co

najmniej jednej úcieøki P4 w R. Poprzez prostπ analizÍ drzew z≥oøonych odpowiednio

z 4, 5 lub 6 krawÍdzi, otrzymujemy, øe nie istnieje R spe≥niajπce powyøsze w≥asnoúci,

co oznacza, øe e(R) ˇ k.

⇤

Wniosek 4.2.17 Dla k œ {5, 6, 7} mamy r̃(C4, Pk) ˇ 2k ≠ 1.

Dowód. Rozwaømy strategiÍ {C4}-blokowania, wed≥ug której gra Malarka w r̃(C4, Pk)

-grze, przy czym 5 ˛ k ˛ 7. Niech R oznacza minimalne ze wzglÍdu na krawÍdzie {C4}-

rusztowanie dla Pk. Z lematu 4.2.16 mamy, øe liczba krawÍdzi e(R) ˇ k. Korzystajπc

równieø z wyniku lematu 4.2.11 otrzymujemy powyøszy wniosek.

⇤
Zauwaømy teraz, øe lemat 4.2.16 nie zachodzi dla wiÍkszych k. Mamy bowiem na-

stÍpujπcy lemat.

Lemat 4.2.18 Dla k ˇ 8 istnieje {C4}-rusztowanie R dla úcieøki Pk, które zawiera

k ≠ 1 krawÍdzi.

Dowód. Dla k = 8, R jest úcieøkπ v1, v2, . . . , v6 z dodatkowymi krawÍdziami v3v7

oraz v4v8. Dostajemy wymuszonπ kopiÍ úcieøki P8 opartπ na wierzcho≥kach w kolejnoúci

v4, v1, v7, v5, v2, v8, v6, v3 (por. rysunek 4.5).

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v7 v8

Rysunek 4.5: {C4}-rusztowanie R dla úcieøki P8.

Dla wiÍkszych wartoúci k, zak≥adamy, øe mamy {C4}-rusztowanie RÕ dla úcieøki

Pk≠1, które sk≥ada siÍ z k≠2 krawÍdzi i wymusza nastÍpujπcπ kopiÍ Pk≠1: v1, v2, . . . , vk≠1.

Opierajπc siÍ na RÕ konstruujemy {C4}-rusztowanie R dla Pk zawierajπce k ≠ 1 kra-

wÍdzi przez dodanie nowego wierzcho≥ka u i krawÍdzi pomiÍdzy tym wierzcho≥kiem a

dowolnym wierzcho≥kiem znajdujπcym siÍ w odleg≥oúci dwa od v1. Wówczas R wymu-

sza nastepujπcπ kopiÍ Pk: u, v1, v2, . . . , vk≠1.

⇤
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Wniosek 4.2.19 Dla k ˇ 8 mamy r̃(C4, Pk) ˇ 2k ≠ 2.

Dowód. Otrzymujemy jako natychmiastowy wniosek z lematów 4.2.11 i 4.2.18.

⇤
Teraz podsumujemy wszystkie rezultaty otrzymane w tym rozdziale.

Wniosek 4.2.20 Dla k ˇ 5 mamy

2k ≠ 1 ˛ r̃(C3, Pk) ˛ 4k ≠ 5.

Wniosek 4.2.21 Dla k ˇ 6 mamy

3k ≠ 5 ˇ r̃(C4, Pk) ˇ

Y
__]

__[

2k ≠ 1 dla k = 6, 7,

2k ≠ 2 dla k ˇ 8.

Podsumowujπc, biorπc pod uwagÍ powyøsze wnioski, twierdzenie 4.2.3 jak i znane

liczby Ramseya on-line r̃(Cn, Pl) otrzymaliúmy nowe ograniczenia dla r̃(C4, Pk), gdzie

6 ˛ k ˛ 10, które prezentujemy w zestawieniu z wczeúniejszymi ograniczeniami w

tabeli 4.1.

liczba stare oszacowanie nowe oszacowanie

r̃(C4, P6) ˇ 10 oraz ˛ 16 ˇ 11 oraz ˛ 13

r̃(C4, P7) ˇ 12 oraz ˛ 20 ˇ 13 oraz ˛ 16

r̃(C4, P8) ˇ 14 oraz ˛ 24 ˇ 14 oraz ˛ 19

r̃(C4, P9) ˇ 16 oraz ˛ 28 ˇ 16 oraz ˛ 22

r̃(C4, P10) ˇ 18 oraz ˛ 32 ˇ 18 oraz ˛ 25

Tabela 4.1: Zestawienie oszacowaÒ dla r̃(C4, Pk), gdzie 6 ˛ k ˛ 10.
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