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Streszczenie

Rozpatrujemy gre rozgrywang na nieskonczonej liczbie wierzchotkéw, w ktorej kaz-
da runda polega na wskazaniu krawedzi przez jednego gracza - Budowniczego oraz
pokolorowaniu jej przez drugiego gracza - Malarke na jeden z dwoch kolorow, czerwony
lub niebieski. Celem Budowniczego jest zmuszenie Malarki do stworzenia monochroma-
tycznej kopii wezedniej ustalonego grafu H w jak najmniejszej mozliwej liczbie ruchow.
Zaktadamy, ze gracze graja optymalnie czyli najlepiej jak mozna w danym momencie
i nie popehiajg bltedow. Malarka bedzie probowata przeszkodzi¢ Budowniczemu jak
dtugo sie tylko da. Taka gre bedziemy nazywaé r(H)-gra (r(H,H)-gra). W wersji
asymetrycznej tej gry, Malarka unika czerwonej kopii grafu G oraz niebieskiej kopii
grafu H. Taka gre bedziemy nazywaé¢ (G, H)-gra. Wartoscia liczby Ramseya on-line
7(H) - wersja symetryczna lub 7(G, H) - wersja asymetryczna, jest to minimalna licz-
ba tur, w ktorej gra sie zakonczy. W rozprawie rozwazamy liczby Ramseya on-line dla
roznych klas grafow. Praca zostata podzielona na 4 rozdzialy.

W rozdziale 1 omawiamy historie problemu klasycznych liczb Ramseya jak i jej
roznych wariantoéw. Wprowadzamy potrzebne definicje i oznaczenia.

W pierwszej czesci rozdziatu 2 prezentujemy dotychczasowe wyniki dotyczace liczby
Ramseya online dla $ciezek P, zarowno w grach symetrycznych jak i niesymetrycznych.
W jego drugiej czesci przedstawiamy wyznaczone przez nas wartosci liczb Ramseya on-
line 7( Py, Pyg) oraz 7(Py, P11). Prezentujemy rowniez nowe gérne oszacowanie 7( Py, Py,)
dla 12 < n < 22. Tredci rozdziatu 2 zostaly zawarte w opublikowanej pracy [7].

Rozdziat 3 podobnie jak poprzedni sklada sie z dwoch podrozdziatow. W pierw-
szym przedstawiamy znane wyniki dotyczace 7(S,, P,)-gry. Natomiast w drugiej czesci
prezentujemy gérne oszacowanie 7(Ss, F)) dla I > 3 oraz dokladna wartosé 7(Ss, Ps).

Rozdziat 4 dotyczy liczby Ramseya on-line dla cykli C), i $ciezek P,. W pierwszym
podrozdziale prezentujemy znane oszacowania jak i doktadne wartosci dla tej liczby.
W jego drugiej czesci pokazujemy nowe oszacowania z dotu i gory dla liczby Ramseya
on-line 7(C5, Py,) oraz 7(Cy, P;) dla odpowiednich k oraz wyznaczamy doktadna war-

tosé 7(Cy, Py). Tresci tego rozdziatu zostaly zawarte w publikacji [6].
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Wstep

Liczby Ramseya pojawity sie w matematyce w pierwszej potowie XX wieku. An-
gielski matematyk, ekonomista i filozof Frank Ramsey udowodnit twierdzenie, ktore
opublikowano krétko po jego $émierci w 1930 roku. Stato sie one przedmiotem szeregu
badan i dzisiaj nazywane jest jego imieniem. Zanim przedstawimy tres¢ twierdzenia

Ramseya warto najpierw przypomnie¢ sobie bardzo uzyteczng zasade:

Twierdzenie 1.1.1 (Zasada szufladkowa Dirichleta, [17]) Jezeli X = X; U XU
o Xpooraz | X > t+ 1, to | X;| > 2 dla pewnego i € {1,2,3,...,t}.

Dowdd tego twierdzenia jest oczywisty. Rownie oczywiste jest uogodlnienie zasady

szufladkowej w postaci zasady podziatowe.

Twierdzenie 1.1.2 (Zasada podziatowa, [17]) Niechqi,qo, ..., q bedq liczbami na-
turalnymi. Jezeli X = X1 UXoU .. .UX; oraz [ X| > ¢;—t+1, to |X;| > ¢ dla
pewnego i € {1,2,3,...,t}.

Jak wida¢ zasada szufladkowa jest szczegdlnym przypadkiem zasady podziatowej.
Aby to wykazac¢, wystarczy za wszystkie g; wzigé liczbe 2.
Daleko idacym uogoélnieniem zasady podziatowej jest wspomniane na wstepie twier-

dzenie Ramseya.

Twierdzenie 1.1.3 (Ramsey [21]) Dla dowolnych liczb naturalnych r i m oraz dla

dowolnego ciggu liczb naturalnych ky, ko, . . ., ky, istnieje liczba naturalna n taka, zZe:
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(x) dla dowolnego zbioru X, | X| > n oraz podziatu (f) = A UAU...UA,, istnieje
1

<1< m oraz zbior' Y C X o co nagmniej k; elementach taki, zZe (3:) C A;.

Symbolem ()f ) oznaczamy wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru X. Dla r =1
twierdzenie to jest rownowazne zasadzie szufladkowej Dirichleta. Mowiac nieformalnie,
zgodnie z twierdzeniem 1.1.3, kazda odpowiednio duza struktura musi zawiera¢ regu-
larng podstrukture i to o zadanym rozmiarze. Naturalng konsekwencja tego faktu jest
pytanie jak duza musi by¢ ta struktura? Czy tez, jaka jest najmniejsza wartos¢ liczby
n spetiajaca warunek ()7

W potowie lat 30 XX wieku dwaj wegierscy matematycy: Paul Erdds i George Sze-
keres w pracy [10] wykazali, ze dla kazdego n istnieje liczba catkowita N(n) taka, ze
dowolny N-elementowy zbiér punktéw plaszezyzny, N > N(n), z ktérych zadne trzy
nie sg wspoétliniowe, zawiera n punktow bedacych wierzchotkami n-kata wypuktego. Do
udowodnienie tejze wlasnosci potrzebowali (jako lematu) wtasnie twierdzenia Ramseya.
Udowodnili je w inny sposéb.

Erdds gtebiej zajat sie tym problemem, dajac poczatek popularyzacji twierdzenia
Ramseya w $rodowisku matematykéw. Zdefiniowal kompletna sie¢ jako pewng liczbe
punktoéw na ptaszczyznie, potaczonych kazdy z kazdym krawedzig. Nastepnie kolorowat
krawedzie dwoma kolorami i szukal odpowiedzi na pytanie: jak duza musi by¢ ta sie¢,
by niezaleznie od sposobu pokolorowania wystapita zadana struktura w jednym badz
drugim kolorze. Najmniejsza z liczb spelniajaca tego typu zaleznos¢ nazwano dwuko-
lorowsg liczbg Ramseya. W pdzniejszych latach rozszerzono pojecie liczb Ramseya do

liczb trojkolorowych i innych.

Definicja 1.1.4 Dla r = 2 oraz dowolnego ciggu liczb naturalnych ky, ko, . . ., k,, naj-
mniejszq liczbe naturalng n spetniajgceg warunek (x) nazywamy liczbg Ramseya i ozna-

czamy przez R(ky, ko, ... k).

O liczbach Ramseya czesto mowi sie w jezyku teorii grafow. Wéowcezas definicje 1.1.4

mozna przedstawi¢ rownowaznie nastepujaco:

Definicja 1.1.5 (Klasyczna liczba Ramseya) Klasyczna m-kolorowa liczba Ram-
seya R(Ky,, Ky, ..., K, ) to najmniejsza liczba naturalna n taka, Ze dla dowolnego
m-kolorowania krawedziowego grafu peinego G = K, istnieje 1, 1 < i < m takie, Ze

graf G zawiera podgraf izomorficzny z Ky,, ktorego wszystkie krawedzie sq¢ w kolorze 1.
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Ponadto rozpatruje sie wiele pokrewnych probleméw, gdzie w kolorowaniu krawedzio-
wym grafu petlnego K,, szukamy graféw innych niz graféw peilnych zadanego rozmiaru.

Liczby te sg zdefiniowane w nastepujacy sposob:

Definicja 1.1.6 Dla dowolnych grafow Hy, Hs, ..., H,, grafowa liczba Ramseya
R(Hy, Hs, ..., Hy,) to najmniejsza liczba naturalna n taka, ze dla dowolnego
m-kolorowania krawedziowego grafu pelnego G = K, istnieje i (1 < i < m) takie, Ze

graf G zawiera podgraf izomorficzny z H;, ktorego wszystkie krawedzie sqg w kolorze 1.

Badane sg takze inne warianty problemu. Mozna tu wymieni¢ m. in.: (a) krawe-
dziowg liczbe Ramseya, wprowadzona przez Erddsa, Faudree, Rousseau i Schelpa [9],
czyli problem polegajacy na wyznaczeniu najmniejszej liczby n takiej, ze istnieje graf
o n krawedziach, ktorego kazde kolorowanie krawedziowe zawiera podgraf izomorficzny
z H;, o krawedziach w kolorze ¢; (b) dwudzielna liczbe Ramseya, wprowadzona przez
Beineke i Schwenka [2] w 1975 roku - problem polegajacy na wyznaczeniu najmniejszej
liczby n takiej, ze dowolne kolorowanie krawedziowe pelnego grafu dwudzielnego K, ,,
zawiera podgraf izomorficzny z zadanym grafem dwudzielnym H;, ktorego wszystkie
krawedzie sa w kolorze i; (c¢) liczbe gérnego dominowania Ramseya u(m,n) taczaca
klasyczna liczbe Ramseya z parametrami dominowania graféw, zdefiniowana jako naj-
mniejsze takie p, ze dla dowolnego 2-kolorowania krawedzi grafu K, kolorem czerwonym
lub niebieskim, spetiony jest warunek I'(B) > m lub I'(R) > n; B i R oznaczaja pod-
graf grafu K, indukowany odpowiednio przez niebieskie i czerwone krawedzie, a I'(G)
to najwigkszy rozmiar minimalnego zbioru dominujacego grafu G (pierwotnie wersja
dla t-kolorowania zdefiniowana w [15]); (d) nieklasyczna mieszana liczba dominowania
Ramsey v(m, G) zdefiniowana przez Dzido i Zakrzewska [8] w 2009 roku jako najmniej-
sza taka mn, ze dowolne 2-kolorowanie krawedzi grafu petnego K, kolorem czerwonym
lub niebieskim spetnia warunek, ze ['(B) > m lub istnieje niebieska kopia grafu G,
gdzie B jest indukowanym podgrafem grafu K, przez niebieskie krawedzie. Te kilka
przyktadow pokazuje jak szerokag mamy game wariantéw liczb Ramseya.

Teoria Ramseya ma szerokie zastosowanie w réznych dziatach matematyki i in-
formatyki, mozna tu wymieni¢ teori¢ liczb, algebre, geometrig, topologie, logike oraz
teorie informacji. Jest przydatna przy budowie i analizowaniu réznego typu sieci komu-
nikacyjnych. Frederickson i Lynch [12] wykorzystali twierdzenie Ramseya w problemie

obliczen rozproszonych, Snir [23] zastosowal je do problemu przeszukiwania posorto-
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wanych tablic przy wykorzystaniu réznych modeli obliczen réwnolegtych. Z szerokim

zakresem zastosowan mozna sie zapoznaé¢ w przegladowej pracy Rosty [22].
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1.2 Liczby Ramseya on-line

W niniejszej rozprawie bedziemy zajmowaé si¢ liczbami Ramseya on-line taczacy-
mi ze soba teori¢ klasycznych liczb Ramseya, kolorowanie krawedziowe graféw i inne
zagadnienia kombinatoryki. Liczby Ramseya on-line zostaty wprowadzone niezaleznie
przez Becka [1] oraz Kurka i Rucinskiego [16]. Najtatwiej jest je zrozumieé rozpatrujac
gre, w ktoérej kazda runda polega na wskazaniu krawedzi przez jednego gracza - Bu-
downiczego oraz pokolorowaniu jej przez drugiego gracza - Malarke na jeden z dwoch
koloréw, czerwony lub niebieski. Celem Budowniczego jest zmuszenie Malarki do stwo-
rzenia monochromatycznej kopii wezesniej ustalonego grafu H w jak najmniejszej moz-
liwej liczbie ruchéw. Zaktadamy, ze gracze graja optymalnie czyli najlepiej jak mozna
w danym momencie i nie popetniajg btedéw. Malarka bedzie probowata przeszkodzié¢
Budowniczemu jak dtugo sie tylko da. Taka gre bedziemy nazywa¢ r(H)-gra (v(H, H)-
gra). Istnieje réwniez asymetryczna wersja tej gry, gdzie Malarka unika czerwonej kopii
grafu G lub niebieskiej kopii grafu H. Taka gre bedziemy nazywaé¢ (G, H)-gra. War-
toscia liczby Ramseya on-line jest minimalna liczba tur, w ktorej gra sie zakonczy.

Formalnie definicje tych liczb zapiszmy nastepujaco:

Definicja 1.2.1 (wersja symetryczna) Liczba Ramseya on-line oznaczana przez

r(H) =7(H,H) to minimalna liczba rund w 7(H)-grze.

Definicja 1.2.2 (wersja asymetryczna) Liczba Ramseya on-line oznaczana przez

(G, H) to minimalna liczba rund w 7(G, H)-grze.

Liczby Ramseya on-line byly szeroko rozwazane, aczkolwiek najprawdopodobnie;j
wyznaczanie doktadnych wartosci tych liczb jest trudniejsze niz wyznaczanie doktad-
nych klasycznych liczb Ramseya.

Najlepsze znane oszacowanie liczby 7(K}) przy stalej ¢ > 0 jest nastepujace:

M0 < F(K,) < t Tt

Autorem dolnego oszacowanie jest Alon (przedstawione jest ono w pracy [1]). Gérne

oszacowanie przedstawil Conlon [3]. W tej samej pracy Conlon udowodnit réwniez, ze

dla pewnej statej C' > 1 i nieskoriczenie wielu wartosci t, 7(K;) < C~° (T(;)).
Dla ogélnych graféw G, dolne oszacowanie dla 7(G) zostato pokazane przez Gryt-

czuka, Kiersteada i Pratata [14]:
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Twierdzenie 1.2.3 ([14]) Dla dowolnego grafu G zachodzi :
7(G) = B(G)A(G) = 1)/2 + e(G),
gdzie B(QG) to wielko$é najmniejszego pokrycia wierzcholkowego grafu G.

W prezentowanej rozprawie przedstawimy wyniki dotyczace liczby Ramseya online,

ktorych parametrami bedg grafy takich klas jak: Sciezki P,, cykle C,, oraz gwiazdy 5,,.
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1.3 Podstawowe pojecia teorii grafow

Definicja 1.3.1 Grafem G nazywamy pare G = (V(G), E(G)), gdzie V(G) jest skori-

czonym zbiorem wierzcholkow, E(G) C (‘2/) jest zbiorem krawedzi.

(g) oznacza zbiér wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru V. Zbior wierz-
chotkéw grafu G oznaczaé bedziemy przez V (G), zas zbior krawedzi przez E(G). Liczeb-
nosé¢ tych zbioréw bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio przez v(G) oraz e(G). Sasiedztwem
wierzchotka v € V(G) w grafie G nazywamy zbior wierzchotkéw Ng(v) = {u: {u,v} €
E(G)}. Elementy tego zbioru nazywamy sasiadami wierzchotka v, za$ jego moc stop-
niem wierzchotka v i oznaczamy deg.(v) = |Ng(v)|. Stopien minimalny w grafie G
oznaczamy Og = min{degs(v) : v € V(G)}. Analogicznie, stopieii maksymalny ozna-
czamy przez Ag = max{deg,(v) : v € V(G)}. W przypadku gdy jasne jest jakiego

grafu dotycza powyzsze parametry, bedziemy pomijali G w indeksie dolnym.

Definicja 1.3.2 Graf G nazywamy reqularnym stopnia r, jezeli wszystkie jego wierz-

cholki sq stopnia r.

Definicja 1.3.3 Graf G nazywamy spojnym, jesli dla kaidego podzbioru zbioru wierz-
chotkow V (G) na dwa niepuste podzbiory Vi(G) i Va(G) istnieje krawed? {vy,va} taka,

ze vy € V] oraz vy € V.

Innymi stowy, grafem spdjnym nazywamy graf, w ktorym jest mozliwe przejscie

pomiedzy kazda para wierzchotkdw.

Definicja 1.3.4 Graf H jest podgrafem grafu G (oznaczamy H C G), jezeli V(H) C
V(G) oraz E(H) C E(G).

Definicja 1.3.5 Podgraf indukowany przez zbior wierzchotkéw A C V(G) oznaczamy
G[A] i jest to graf (A, E'), gdzie E' = E(G) N (A).

2

Definicja 1.3.6 Grafy G oraz Gy nazywamy izomorficznyma, jezeli istnieje bijekcja

h:V(Gy) — V(Gy) taka, Ze Vyevianiu, v} € E(G1) <= {h(u),h(v)} € E(Gs).

Definicja 1.3.7 Dopelnieniem grafu G = (V, E) jest graf (V, (g) — E(Q)), oznaczany

przez G.
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Definicja 1.3.8 Dla grafow G i H, symbolem G + H oznaczamy graf o zbiorze wierz-
cholkow V(G) UV (H) oraz zbiorze krawedzi E(G) U E(H) U {{u,v} :u € V(G) Av €
V(H)}

Definicja 1.3.9 m-kolorowaniem krawedziowym grafu G = (V, E) nazywamy dowolng
funkcje f : E(G) — {1,2,...,m}. Jezeli f(e) = i to mowimy, Ze krawedZ e jest

pokolorowana kolorem 1.

Definicja 1.3.10 Grafem petnym K,, nazywamy graf o n wierzchotkach oraz zbiorze

krawedzi E(K,) = (V(é(")).

Definicja 1.3.11 Graf K,, ,,, nazywamy grafem petnym dwudzielnym wtedy 1 tylko wte-
dy7 gdy Kn,m = ?n + Kim

Definicja 1.3.12 Drzewem T, nazywamy n-wierzchotkowy graf spojny, ktory nie za-

wiera cykli (jest acykliczny).

W prezentowanej rozprawie omawiamy liczby Ramseya on-line, ktérych parametra-

mi sg grafy réznych klas. Klasy te zdefiniowane sg ponizej.

Definicja 1.3.13 Cyklem C,, nazywamy spojny, reqularny graf stopnia drugiego o n

wierzchotkach.

Definicja 1.3.14 Sciezkq P, nazywamy graf powstaly z cyklu C,, po usunieciu dowolnej

krawedzi.

Definicja 1.3.15 Guwiazdg S, nazywamy graf petny dwudzielny K, . Drzewo z jednym

wierzchotkiem wewnetrznym @ n liséma.

10
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Rozdziat 2

Liczby Ramseya on-line dla Sciezek

Py

2.1 Znane wyniki

W rozdziale tym bedziemy zajmowaé sie liczbami Ramseya on-line dotyczacymi
symetrycznej i asymetrycznej gry opartej na Sciezkach P,. Wydawa¢ by sie mogto, ze
Sciezki P, sg grafami ”prostymi” do rozpatrzenia w grze Ramseya on-line, ale juz w tym
przypadku znanych jest tylko kilka doktadnych wartosci. Latwo mozemy zauwazy¢, ze
7(P,) = 2n — 3. Wynika to z prostej obserwacji, ze Malarka moze najpierw bezpiecznie
(nie utworzy Sciezki P,,) pokolorowaé n—2 wskazane krawedzie na czerwono a nastepnie
n — 2 krawedzie na niebiesko. Najlepsze, znane ograniczenie liczby Ramseya on-line dla
Sciezek P, w przypadku gry symetrycznej udowodnili Grytczuk, Kierstead i Pratat
w [14]:

Twierdzenie 2.1.1 ([14]) Dlan > 2, mamy 2n — 3 < 7(P,) < 4n —T.
Roéwniez w przypadku asymetrycznej gry:
Twierdzenie 2.1.2 ([14]) Dla wszystkich k,l € N, mamy
k4+1—1<7(Pg1, Py1) <2k+20—3.

Rozpatrujac liczby Ramseya on-line dla $ciezek P, w przypadku gry niesymetrycz-
nej mamy niewielka wiedza o ogélnych ograniczeniach. Cyman, Dzido, Lapinskas i Lo

w [5] udowodnili nastepujace wtasnosci:

11
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Twierdzenie 2.1.3 ([5]) Dlan > 2, mamy 7(Ps, P,y1) = [5n/4].
Twierdzenie 2.1.4 ([5]) Dlan > 2, mamy (Tn+2)/5 < 7(Py, Pyy1) < (Tn+52)/5.

Ponizsza tabela prezentuje znane wartosci liczb Ramseya on-line dla matych Sciezek

zaréwno w przypadku symetrycznej jak i asymetrycznej gry:

n\m | 2 3 4 5) 6 7 8 9

2 |16

3 | 21 | 3]

4 || 3[P] | 4[P] | 5[G]

5 | 4[P] | 5(P] | 6[P] | 7[G]

6 | 5P| 7P | 8P | 9P | 10[G]

7 | 6P | 8[P] | 9[P] | 10[P] 11[P]| 12[P]

s | 7(p) | o[p) | 11[P)| 12[P)| 13[P) 14[P)| 15[P]

o | 8[P] | 10[P)| 12[P]| 13[P] 14[P]| 15[P) 16]P)| 17[P]

Tabela 2.1: Znane wartosci liczb Ramseya on-line dla Sciezek P,.

Wiyniki oznaczone jako [G] mozemy znalez¢é w pracy [14] zas przez [P] w pracach [19]
oraz [20].

W pracy [5] postawiono ciekawa hipoteze, a mianowicie:
Hipoteza 2.1.5 Dla wszystkich n > 3, mamy 7(Py, Poy1) = [(Tn +2)/5].

Poréwnujac znane wartosci liczb 7(Py, P,11), ktére zawarte sa w tabeli 2.1 jak np.
F(Py By) = [(7-5+2)/5] = [£] = 8 cay 7(Py, P) = [(7-7+2)/5] = [2] = 11, wi
dzimy ze hipoteza 2.1.5 zachodzi dla tych wartosci. Kolejne znane wyniki dla dtuzszych

Sciezek, rowniez daja potwierdzenie tej hipotezy.
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2.2 Nowe wyniki

Prezentacje nowych wynikéw zaczniemy od lematu.
Lemat 2.2.1 f(P4, Pn> < f(P4, PL%J) + f(P4, Pf%1) + 3.

Dowad. Strategia Budowniczego polega na tym, aby otrzymac¢ dwie wierzchotkowo-
roztaczne niebieskie $ciezki PL% | oraz P[% Przy uzyciu co najwyzej f(P4,PL% |) oraz
odpowiednio 7( Py, Prn1) ruchéw dla utworzenia kazdej z nich. Nastepnie fatwo mozemy
zauwazy¢, ze Budowniczy potrzebuje co najwyzej trzech rund gry, aby wymusi¢ na
Malarce takie pokolorowanie potaczenia koncow tych sciezek, ze powstanie niebieska
Sciezka P, lub czerwong Sciezke Py. Wystarczy, ze w pierwszym ruchu potaczy krawedzia
wierzchotki poczatkowe sciezek Pz oraz Pray - Malarka musi uzy¢ koloru czerwonego,
w przeciwnym wypadku powstanie niebieska sciezka P,. W drugim ruchu Budowniczy
potaczy krawedzia wierzchotki koncowe obu Sciezek a Malarka jest zmuszona postepi¢
jak w rundzie pierwszej. W trzeciej turze Budowniczy potaczy krawedzia poczatkowy
wierzchotek Sciezki Pz z konicowym wierzchotkiem sciezki Pray. Jakiegokolwiek koloru
uzyje Malarka, uzyskamy niebiesks Sciezke P, lub czerwong Sciezke Pj.

O

Z lematu 2.2.1 otrzymujemy 7(Py, Pig) < 27(Py, P5)+3 = 2:6+3 = 15. Jesli Budow-
niczy realizujac swoja strategie bedzie bardziej ”ostrozny” w taczeniu obu krétszych,

niebieskich Sciezek niz w lemacie 2.2.1, otrzymamy doktadng wartos¢ liczby Ramseya

online f(P4, Pl()).
Twierdzenie 2.2.2 (Dzido, Zakrzewska [7]) 7(Py, Piy) = 13.

Dowdd. Bezposrednio z twierdzenia 2.1.4 otrzymujemy 7( Py, Pjg) > 13. Zatem wy-
starczy udowodnié, ze Budowniczy moze wygraé 7( Py, Pig)-gre w ciagu 13 rund.

Niech strategia Budowniczego w 7( Py, Pig)-grze polega na tym, ze zaczyna od ro-
zegrania dwoch niezaleznych 7( Py, Ps)-gier. Pamietajmy, ze zaréwno Budowniczy jak
i Malarka graja optymalnie. Malarka chce uniknaé¢ czerwonej $ciezki Py, wiec Budow-
niczy wymusi na Malarce stworzenie dwoch oddzielnych niebieskich P5. Na poczatku
zauwazmy, ze jesli Budowniczy byt w stanie skonstruowaé niebieska Ps w co najwyzej
pieciu rundach, a nastepnie wymusi¢ drugg niebieska Ps w co najwyzej pieciu ruchach,
to stosujac podobne rozumowanie jak w dowodzie lematu 2.2.1 mamy wynik. Oczy-
wiscie otrzymanie kazdej z obu niezaleznych niebieskich $ciezek Ps w pieciu ruchach

oznaczatoby, ze Malarka nie gra optymalnie (7(Py, Ps) = 6).
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Rozpatrzmy zatem bardzo starannie opisana przez Pralata w [19] strategie dla
7( Py, Ps)-gry, z ktorej skorzysta Budowniczy w obu niezaleznych 7( Py, Ps)-grach.

W strategii tej, Budowniczy zaczyna od wskazania $ciezki Py w pierwszych 3 run-
dach, dla ktorej to dopuszczalne sg cztery nieizomorficzne pokolorowania tejze $ciezki.
Pierwszy wariant to wszystkie krawedzie niebieskie - bbb. Drugi wariant w kolejnosci
kolorowania krawedzi: czerwona, czerwona, niebieska - rrb. Trzeci wariant to w kolej-
nosci niebieska, niebieska, czerwona bbr oraz ostatni przypadek - niebieska, czerwona,
niebieska - brb. Wykluczamy rrr gdyz jest to czerwona P, oraz wykluczamy mozliwos¢
pokolorowania w kolejnosci czerwona, niebieska, czerwona - rbr z tego wzgledu, iz jak
pokazuje Pralat w [19], takie pokolorowanie stwarza dla Malarki strategie tzw. ”prze-
trwania” do konca szostej rundy, tzn. Budowniczy moze nie wymusi¢ na Malarce ani
czerwonego P, ani niebieskiego Ps; w pieciu ruchach. By uniknaé¢ rbr mozemy postuzy¢
sie strategia przewidziana dla Budowniczego w przypadku liczby 7(Ps, Ps) i opisang
w [19]. Pokolorowanie wyjsciowych $ciezek uktadem kolorystycznym bbb, rrb, bbr oraz
brb pozwala Budowniczemu uzyskaé¢ w kolejnych trzech rundach niebiesky $ciezke Ps
badz czerwona Pj.

Wynikiem takiego wyboru sposobu zagrania przez Budowniczego w 7( Py, Ps)-grze
jest powstanie jednej z pieciu nieizomorficznych struktur nazwanych S; dlat=1,...,5,
przedstawionych na rysunku 2.1. Litery b, r to kolory poczatkowej $ciezki P, a cyfry
4,5,6 oznaczaja trzy ostatnie rundy 7(Py, Ps)-gry. Cyfra w kotku oznacza, ze w tej

rundzie Malarka ma swobode kolorowania i rozpatrujemy oba przypadki.

5

b 6 6] I b
b b 4 5
S w przypadku bbb Sy w przypadku r7b
o D
6 5 @ b L 6
«
b b b 5
Sy w przypadku bbr S3 w przypadku bbr
5
b 6 b 6
5 b @ b
Sy w przypadku brb S5 w przypadku brb

Rysunek 2.1: Wszystkie mozliwe struktury dla 7( Py, Ps)-gry.

Zauwazmy, iz w przypadku poczatkowego pokolorowania Sciezki P, uktadem rrb
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oraz w jednym przypadku pokolorowania w kolejnosci bbr, uzyskujemy te sama struk-
ture So. Wynik pokolorowania we wszystkich pieciu strukturach jest niezalezny od
sposobu postepowania przez Malarke.

Przypomnijmy zatem, ze poczatkowa strategia Budowniczego w 7( Py, Pyp)-grze po-
lega na zastosowaniu strategii 7( Py, Ps)-gry opisanej w [19] w dwdch odzielnych grach.
Pozostato wykazaé, iz wystarczy 1 ruch, aby potaczy¢ struktury S; uzyskane w tych

oddzielnych grach aby uzyskac¢ niebieska Pjy. Rozpatrzmy nastepujace lematy:

Lemat 2.2.3 Niech w(Py, Pig)-grze Budowniczy otrzyma strukture Sy lub Ss w pierw-
szej T(Py, Ps)-grze. Wowczas niezaleznie od uzytej przez Malerke strategii w drugiej
7(Py, Ps)-grze, po zakoriczeniu tej partii i wykonaniu jednego ruchu otrzymamy albo

czerwong kopie Py albo niebieskq kopie Pyg.

Dowdd. Budowniczy taczy krawedzig koncowy wierzchotek czerwonej $ciezki Ps,
ktory jest jednoczesnie koncowym wierzchotkiem niebieskiej Ps w Sy lub S5 z kon-
cowym wierzchotkiem niebieskiej P; w strukturze S; dla i = 1,2,3,4,5 uzyskanej w
drugiej 7(Py, Ps)-grze. Niezaleznie od uzytego przez Malarke koloru niebieskiego czy
czerwonego do pokolorowania tej krawedzi, uzyskamy albo czerwona P, albo niebieska

PlO-

Sl SS

51 S5

Sl SS

Py
@
N
N
N
N
I\I”{ QMI/.\I"’
@ N =
*—o—9 @ @
Py
N N N N
N
N
N
N
N N
N
AN VAN
@ N =
*—o—0 L 4 @

Sl S4 Ss S4

51 S5 S5 SS

Rysunek 2.2: Wszystkie warianty tur 7(Py, Pyo)-gry z lematu 2.2.3.
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Wszystkie warianty tur gry z lematu 2.2.3 przedstawia rysunek 2.2. Ostatni, nieza-
lezny od koloru ruch Malarki jest zaznaczony przerywana linig.

O

Lemat 2.2.4 Niech w 7(Py, Pyp)-grze Budowniczy otrzyma strukture Sz lub Sy w oby-
dwu 7(Py, Ps)-grach. Wéwczas niezaleznie od uzytego przez Malerke koloru do poko-
lorowania krawedzi tgczgeej obie struktury, otrzymamy albo czerwong kopie P, albo

niebieskq kopie Pyg.

Dowdd. Budowniczy taczy krawedzig koncowy wierzchotek niebieskiej $ciezki Ps,
ktory jest jednoczesnie srodkowym wierzchotkiem czerwonej Sciezki P3, w pierwszej
7( Py, Ps)-grze z analogicznym wierzchotkiem uzyskanym w drugiej 7( Py, Ps)-grze. Nie-
zaleznie od uzytego przez Malarke koloru do pokolorowania tej krawedzi, otrzymujemy

czerwong P, albo niebiesky Pjq.
Ss Ss S4 Sa
Ss Sq Sq Ss
Rysunek 2.3: Warianty tur gry z lematu 2.2.4.

Warianty tur gry z lematu 2.2.4 przedstawia rysunek 2.3. Ostatni, niezalezny od
koloru ruch Malarki jest zaznaczony przerywana linig.

O

Pamietajac, ze struktura Sy moze wystapi¢ w 7( Py, Ps)-grze zarowno przy starto-

wym uktadzie rrb jak i bbr rozpatrzmy:

Lemat 2.2.5 Niech w 7(Py, Pig)-grze Budowniczy uzyska uktad rrb lub bbr w trzech
ruchach w obu 7(Py, Ps)-grach. Wéwczas po kolejnych siedmiu rundach gry otrzyma

czerwong Sciezke Py lub niebieskq Pyg.

16


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Dowdd. Istnieja tylko trzy mozliwe przypadki pokolorowania, ktérych moze dokonaé
Malarka.

Przypadek 1 Budowniczy w pierwszych trzech rundach w obu 7(Py, Ps)-grach
uzyskat uktad rrb.
Niech oba uktady beda oparte na wierzchotkach odpowiednio: vovv9v3 oraz v v5v6V7.
Budowniczy tworzy krawedzie: vgvs, voUs, U409y, Vglg, V15, UgUs 1 V104 PIZY CZyM Vg OTaZ
vg 83 nowymi wierzchotkami. Jesli Malarka, ktérakolwiek z tych krawedzi pokoloruje
na czerwono, wowczas powstanie czerwona $ciezka Py. Zatem wszystkie te krawedzie
jest zmuszona pokolorowac na niebiesko. Lacznie po 13 rundach gry powstaje niebieska
Sciezka Py oparta na wierzchotkach vsvovgvgusvivsv9ugvr. Powyzszy przypadek obra-
zuje rysunek 2.4, na ktorym cyfry przy krawedziach oznaczaja kolejno wykonywane

ruchy.

vy vs Vg vy

Vo V1 Uy Vs

Rysunek 2.4: Niebieska sciezka Py w Przypadku 1 dowodu lematu 2.2.5.

Przypadek 2 Budowniczy w jednej 7( Py, Ps)-grze uzyskal uktad rrb, zas w drugiej,
uktad bbr.
Niech pierwszy uktad bedzie oparty na wierzchotkach vovivov3, natomiast drugi na
v4U506v7. Budowniczy najpierw tworzy pie¢ krawedzi voug, vovs, vovs, V106 1 V107, gdzie
ponownie vg oraz vg sg nowymi wierzchotkami. Jesli Malarka, ktorakolwiek z tych kra-
wedzi pokoloruje na czerwono, uzyskamy czerwong Sciezke P,. Zatem Malarka musi
pokolorowaé¢ wszystkie te krawedzie na niebiesko. Nastepnie Budowniczy tworzy kra-
wedz vgvg. Jesli Malarka uzyje ponownie koloru niebieskiego, uzyskamy niebieska $ciez-
ke Py - v9UgUaU300U4 V5V V7 - podprzypadek 2.1. Przy pokolorowaniu tej krawedzi na
czerwono - podprzypadek 2.2, Budowniczy tworzy krawedz v;vg. Pokolorowanie tej kra-
wedzi na czerwono daje czerwong $ciezke P, oparta na wierzchotkach vgvrvgvg. Przez
niebieskie pokolorowanie uzyskamy niebieska Pjg - vg02030904050601U709. Oba podprzy-
padki obrazuje rysunek 2.5, na ktorym cyfra w koétku oznacza, ze w tym ruchu Malarka

ma swobode kolorowania i rozpatrujemy oba przypadki.
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Podprzypadek 2.1 Podprzypadek 2.2

Rysunek 2.5: Niebieska $ciezka Py powstata w podprzypadkach przypadku 2 dowodu
lematu 2.2.5.

Przypadek 3 Budowniczy w obu 7( Py, Ps)-grach uzyskal uktad bbr.
Niech oba uktady beda oparte na wierzchotkach odpowiednio: vovv9v3 oraz v vsv6V7.
Budowniczy tworzy wpierw krawedzie vovr, v3vg oraz vsvy. Jesli Malarka, ktorakolwiek
z tych krawedzi pokoloruje na czerwono, wowczas powstanie czerwona $ciezka Py. Za-
tem wszystkie musza zostaé niebieskie. Nastepnie Budowniczy tworzy krawedzie vgvg
oraz v4vg, Przy czym vg i vg stanowia nowe wierzchotki. Jesli Malarka pokoloruje obie
te krawedzie na niebiesko, powstanie niebieska Sciezka Py - vg0gv1V207U306V5V4Vg - pod-
przypadek 3.1 na rysunku 2.6. Jesli pokoloruje obie na czerwono, wéwczas Budowniczy
tworzy krawedzie vgvg 1 v4vg Wymuszajac niebieska Pjg - vgUgU102070306V504V8 - pod-
przypadek 3.2 na rysunku 2.6. Zat6zmy zatem, ze Malarka koloruje krawedz vovg na
czerwono, natomiast v4v9 na niebiesko. Budowniczy tworzy krawedz vgvyg, gdzie vyg jest
nowym wierzchotkiem, kt6rg Malarka musi pokolorowaé na czerwono (w przeciwnym
wypadku powstanie niebieska Pjg). Krawedz vgvg konezy podprzypadek 3.3. Jakiekol-
wiek jej pokolorowanie powoduje uzyskanie w sumie w 13 ruchach czerwonej Sciezki P,

lub niebieskiej P - vgUgU4V506U3U7U20V1Vg.

(7 Us Ve (%A V4 Vs Ve vr Vg Vs Ve (%rd
5} 5} 5}
Vs Vg 2 3 Vg 2 3 Vs N9 V1o 2 3
7 6
6
Vo (%1 V2 V3 Vo (%1 V2 V3 Vo V1 (%] Vs
Podprzypadek 3.1 Podprzypadek 3.2 Podprzypadek 3.3

Rysunek 2.6: Niebieska $ciezka Py powstata w podprzypadkach przypadku 3 dowodu
lematu 2.2.5.
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Lemat 2.2.6 Niech w 7(Py, Pig)-grze Budowniczy uzyska uktad rrb lub bbr w trzech
ruchach w pierwszej 7(Py, Ps)-grze oraz uktad bbb lub brb w trzech ruchach drugiej
7(Py, Ps)-gry. Wowczas w kolejnych siedmiu rundach gry otrzyma czerwong Sciezke Py

lub niebieskq Py.

Dowdd. Kontynuujac druga z 7( Py, Ps)-gier, Budowniczy wymusi na Malarce takie
pokolorowanie, ze uzyskamy jedna ze struktur: Sy, Sy lub Ss. Jedli beda to struktury
Sy lub S5, to wystarczy w pierwszej 7(Py, Ps)-grze uzyskaé¢ niebieska Ps. Wiemy, ze
wychodzac od uktadu rrb, chcac uzyskaé niebieska $ciezke Ps dochodzimy do struktu-
ry So. Wowcezas na podstawie lematu 2.2.3 konczymy gtowna gre. Jesli natomiast w
pierwszej grze zaczniemy od uktadu bbr cheac uzyskaé niebiesks sciezke Ps dochodzimy
do struktury S, lub S3. Jezeli w drugiej grze uzyskamy struktury S; lub Ss, to rowniez
na podstawie lematu 2.2.3 konczymy gtownag gre.

Jesli zag w drugiej grze uzyskamy strukture Sy, wéwczas Budowniczy potrzebuje juz
tylko czterech ruchéw do zakonczenia 7( Py, Pig)-gry. Mozliwe pokolorowania w tych
czterech ostatnich ruchach obrazuje rysunek 2.7. Uzyskujemy dwa przypadki, przy
czym drugi przypadek dzieli sie na dwa podprzypadki. Krawedz oznaczona przerywana
linig obrazuje ostatnie kolorowanie. Bez wzgledu na wyboér czerwonego lub niebieskiego
koloru przez Malarke uzyskamy czerwona P, lub niebieskg Pjy. Krawedz oznaczona
cyfra w kétku pokazuje mozliwo$é pokolorowania jednym lub drugim kolorem tworzac

wspomniane podprzypadki.

b 3

| @
1

S4 S4
Przypadek 1 dla rrb Podprzypadek 2.1 dla bbr Podprzypadek 2.2 dla bbr

Rysunek 2.7: Mozliwe 4 ostatnie kolorowania w obu 7( Py, P5)-grach dla lematu 2.2.6
przy strukturze Sy.

Na rysunku 2.7 ostatni ruch Budowniczego zaznaczony jest przerywana linia.
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Biorac pod uwage, ze wartos¢ 7( Py, Ps) = 6 oraz fakt, ze lematy 2.2.3, 2.2.4, 2.2.5
oraz 2.2.6 wyczerpuja mozliwe pokolorowania w 7( Py, Ps)-grze, uzyskujemy gorne ogra-
niczenie dla 7( Py, Pyp)-gry a mianowicie 7(Py, Pig) < 13. Przypomnijmy, Ze z twierdze-
nia 2.1.4 mamy 7(Py, Pi3) > 13, co konczy dowdd twierdzenia o doktadnej wartosci
liczby Ramseya online 7(Py, Pi3) = 13.

O

Pokazemy teraz, ze Budowniczy moze wyegzekwowaé albo dtuzsza niebieska Sciezke

albo czerwong Sciezke P, poprzez proste rozszerzenie niebieskiej Sciezki.

Lemat 2.2.7 Niech @ bedzie nietrywialng niebieskq Sciezkq, o wierzchotkach odpo-
wiednio poczgtkowym a @ koncowym b. Wowczas Budowniczy moze wymusic na Malarce
takie pokolorowanie krawedzi, Ze uzyskamy czerwong $ciezke Py lub niebieskq Sciezke o

dlugosci e(Q) + 1 w co najwyzej trzech ruchach.

Dowdéd. Niech c i d beda nowymi wierzchotkami. Wéwczas Budowniczy stworzy
krawedzie ac, bd oraz bc. Jesli, ktorakolwiek z tych krawedzi Malarka pokoloruje na
niebiesko, otrzymamy niebieska $ciezke dtuzsza od wyjsciowej Sciezki Q o 1. W ta-
kim razie, aby tego unikna¢ Malarka pokoloruje wszystkie te krawedzie na czerwono,
tworzac czerwong $ciezke Py. Na ponizszym rysunku 2.8 ostatni ruch Budowniczego
zaznaczony jest przerywang linia. W przypadku uzycia czerwonego koloru mamy w
co najwyzej trzech ruchach czerwong P,, w przypadku niebieskiego koloru wydtuzymy

niebieska Sciezke Q) o 1.

Rysunek 2.8: Utworzenie niebieskiej Sciezki o dtugosci e(Q) + 1.
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Twierdzenie 2.2.8 (Dzido, Zakrzewska [7]) 7(Py, P1) = 15.

Dowdd. 7 twierdzenia 2.1.4 mamy: 7(Py, P11) > 15. Wystarczy zatem pokazaé, ze

Budowniczy moze wygraé¢ 7( Py, P11)-gre w 15 rundach.

Budowniczy zaczyna od 7( Py, Pio)-gry, aby w co najwyzej 13 ruchach wymusi¢ nie-

bieska Sciezke Pyg. Jezeli Budowniczy osiggnie ten cel w 12 lub mniejszej ilosci tur, to

korzystajac z lematu 2.2.7 konczymy gre w co najwyzej 15 ruchach. Pozostaje zatem

rozpatrzy¢ przypadek uzyskania niebieskiej Sciezki Py w startowej grze 7(Py, Pig), W

doktadnie 13 ruchach. Stosujac strategie opisang w dowodzie twierdzenia 2.2.2 udo-

wodnimy, ze w kazdym z przypadkéw rozwazanych w lematach: 2.2.3, 2.2.4, 2.2.5 oraz

2.2.6 wystarcza dwa ruchy, aby wymusi¢ na Malarce takie kolorowanie, ze uzyskamy

czerwong Sciezke P, lub niebieska Pj;. W tym celu analizujemy doktadnie przypadek

po przypadku ostatnie dwa ruchy co przedstawiamy na rysunku 2.9.

14

AN

Przypadek 1 dla lematu 2.2.5.

Przypadek 1 dla lematu 2.2.6.

Rysunek 2.9: Wszystkie

wspoélna
czesé
Sy lub Sy

Py
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Przypadek 2a dla lematu 2.2.5.
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Przypadek 2a dla lematu 2.2.6.

S3

Przypadek 2b dla lem

wspolna

czesé

lub S,

atu 2.2.5.

Przypadek 3b dla lem

N
15~ |14
N\,

atu 2.2.5.
>

Przypadek 2b dla lem

atu 2.2.6.

mozliwe struktury kolorowan w strategii dla 7( Py, Piq).
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Ostatni, pietnasty badz w niektorych przypadkach czternasty ruch jest zaznaczony
przerywana linig. Przypadek drugi dla lematu 2.2.5 poprzez mozliwo$¢ pokolorowania
krawedzi w trzynastym ruchu w dowolny sposob, powoduje podzial na podprzypadki.

Na rysunku wyrazamy to poprzez zapisanie liczby trzynscie w kotku.

0
Stosujac lemat 2.2.1, twierdzenia 2.2.2 i 2.2.8 oraz znane liczby 7(Py, Pz ) dla 12 <
n < 18 (tabela 2.1), otrzymalismy nowe gérne ograniczenia liczby 7(Py, P,) dla 12 <
n < 22. Zestawienie gérnych ograniczen wynikajacych z twierdzenia 2.1.4 oraz nowych

goérnych ograniczen prezentujemy w ponizszej tabeli 2.2.

liczba z twierdzenia 2.1.4 z lematu 2.2.1
7(Py, P1o) <25 < 18 (z lematu 2.2.7)
7(Py, Pi3) <27 < 20
7(Py, P14) < 28 <21
7(Py, Pr5) < 30 < 23
7(Py, Pis) <31 < 25
7(Py, Pi7) < 32 < 26
7(Py, Pig) < 34 <27
7(Py, Pig) < 35 < 28
7(Py, Py) < 37 <29
7(Py, Py1) < 38 <31
7(Py, Pay) < 39 <33

Tabela 2.2: Znane i nowe gérne oszacowania liczby 7(Py, P,) dla 12 < n < 22.
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Rozdziat 3

Liczby Ramseya on-line dla gwiazd

Sn 1 Sciezek P

3.1 Znane wyniki

W podrozdziale tym przedstawimy dotychczas osiagniete wyniki dotyczace liczby
Ramseya on-line w asymetrycznej grze, a mianowicie dla gwiazd S, i Sciezek P;. Nato-
miast w podrozdziale 3.2 - nowe wyniki. Przypomnijmy, poniewaz w literaturze przez
S, rozumiany jest graf zwany gwiazda zaréwno oparty na n wierzchotkach jak i graf
oparty na n krawedziach, ze w rozprawie przyjmujemy notacje taka jak w pracy [24]
Song, Wang i Zhang, tzn. gwiazdy S,, opartej na n krawedziach pelnego grafu dwu-
dzielnego K ,,.

W pracy [14], J. Grytczuk, H. Kierstead i P. Pratat rozwazyli 7#(S,,, H) - gre, gdzie

H oznacza dowolny graf. Udowodnili dolne ograniczenie dla tej liczby Ramseya on-line.

Twierdzenie 3.1.1 ([14]) Niech H bedzie dowolnym grafem, S, gwiazdg o n krawe-
dziach. Wéwezas 7(S,, H) > 3(H)n + e(H),
gdzie przez B(H) rozumiemy liczbe pokrycia wierzcholkowego, definiowanqg jako nag-

mmniejszq liczbe wierzchotkow pokrywajgcq wszystkie krawedzie grafu H.

W tej samej pracy, ci sami autorzy podali rowniez gbérna granice tej liczby Ramseya

on-line, przy zachowaniu pewnych ograniczen dla grafu H.

Twierdzenie 3.1.2 ([14]) Gdy graf H jest dowolnym drzewem T, cyklem C,, lub klikq
Ky, wowczas 7(Sp, H) < (n+1) - e(H).
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Oba ograniczenia stanowiag dos¢ ogdlne granice rozpatrywanych tu liczb Ramseya
on-line. Bardziej szczegdtowe, gdyz dla konkretnych grafow, ale mniej ogdlne gorne
ograniczenie znajdziemy w pracy [18]. Latip i Tan stosujac metode indukcji matema-

tycznej, pokazali prawdziwos¢ ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 3.1.3 ([18]) Dial > 2 mamy 7(Ss, P,) < {W;DJ 19

Ponadto, uwzgledniajac, ze graf Sy = Ps, ponizsze twierdzenie 3.1.4 wraz z dowodem
jest alternatywne do udowodnionego przez J. Cyman, T. Dzido, J Lapinkas i A. Lo

twierdzenia 3.1.5

Twierdzenie 3.1.4 ([18]) Dlal > 2 mamy 7(S2, P,) = [@W

Twierdzenie 3.1.5 ([5]) Dia | > 2 mamy (P, B) = [ 22,

Gordinowicz oraz Pratat [13] badajac miedzy innymi oszacowania 7(Kj, K;) dla
3 < k <1< 10 przy uzyciu algorytmu komputerowego, uzyskali réwniez nastepujace
wyniki 7(S3, P3) = 4 oraz 7(S5, Py) = 6.

W dalszej czesci rozdzialu poprawimy oszacowanie z twierdzenia 3.1.3 oraz udo-

wodnimy doktadna wartosé 7(Ss, Ps) = 7.
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3.2 Nowe wyniki

Po przeprowadzeniu bardzo doktadnej analizy sposobu dowodzenia twierdzenia 3.1.3

wraz z Dzido udalo sie doprecyzowaé gorne oszacowanie liczby Ramseya on-line 7(S3, P11).

Twierdzenie 3.2.1 (Dzido, Zakrzewska) Dia l > 3 mamy

7S5, ) < @(1 )+

Dowdd. Z analizy pracy [18] wiemy, ze przyjecie przez Budowniczego strategii po-
legajacej na przedtuzeniu prostej niebieskiej $ciezki P, o 3 w pieciu ruchach nie zawsze
przynosi potrzebny efekt. Jednak, jesli Sciezka ta bedzie "bogatsza” o pewne wtasci-
wosci, takie wydtuzenie rozpatrywanej $ciezki o 3 w pieciu ruchach jest mozliwe. W

tym celu zdefiniujmy nastepujace struktury, ktérych podstawsg jest niebieska Sciezka P,.

Definicja 3.2.2 Pokolorowany dwoma kolorami graf ztoZony z niebieskiej sciezki P,
oraz czerwonej krawedzi majgcej jeden wspdlny wierzcholek ze Sciezkq P, (nie bedacy
Zadnym koricem Sciezki P,), za$ drugi poza tg Sciezkq, nazywamy strukturg PF opartg

na $ciezce P.

B

Rysunek 3.1: Przyktad struktury PF opartej na $ciezce P,.

Definicja 3.2.3 Pokolorowany dwoma kolorami graf ztoZony z niebieskiej sciezki P,
oraz dwoch czerwonych krawedzi, takich ze jedna z nich tgczy konce sciezki Py, za$ druga
taczy jeden koniec miebieskiej Sciezki z sgsiadem jej drugiego wierzchotka koncowego,

nazywamy strukturg PC' opartg na Sciezce P,.
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B

Rysunek 3.2: Przyktad struktury PC opartej na Sciezce P.

Definicja 3.2.4 Pokolorowany dwoma kolorami graf ztozony z niebieskiej Sciezki P
oraz czerwonej krawedzi, majgcej wspolny wierzchotek z jednym z koncéw niebieskiej

sciezki, za$ drugi poza Sciezkq, nazywamy strukturg PEC opartq na Sciezce P.

Rysunek 3.3: Przyktad struktury PEC opartej na $ciezce P,.

Definicja 3.2.5 Graf bedgcy niebieskq Sciezkq Py (posiada jedng krawedZ wiecej niz

potrzeba) nazywamy strukturg PZ opartg na Sciezce Pi.

P

Rysunek 3.4: Przyktad struktury PZ opartej na Sciezce Py 1.

Nastepnie rozpatrzmy nastepujace lematy:

Lemat 3.2.6 Rozpoczynajgc gre od struktury PF' opartej na niebieskiej Sciezce P, w

co najwyzej pieciu ruchach otrzymamy ktorgs z ponizszych struktur:
o graf zawierajgcy strukture PF opartg na niebieskiej sciezce Ppys,
o graf zawierajgcy strukture PC' opartg na niebieskiej Scieice Py 3,

o graf zawierajgcy strukture PEC opartqg na niebieskiej Sciezce Ppys,
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o graf zawierajgcy strukture PZ opartg na niebieskiej $ciezce Py,

e czerwong gwiazde Ss.

Dowadd. Startujemy majac juz kolorowanie jak w strukturze PF. Budowniczy taczy
krawedzig wierzchotek czerwonej krawedzi nienalezacy do niebieskiej $ciezki P, z po-
czatkowym wierzchotkiem niebieskiej Sciezki. Mozemy wyr6zni¢ tu dwa mozliwe przy-
padki w zaleznosci od koloru wybranego przez Malarke, przy czym w drugiej sytuacji
mamy dwa podprzypadki.

Przypadek 1 W tym przypadku zat6zmy, ze Malarka maluje te krawedZ na czer-
wono (por. rysunek 3.5). W kolejnej turze Budowniczy taczy ten sam wierzchotek czer-
wonej krawedzi z koncowym wierzchotkiem Sciezki P, Malarka maluje te krawedz na
niebiesko, unikajac czerwonej S3. W trzeciej turze Budowniczy ponownie wychodzi od
tego samego wierzchotka czerwonej krawedzi i taczy go krawedzig z dowolnym wierz-
chotkiem spoza struktury PF'. Malarka ponownie uzywa koloru niebieskiego, zeby unik-
na¢ czerwonej gwiazdy S3. W czwartym ruchu Budowniczy taczy poczatkowy wierz-
chotek Sciezki P, z dowolnym wierzchotkiem poza strukturg PF', zas Malarka uzywa
do pokolorowania koloru czerwonego (w przeciwnym wypadku mamy niebieska Sciezke
Py 3, ktéra w piatym ruchu mozna przedtuzy¢ i uzyskaé¢ strukture PEC oparta na
niebieskiej P, 3 lub strukture PZ oparta na P,.4). W piatym ruchu Budowniczy taczy
ten sam poczatkowy wierzchotek niebieskiej $ciezki P, ponownie z dowolnym nowym
wierzchotkiem poza powyzszym kolorowaniem. Jakkolwiek Malarka pokoloruje uzyska-
ng krawedz to w pieciu ruchach uzyskamy albo graf zawierajacy strukture PF oparta

na niebieskiej $ciezce P, 3 albo czerwong gwiazde Ss.

Rysunek 3.5: Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.6.

Przypadek 2 W drugim przypadku wychodzac od struktury PF', w pierwszym
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ruchu Malarka uzyje koloru niebieskiego. W drugim ruchu Budowniczy taczy wierz-
chotek czerwonej krawedzi, nienalezacy do niebieskiej Sciezki P, z dowolnym, nowym
wierzchotkiem spoza struktury PF. Malarka moze uzy¢ do pokolorowania tej nowej
krawedzi zaréwno koloru niebieskiego jak i czerwonego, dlatego rozwazamy dwa pod-
przypadki (por. rysunek 3.6 oraz rysunek 3.7).

Podprzypadek 2.1 Malarka uzywa w drugiej turze koloru niebieskiego. W trze-
cim ruchu Budowniczy taczy koncowy wierzchotek krawedzi z drugiej tury z dowolnym
wierzchotkiem spoza struktury PF'. Malarka uzywa do pokolorowania koloru czerwone-
go (w przeciwnym wypadku mamy niebieska Sciezke P 3, ktéra juz w czwartym ruchu
mozna przedtuzy¢ i uzyska¢ strukture PEC oparta na niebieskiej P, 3 lub strukture
PZ oparta na P,). W czwartej turze Budowniczy ponownie taczy koncowy wierz-
chotek krawedzi z tury drugiej z dowolnym wierzchotkiem poza struktura PF', za$
Malarka ponownie uzywa koloru czerwonego. W ruchu piatym ponawiajac strategic z
ruchu trzeciego i czwartego Budowniczy tworzy krawedz, ktora jakkolwiek pokoloruje

Malarka na czerwono czy niebiesko uzyskamy albo graf o strukturze PF oparty na

.....

B

Rysunek 3.6: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.6.

Podprzypadek 2.2 W drugiej turze Malarka uzywa koloru czerwonego. Trzecia
tura Budowniczego jest analogiczna jak runda druga (Budowniczy taczy wierzcholtek
czerwonej krawedzi, nienalezacy do niebieskiej Sciezki P, z dowolnym, nowym wierz-
chotkiem spoza struktury PF'). Malarka uzywa do pokolorowanie tej krawedzi koloru
niebieskiego (unikajac czerwonej S3). W czwartej turze Budowniczy taczy krawedzia
koncowe wierzchotki krawedzi z rundy drugiej i trzeciej, zas Malarka koloruje te krawedz

na czerwono (w przeciwnym wypadku mamy niebieska $ciezke P, 3, ktéra w piatym
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ruchu mozna przedtuzy¢ i uzyskac¢ albo strukture PEC oparta na niebieskiej P, 3 albo

strukture PZ oparta na P 4).

B

Rysunek 3.7: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.6.

W piatej turze Budowniczy taczy krawedzia koncowy wierzchotek czerwonej krawe-
dzi z tury drugiej z drugim koncowym wierzchotkiem niebieskiej Sciezki P;. Jakkolwiek
pokoloruje Malarka te krawedz, czy to na niebiesko czy na czerwono, uzyskamy albo
graf o strukturze PC oparty na niebieskiej Sciezce P 3 albo czerwong gwiazde Ss.

U

Lemat 3.2.7 Rozpoczynajgc gre od struktury PC' opartej na niebieskiej sciezce Py, w

co najwyzej pieciu ruchach otrzymamy ktorgs z ponizszych struktur:

graf zawierajgcy strukture PF opartg na niebieskiej Sciezce Ppys,

graf zawierajgcy strukture PC opartg na niebieskiej Sciezce Ppys,

graf zawierajgcy strukture PEC' opartg na niebieskiej Sciezce Ppys,

graf zawierajgcy strukture PZ opartg na niebieskiej Sciezce Py,

czerwong gwiazde Ss.

Dowdd. Startujemy majac juz kolorowanie jak w strukturze PC. W pierwszej turze
Budowniczy wydtuza niebiesks Sciezke P, doktadajac krawedz o poczatku w koncowym
wierzchotku wspomnianej sciezki, z ktérego wychodzg réwniez zdefiniowane dwie czer-
wone krawedzie, z wierzchotkiem spoza struktury PC (por. rysunek 3.8 i 3.9). Malarka
koloruje te krawedz na niebiesko (w przeciwnym wypadku powstaje czerwona S3). W

drugiej turze Budowniczy doktada krawedz do wierzchotka poczatkowego $ciezki B.
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Malarka moze pokolorowaé te krawedz zaroéwno kolorem niebieskim jak i czerwonym,
stad musimy rozpatrze¢ dwa mozliwe przypadki:

Przypadek 1 W drugiej turze Malarka uzywa koloru niebieskiego (por. rysunek
3.8). W trzeciej turze Budowniczy taczy koncowy wierzchotek krawedzi uzyskanej w
rundzie pierwszej, z dowolnym wierzchotkiem poza strukturg PC, zas Malarka musi
pokolorowaé te krawedZ na czerwono (w przeciwnym przypadku, po kolejnym wydtu-
zeniu $ciezki uzyskamy albo strukture PEC oparta na niebieskiej P, 3 albo strukture
PZ oparta na P4). W rundzie czwartej Budowniczy jak i Malarka powtarzaja swo-
ja strategie z rundy trzeciej (w przeciwnym wypadku mamy strukture PF oparta na
tej samej zasadzie co w rundzie trzeciej i czwartej. Jakkolwiek Malarka pokoloruje te
krawedz, czy to na niebiesko czy na czerwono, uzyskamy albo graf o strukturze PF

oparty na niebieskiej Sciezce P, 3 albo czerwong gwiazde Ss.

Rysunek 3.8: Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.7.

Przypadek 2 W drugiej turze Malarka uzywa koloru czerwonego (por. rysunek
3.9). W trzeciej turze Budowniczy taczy poczatkowy wierzchotek $ciezki P, z dowol-
nym wierzchotkiem spoza struktury PC', zas Malarka koloruje powstata w ten sposob
krawedz na niebiesko (w przeciwnym wypadku powstaje czerwona S3). W czwartej tu-
rze Budowniczy taczy koncowe wierzchotki krawedzi z tury drugiej i trzeciej. Malarka
ma swobode kolorowania dlatego wyrdézniamy dwa podprzypadki.

Podprzypadek 2.1 Malarka w rundzie czwartej uzywa koloru czerwonego. W pia-
tym ruchu Budowniczy taczy krawedzig koncowy wspolny wierzchotek krawedzi z tury
drugiej i czwartej z koncowym wierzchotkiem niebieskiej krawedzi rundy pierwszej. Jak-
kolwiek pokoloruje Malarka te krawedz, czy to na niebiesko czy na czerwono, uzyskamy

albo graf o strukturze PC' oparty na niebieskiej $ciezce P, 3 albo czerwona gwiazde Ss.
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Rysunek 3.9: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.7.

Podprzypadek 2.2 Malarka w rundzie czwartej uzywa koloru niebieskiego. W
rundzie pigtej Budowniczy taczy krawedzig konicowy wspoélny wierzchotek krawedzi z

tury drugiej i czwartej z nowym wierzchotkiem.

Rysunek 3.10: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.7.

Jakkolwiek pokoloruje Malarka te krawedz, czy to na niebiesko czy na czerwono,
uzyskamy albo graf o strukturze PEC oparty na niebieskiej Sciezce P53 albo graf o
strukturze PZ oparty na niebieskiej Sciezce Ppyy.

O

Lemat 3.2.8 Rozpoczynajgc gre od struktury PEC' opartej na niebieskiej Sciezce P,

w co najwyze] pieciu ruchach otrzymamy ktores z ponizszych struktur:

o graf zawierajgcy strukture PF' opartg na niebieskiej sciezce Ppys,

graf zawierajgcy strukture PC opartg na niebieskiej Sciezce Ppy3,

graf zawierajgcy strukture PEC' opartg na niebieskiej scieice Ppys,

graf zawierajgcy strukture PZ opartg na niebieskiej Sciezce Py,

czerwong qwiazde Ss.
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Dowdd. Startujemy majac juz kolorowanie jak w strukturze PEC. W pierwszej
turze Budowniczy doktada krawedz do koncowego wierzchotka niebieskiej Sciezki P,
wspélnego z czerwong krawedzia (por. rysunki 3.11 - 3.14). Malarka moze pokolorowaé
te krawedZ zaréwno na niebiesko jak i czerwono. Rozpatrzymy dwa przypadki (moz-
liwo$¢ zaistniatych przypadkéw i podprzypadkéw zaznaczona jest numerem rundy w
kotku).

Przypadek 1 Malarka w rundzie pierwszej uzywa do kolorowania koloru niebie-
skiego. W drugiej turze Budowniczy taczy krawedzia koncowy wierzchotek krawedzi z
tury pierwszej z koncowym wierzchotkiem czerwonej krawedzi struktury PEC. Malar-
ka moze uzy¢ do kolorowania zaréwno koloru niebieskiego jak i czerwonego, dlatego
rozpatrujemy tu dwa podprzypadki - szczegdly znajduja si¢ na rysunkach 3.11 i 3.12.

Podprzypadek 1.1 W turze drugiej Malarka uzywa koloru niebieskiego. W trzeciej
turze Budowniczy taczy krawedzig koncowy wierzchotek czerwonej krawedzi struktury
PEC 7z dowolnym wierzchotkiem spoza struktury. Malarka maluje te krawedz na czer-
wono (w przeciwnym wypadku mamy niebiesky $ciezke P, 3 1 wystarczy jeszcze jeden
ruch do uzyskania czy to grafu o strukturze PEC opartego na niebieskiej $ciezce Py3
czy tez grafu o strukturze PZ - niebieska $ciezka P, 4). W czwartym ruchu Budowniczy
postepuje analogicznie jak w ruchu trzecim. Nie ma znaczenia czy Malarka uzyje do
pokolorowania koloru niebieskiego czy czerwonego, gdyz albo otrzymamy graf o struk-

turze PF opartym na niebieskiej $ciezce P 3, albo czerwong gwiazde Ss.

B,

Rysunek 3.11: Kolejne tury gry dla podprzypadku 1.1 lematu 3.2.8.

Podprzypadek 1.2 W turze drugiej Malarka uzywa koloru czerwonego (por. ry-
sunek 3.12). Trzecia tura Budowniczego jest analogiczna jak w podprzypadku 1.1,
natomiast Malarka musi uzy¢ koloru niebieskiego (w przeciwnym wypadku powstaje
czerwona S3). W czwartym ruchu Budowniczy taczy krawedzia poczatkowy wierzchotek

niebieskiej $ciezki P, z koncowym wierzchotkiem czerwonej krawedzi Struktury PEC.

32


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Jakkolwiek Malarka pokoloruje te krawedz, uzyskamy albo czerwong gwiazde S3, al-
bo Budowniczy majac jeszcze zapasowy piaty ruch moze przedtuzyé niebieska Sciezke
i uzyska¢ albo strukture PEC oparta na niebieskiej Sciezce Py 3 albo strukture PZ

oparta na niebieskiej P 4.

Rysunek 3.12: Kolejne tury gry dla podprzypadku 1.2 lematu 3.2.8.

Przypadek 2 Malarka uzywa do kolorowania koloru czerwonego. W drugiej turze
Budowniczy postepuje jak w turze pierwszej. Malarka musi uzy¢ koloru niebieskiego
(w przeciwnym wypadku powstaje czerwona S3). W trzeciej turze Budowniczy taczy
poczatkowy wierzchotek niebieskiej sciezki P, z koncowym wierzchotkiem krawedzi z
tury pierwszej. Malarka ma swobode kolorowania, stad podprzypadki 2.1 1 2.2..

Podprzypadek 2.1 Jesli w trzeciej rundzie Malarka uzyje koloru niebieskiego (por.
rysunek 3.13), to w czwartym ruchu Budowniczy taczy krawedzia koncowy wierzcho-
tek krawedzi z tury drugiej z koncowym wierzchotkiem czerwonej krawedzi struktury
PEC. Malarka koloruje te krawedZ na czerwono (w przeciwnym wypadku mamy niebie-
ska sciezke Py 3, gdzie wystarczy jeszcze jeden optymalny ruch Budowniczego - krawedz
powstala z potaczenia koncowego wierzchotka czerwonej krawedzi struktury PEC z no-
wym wierzchotkiem, aby uzyska¢ strukture PEC opartg na niebieskiej $ciezce P, 3 lub
strukture PZ oparta na P,14). W piatym ruchu Budowniczy taczy krawedzia koncowy
wierzchotek czerwonej krawedzi z rundy pierwszej ponownie z koncowym wierzchot-
kiem czerwonej krawedzi struktury PEC'. Jakkolwiek Malarka pokoloruje te krawedz,
uzyskamy albo graf o strukturze PC' oparty na niebieskiej Sciezce P35 albo czerwong

gwiazde Ss.
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Rysunek 3.13: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.8.

Podprzypadek 2.2 Jedli za§ w trzeciej rundzie Malarka uzyje koloru czerwonego
(por. rysunek 3.14), to w czwartym ruchu Budowniczy taczy krawedzia koncowy wierz-
chotek niebieskiej krawedzi z tury drugiej z wierzchotkiem bedacym wspolnym dla
czerwonych krawedzi tury pierwszej i trzeciej. Malarka musi uzy¢ koloru niebieskiego
(w przeciwnym wypadku mamy czerwona S3). W piatym ruchu Budowniczy doktada
krawedZ pomiedzy wierzchotkiem wspolnym dla krawedzi z tury pierwszej, trzeciej i

czwartej a nowym, nieuzywanym wczesniej wierzchotkiem.

ot

Rysunek 3.14: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.8.

Jesli Malarka pokoloruje te krawedz na niebiesko to uzyskamy graf o strukturze PF

opartym na niebieskiej Sciezce Pj 3, jeSli na czerwono - czerwona gwiazde Ss.

0

Lemat 3.2.9 Rozpoczynajgc gre od struktury PZ, w co najwyzej pieciu ruchach otrzy-

mamy ktorgs z ponizszych struktur:
o graf zawierajgcy strukture PF opartg na niebieskiej Scieice Py s,

o graf zawierajgcy strukture PC' opartg na niebieskiej scieice Py s,
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o graf zawierajgcy strukture PEC' opartg na niebieskiej Sciezce P 3,
o graf zawierajgcy strukture PZ opartg na niebieskiej Sciezce Py,

e czerwong gwiazde Ss.

Dowdd. Startujemy majac juz kolorowanie jak w strukturze PZ (szczegdly na ry-
sunkach: 3.15 - 3.18). W pierwszej turze Budowniczy doklada krawedZ do koncowego
wierzchotka $ciezki P, . Malarka moze pokolorowaé te krawedz zaréwno na czerwono
jak 1 na niebiesko, dlatego otrzymujemy dwa przypadki.

Przypadek 1 W pierwszej turze Malarka uzywa koloru niebieskiego (por. rysunek
3.15). W drugim ruchu Budowniczy doktada krawedz pomiedzy koricowym wierzchot-
kiem krawedzi z tury pierwszej a wierzchotkiem spoza struktury PZ, za§ Malarka uzywa
koloru czerwonego (w przeciwnym razie uzyskujemy niebieska Sciezke Py3 i w takim
wypadku Budowniczemu wystarczy jeden ruch aby uzyskac¢ strukture PEC' oparta na
P 3 lub strukture PZ opartg na FP,.4). W trzeciej turze Budowniczy jak i Malar-
ka postepuja jak w turze drugiej (gdyby w tej turze Malarka pokolorowata krawedz
na niebiesko to uzyskalibySmy strukture PF' na niebieskiej P 3). W czwartym ruchu
Budowniczy ponownie postepuje jak w dwoch poprzednich turach, natomiast Malarka
jakkolwiek pokoloruje te krawedz, uzyskamy strukture PF opartg na niebieskiej Sciezce

P, 3 lub czerwong Ss.

|

o=

P

Rysunek 3.15: Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.9.
Przypadek 2 W pierwszej turze Malarka uzywa koloru czerwonego. W drugim

ruchu Budowniczy postepuje analogicznie jak w drugiej turze przypadku 1, natomiast

Malarka uzyskuje wtedy dwie mozliwosci kolorowania, dlatego musimy rozpatrzy¢ obie.
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Podprzypadek 2.1 W drugiej turze Malarka uzywa koloru czerwonego (por. rysu-
nek 3.16). Wéwcezas w trzecim ruchu Budowniczy tworzy krawedz na tej samej zasadzie
co w rundzie drugiej, za$ Malarka koloruje ja na niebiesko (w przeciwnym wypadku
powstaje czerwona gwiazda S3). W czwartej turze Budowniczy tworzy krawedz taczac
poczatkowy wierzchotek niebieskiej $ciezki P, z koncowym wierzchotkiem czerwonej
krawedzi z tury pierwszej. Jakkolwiek Malarka pokoloruje te krawedz uzyskamy albo

graf o strukturze PF oparty na niebieskiej $ciezce P, 3 albo czerwong gwiazde Ss.

Pria
@
/ N @
~— . . . . p
%\\§\\\\\\\\ /;:;;;;/ 3
:::::~; 4 _—:::::/

Rysunek 3.16: Kolejne tury gry dla przypadku 2.1 lematu 3.2.9.

Podprzypadek 2.2 W drugiej turze Malarka uzywa koloru niebieskiego (por. ry-
sunek 3.17). W trzeciej turze Budowniczy taczy krawedzia koncowy wierzchotek niebie-
skiej $ciezki Py z koncowym wierzchotkiem krawedzi z tury drugiej. Malarka koloruje
te krawedz na czerwono (w przeciwnym razie uzyskujemy niebieska Sciezke Pz i w
takim wypadku Budowniczemu wystarczy jeden ruch aby uzyskaé¢ strukture PEC na
P 3 lub strukture PZ na P,14). W czwartym ruchu Budowniczy tworzy krawedz taczac
koncowy wierzchotek czerwonej krawedzi rundy pierwszej z dowolnym wierzchotkiem
spoza aktualnego kolorowania. Malarka w tej turze posiada swobode kolorowania stad
uzyskujemy kolejne podprzypadki 2.2.1 1 2.2.2.

Podprzypadek 2.2.1 Jesli w czwartej rundzie Malarka uzyje koloru niebieskiego
(por. rysunek 3.17) to w piatej turze Budowniczy taczy koficowy wierzchotek krawedzi
z rundy czwartej z koncowym wierzchotkiem niebieskiej $ciezki P, 1, wspolnym z czer-
wong krawedzig rundy pierwszej. Wowcezas jakkolwiek Malarka pokoloruje te krawedz,
w pieciu ruchach otrzymujemy albo graf o strukturze PZ oparty na niebieskiej $ciezce

P4 albo czerwong gwiazde Ss.
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Rysunek 3.17: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2.1 lematu 3.2.9.

Podprzypadek 2.2.2 Jesli uzyje koloru czerwonego (por. rysunek 3.18), to w piatej
turze Budowniczy taczy koncowy wierzchotek krawedzi z rundy pierwszej z poczatko-
wym wierzchotkiem niebieskiej Sciezki P ;. Wowczas jakkolwiek Malarka pokoloruje te
krawedZ w pieciu ruchach otrzymujemy albo graf o strukturze PF oparty na niebieskiej

Sciezce P53 albo czerwona gwiazde Ss.

Py 3
/_/% @
@
s~~~ °* ¢ ¢ ® ¢ P
\\\§\\\\\\\\\ /:;;;;;/ @
T¥ssL L 5 o=

Rysunek 3.18: Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2.2 lematu 3.2.9.

Ostatnia tura gry na rysunkach 3.15 - 3.18 zaznaczona jest przerywang linig.
O
Analizujac nastepnie znane wartosci liczb Ramseya on-line dla gwiazdy Sj i krotkich

Sciezek, mozemy zauwazy¢ nastepujace fakty:

e Wiedzac, ze 7(S3, P3) = 4, to po 4 rundach w 7(S3, Ps)-grze w powstatym dwuko-
lorowym grafie odnajdziemy strukture PF' oparta na niebieskiej P3 albo czerwong
S3. Zgodnie za$ z lematem 3.2.6 mozemy wydtuzac¢ Sciezke P 0 3 w co najwyzej
pieciu ruchach. Nastepnie za$ ponawiaé dziatanie odpowiedniego z lematéw (3.2.6

- 3.2.9).

e Wiedzac, ze 7(S3, Py) = 6, to po 6 rundach w 7(S3, Py)-grze w powstaltym dwuko-
lorowym grafie odnajdziemy strukture PF oparta na niebieskiej P, albo czerwong

S3. Zgodnie za$ z lematem 3.2.6 mozemy wydtuzac¢ Sciezke Py 0 3 w co najwyzej
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pieciu ruchach. Nastepnie za$ ponawiaé¢ dziatanie odpowiedniego z lematéw (3.2.6

- 3.2.9).

e Wiedzac, ze 7(S3, Ps) = 7, to po 7 rundach w 7(S3, P5)-grze w powstatym dwu-
kolorowym grafie odnajdziemy struktury PF, PEC oparte na niebieskiej P5 lub
PZ oparta na niebieskiej Ps albo czerwong Ss (szczegdly w dowodzie twierdzenia
3.2.10). Zgodnie za$ z lematami 3.2.6, 3.2.8 oraz 3.2.9 mozemy wydtuzaé niebie-
ska $ciezke P5 0 3 w co najwyzej pieciu ruchach. Nastepnie zas ponawia¢ dziatanie

odpowiedniego z lematéw (3.2.6 - 3.2.9).
Podsumowujac:

e dlal=3,6,9,... otrzymujemy:
(S5, P) <4+3(1-3)=4+31-2=3-2+1=|31-3|+1=|3(0-1)|+1

e dlal=4,710,... otrzymujemy:
(S5, P) <6+35(1-4)=6+51-2=51-24+1=|

e dlal=5,8,11,... otrzymujemy:
(S5, P) ST+3(1-5)=T+3-2=31-T4+1=|31-3|+1=|3(0-1)]+1

Zatem twierdzenie 3.2.1 zachodzi dla [ > 3.

Na podstawie twierdzenia 3.1.3 oraz znajomosci konkretnej wartosci liczby Ramseya
on-line 7(S3, Py) = 6 [13], otrzymujemy 6 < 7(S3, P5) < {53—4J +2 =06+ 2 =38. Zatem

wartos¢ liczby Ramseya on-line wynosi 7 lub 8. Wykazemy ponizsze.
Twierdzenie 3.2.10 (Dzido, Zakrzewska) 7(S;, P5) =7

Dowdd. Analizujac strategie Budowniczego, pokazemy ze jakkolwiek Malarka be-
dzie kolorowaé¢ krawedzie, to Budowniczy wymusi w co najwyzej siedmiu turach gry
czerwong gwiazde S3 lub niebieska $ciezke Ps. W pierwszych dwoch turach Budowniczy
tworzy Sciezke P, ktora Malarka moze pokolorowac¢ na trzy sposoby. Uzyskujemy w
ten sposob trzy podstawowe przypadki.

Przypadek 1 Po dwoch turach mamy niebieska Sciezke Ps (por. rysunek 3.19). W
kolejnym ruchu Budowniczy doktada krawedz tworzac Py, ktora Malarka moze poko-

lorowac zaréwno na niebiesko jak i czerwono.
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Niech na poczatku Malarka uzyje w trzeciej turze koloru niebieskiego - dostajemy przy-
padek 1.1. Budowniczy potrzebuje juz tylko trzech krawedzi, doktadajac je do konco-
wego wierzchotka uzyskanej niebieskiej Py, aby wymusi¢ na Malarce czerwona gwiazde
Ss lub niebieska $ciezke Ps (struktura PF oparta na niebieskiej Sciezce Ps). Przypadek
1.2 dotyczy sytuacji gdy Malarka w trzeciej turze uzyje koloru czerwonego. W czwarte;j
rundzie Budowniczy stworzy krawedz taczaca koncowy wierzchotek niebieskiej $ciezki
P3; wspoélny z czerwona krawedzig rundy trzeciej, z wierzchotkiem spoza uzyskanego
kolorowania. Malarka ma tu swobode kolorowania, dlatego wyr6zniamy dwa podprzy-
padki. W podprzypadku 1.2.1 w czwartej rundzie Malarka uzyje koloru niebieskiego
za$ w podprzypadku 1.2.2 - czerwonego. W obu tych podprzypadkach Budowniczy w
kolejnych trzech rundach wymusi na Malarce takie pokolorowanie, ze uzyskamy czer-
wong S3 lub niebieska Ps (struktura PF oparta na niebieskiej $ciezce Ps). Ponizszy

rysunek 3.19 prezentuje mozliwe kolorowania w catym przypadku 1.

N At ] J
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\\6 W\ ;7
AN N L
X N s
N 6 N e
o ° << ° _ -
N <~ _ -
AN
AN

N
)

Przypadek 1.1 Podprzypadek 1.2.1 Podprzypadek 1.2.2

Rysunek 3.19: Mozliwe kolorowania w przypadku 1 dla twierdzenia 3.2.10.

Przypadek 2 Po dwoch turach gry mamy czerwong $ciezke P3 (por. rysunek 3.20).
Doktadajac kolejne dwie krawedzie w turach: trzeciej i czwartej w taki sposob, ze
powstanie graf S;, Budowniczy wymusza na Malarce w obu tych rundach uzycie koloru
niebieskiego - w przeciwnym wypadku powstanie czerwona gwiazda S3. W piatej turze
Malarka moze zagra¢ w dwojaki sposob. Niemniej jakkolwiek postapi, Budowniczemu
wystarcza juz tylko dwie tury do zakonczenia gry, czyli wymuszenia czerwonej gwiazdy
S3 lub niebieskiej §ciezki Ps (struktura PF oparta na niebieskiej §ciezce Ps). Obie
mozliwosci uzycia koloréw w kolejnych turach widoczne sa na ponizszym rysunku 3.20,
przy czym uzycie przez Malarke w rundzie pigtej koloru czerwonego okreslamy jako

przypadek 2.1, niebieskiego to przypadek 2.2.
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Rysunek 3.20: Mozliwe kolorowania w przypadku 2 dla twierdzenia 3.2.10.

Przypadek 3 Po dwéch turach gry otrzymujemy dwukolorowa sSciezke Py (por. ry-
sunek 3.21). W trzeciej turze Budowniczy wskazuje krawedz taczac srodkowy wierzcho-
tek $ciezki P3 z nowym wierzchotkiem. Malarka moze uzy¢ zaréwno koloru czerwonego
jak 1 niebieskiego.

Niech przypadek 3.1 oznacza, ze w trzeciej turze Malarka koloruje krawedzZ na nie-
biesko. W czwartej turze Budowniczy taczy krawedzia czerwony koniec poczatkowe;j

Sciezki Pj z konicem niebieskiej krawedzi z tury trzeciej. Malarka ma swobode koloro-

wania.
@ @
©) €) 5
o ‘ o 11671113 . Z
5) \ \é\\ BN N
Mozliwe kolorowania w przypadku 3.1
©) ©) S| 4 ®
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Mozliwe kolorowania w przypadku 3.2

Rysunek 3.21: Mozliwe kolorowania w przypadku 3 dla twierdzenia 3.2.10.
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Jesli w czwartej rundzie uzyje koloru czerwonego, Budowniczemu wystarcza juz tyl-
ko dwie tury do wygrania gry - wymuszenia czerwonej gwiazdy Sz lub niebieskiej $ciezki
Ps5. Budowniczy potrzebuje jeszcze siodmego ruchu, ktéry ma w zapasie aby wydtuzy¢
Sciezke Ps i bez wzgledu na to jakiego koloru uzyje Malarka - uzyskaé¢ struktue PEC
opartg na niebieskiej Ps albo strukture PZ opartg na niebieskiej Sciezce Py. Jesli nato-
miast Malarka w rundzie czwartej uzyje koloru niebieskiego, po dwoch kolejnych turach
Budowniczy skonczy gre (uzyskujac niebieska Sciezke Ps otrzyma strukture PF oparta
na tej Sciezce). Szczegdly kolejnych tur i uzycia przez Malarke koloréw zaprezentowane
sg na rysunku 3.21.

Pozostaje przypadek 3.2, ktéry oznacza, ze w trzeciej turze Malarka koloruje kra-
wedz na czerwono. W czwartej turze Budowniczy doktada krawedz w taki sposéb, ze
powstaje gwiazda S;. Malarka jest zmuszona uzy¢ koloru niebieskiego do pokolorowa-
nia tej krawedzi (w przeciwnym wypadku czerwona S3). Natomiast w piatym ruchu,
bez wzgledu na to jakiego uzyje koloru do pokolorowania krawedzi taczacej koniec czer-
wonej krawedzi z poczatkowej Sciezki Ps z koncem niebieskiej krawedzi rundy czwartej,
to Budowniczy potrzebuje juz tylko dwoéch rund, aby uzyskaé czerwona gwiazde Ss lub
niebieska $ciezke Ps (struktura PF oparta na niebieskiej $ciezce Ps), co w szczegdtach
ilustruje dolna cze$¢ rysunku 3.21.

Rozwazylidmy wszystkie mozliwe kolorowania w tej strategii Budowniczego.

O

Powyzsze okreslenie konkretnej wartosci liczby Ramseya on-line jest zgodne z naj-
nowszym, przedstawionym w lutym 2023 roku przez Song, Wang i Zhang w [24] dowo-

dem hipotezy, ze #(K13, i) = #(Ss, ) = | %] dla | > 2.
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Rozdziat 4

Liczby Ramseya on-line dla cykli

Ch 1 Sciezek P

4.1 Znane wyniki

W tym rozdziale przedstawimy dotychczas osiggniete jak i nowe wyniki dotyczace
liczby Ramseya on-line w asymetrycznej grze, a mianowicie dla cykli C), oraz $ciezek
P,. Znamy doktadng warto$é¢ klasycznej liczby Ramseya dla takich graféw. Zostalta ona
pokazana przez Faudree, Lawrence, Parsons oraz Schelp w 1974 w pracy [11]. Wydaje
sie wiec, ze okreslanie liczb Ramseya on-line w tym przypadku jest trudniejsze niz wy-
znaczanie grafowych liczb Ramseya.

W 2008 roku Grytczuk, Kierstead i Pratat w [14] rozpatrywali asymetryczna 7(.S,,, H )-

gre, gdzie za graf H rozwazali m.in. cykl C,,. Pokazali:

Twierdzenie 4.1.1 ([14]) Dla kaZdego n, k € N, n > 3 mamy
n -
Z(k +3) < 7(Sk, Cp) < kn.
Biorac pod uwage, ze S; = Ps, natychmiast otrzymujemy, ze dla n > 3,
on

W roku 2015 Cyman, Dzido, Lapinskas i Lo w pracy [5] uzyskali doktadne wartosci

liczb Ramseya on-line w 7(Ps, C,, )-grze.
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Twierdzenie 4.1.2 ([5]) Dla wszystkich n > 3 mamy

n+2 dlan=34,
f(Pg,Cn) -

2] dlan>s.

W tej samej pracy [5] autorzy otrzymali réwniez ograniczenia dla liczby Ramseya

on-line 7(Cy, F)).

Twierdzenie 4.1.3 ([5]) Dla wszystkich | > 4 mamy
21 -2 < 7(Cy, P) <4l -8.

Co wiecej, 7(Cy, P3) = 6 oraz 7(Cy, Py) = 8.

Warto wspomnie¢, ze badane sg réwniez symetryczne i asymetryczne gry Ram-
seya on-line oparte na samych cyklach C,,. Cyman i Dzido w [4] przy uzyciu algoryt-
moéw komputerowych uzyskali dokladne wartosci nastepujacych liczb: 7(Cy, C3) = 3,
7(Cy, Cy) = 7(Cy) = 10, 7(Cy, Cs) = 12 oraz 7(Cy,Cs) = 12. Przy czym dla syme-
trycznej gry 7(Cy) przedstawili réwniez dowod analityczny. Uzyskali réwniez, gérne

ograniczenie dla liczb Ramseya on-line 7(Cy, Cy).

Twierdzenie 4.1.4 Dla wszystkich n > 3 mamy 7(Cy, Cy) < 4n + 11.
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4.2 Nowe wyniki

Zanim przedstawimy nowe oszacowania dla 7(Cs, P;) oraz 7(Cy, F;), udowodnimy

nastepujace ogdlne ograniczenie.

Lemat 4.2.1 (Dybizbanski, Dzido, Zakrzewska [6]) Niech k > 2, 1 > 1 oraz
H C Ky, wowczas

7(H,Py) < (k—1)e(H).

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy za pomocy indukeji. Przypomnijmy, ze e(H) ozna-
cza liczbe krawedzi grafu H. Dla k = 2 twierdzenie to jest oczywiste - Budowniczy
tworzy graf H lub P, w co najwyzej e(H) rundach. Niech teraz k > 2 i zatézmy, ze
lemat zachodzi dla k — 1. Zatem 7(H, Py—1) < (k—2)e(H). W 7(H, Py)-grze po pierw-
sze Budowniczy wykorzystuje co najwyzej 7(H, P,_1) rund aby otrzymaé sciezke Py
a nastepnie w e(H) rundach tworzy graf H wykorzystujac dwa konicowe wierzchotki
Sciezki Py_1 1 I nowych wierzchotkéw (por. rysunek 4.1). Jesli Malarka ktérakolwiek z
tych nowych krawedzi pokoloruje na niebiesko, woéwczas otrzymamy niebieska Sciezke
Py, 7z tego wzgledu, ze kazda nowa krawedz ma wspoélny wierzchotek z jednym z koncow

Py,_1. W przeciwnym przypadku otrzymamy czerwony graf H, wiec

F(H,P,) < 7(H,Pr_y) +e(H) < (k—2)e(H)+e(H) = (k—1)e(H).

[ nowych wierzchotkow

Rysunek 4.1: Ilustracja dowodu lematu 4.2.1.
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Poniewaz K;9 = Cy wprost z lematu 4.2.1 otrzymujemy nastepujacy wniosek:
Whniosek 4.2.2 Dia wszystkich k > 2 mamy 7(Cy, Py) < 4(k — 1) =4k — 4

Mozemy takze zaobserwowaé, ze Budowniczy moze uzyska¢ dtuga niebiesks Sciez-
ke, stosujac dwukrotnie strategie krotszych Sciezek. Otrzymamy wéwczas nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.3 (Dybizbanski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla wszystkich
I,k > 2 mamy

F(Cy, Pry) < #(Cy, P) + F(Cy, Py) + 4.

Dowéd. W pierwszej kolejnosci aby uzyska¢ dwie, roztaczne niebieskie Sciezki P,
oraz Py, Budowniczy potrzebuje co najwyzej 7(Cy, P) oraz odpowiednio 7(Cy, P;) rund
gry. Nastepnie Budowniczy tworzy krawedzie, ktore potacza ze soba konce obu $ciezek.
Uzyskujemy cztery mozliwe sposoby takiego potaczenia i pokolorowania przez Malarke.
Aby uniknaé¢ czerwonego Cy, jedna z tych krawedzi musi by¢ pokolorowana na niebiesko

tworzac niebieska Sciezke Pg.

Rysunek 4.2: Mozliwe sposoby uzyskania niebieskiej $ciezki P, z twierdzenia 4.2.3.

Rysunek 4.2 prezentuje mozliwe sposoby potaczenia niebieskich Sciezek P, i P,
gdzie kolejne rundy oznaczono cyframi. Ostatni ruch, ktory prowadzi do niebieskie;

Pk lub czerwonego cyklu Cy zaznaczono przerywang linig.
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Zatozmy teraz, ze mamy nastepujaca Sciezke () = vy ... v, 0 k wierzchotkach i dtu-
gosci e(Q) = k — 1. Dla podkreslenia potaczenia krawedzi e ze skrajnym wierzchotkiem

sciezki @) bedziemy stosowadé zapis eQ). Rozpatrzymy teraz nastepujacy lemat.

Lemat 4.2.4 (Dybizbanski, Dzido, Zakrzewska [6]) Niech Q) bedzie nietrywialng
niebieskq Sciezkq o koncach a i b, przy czym wierzcholek b jest incydentny do czerwonej
krawedzi be, gdzie ¢ ¢ V(Q). Budowniczy moze w co najwyzej trzech rundach wymusicé
na Malarce takie pokolorowanie, Ze otrzymamy jedng z ponizszych struktur:

(i) miebieskq Sciezke Q' o dlugosci e(Q) + 1 z jednym koncowym wierzcholkiem b’
incydentnym do czerwonej krawedzi V', gdzie ¢ ¢ V(Q'),

(1) czerwony cykl Cy.

Dowdd. Niech d bedzie nowym wierzchotkiem. W pierwszej turze Budowniczy two-
rzy krawedz ad. Malarka ma swobode w wyborze koloru, dlatego rozpatrzmy dwa przy-
padki (por. rysunek 4.3).

Przypadek 1 Malarka uzywa do pokolorowania krawedzi ad koloru niebieskiego.
Woéwezas od razu otrzymujemy (i) - niebieska Sciezke d@ o dlugosci e(Q) + 1, gdzie
koncowy wierzchotek b jest incydentny do czerwonej krawedzi be.

Przypadek 2 Malarka uzywa do pokolorowania krawedzi ad koloru czerwonego.
W rundzie drugiej Budowniczy tworzy krawedz ac. Malarka ponownie ma swobode ko-
lorowania, stad podprzypadki 2.1 oraz 2.2.

Podprzypadek 2.1 Malarka uzywa do pokolorowania krawedzi ac koloru czerwo-
nego. W trzeciej rundzie Budowniczy tworzy krawedz bd. Jesli Malarka pokoloruje ja
na niebiesko wéwezas zachodzi (i) - niebieska Sciezka d@ o dtugosci e(Q) + 1, gdzie kon-
cowy wierzchotek a jest incydentny do czerwonej krawedzi ac. Jesli zas Malarka uzyje
koloru czerwonego, wowczas dachbd tworzy czerwony cykl Cy, a wiec zachodzi wlasnosé
(ii).

Podprzypadek 2.2 Malarka uzywa do pokolorowania krawedzi ac koloru niebie-
skiego. W trzeciej rundzie Budowniczy tworzy krawedz be, gdzie e jest nowym wierz-
chotkiem. Jesli Malarka pokoloruje te krawedz na niebiesko, wowczas zachodzi wlasnosé
(i) - powstaje niebieska $ciezka eQ) o dtugosci e(Q) + 1, gdzie koncowy wierzchotek a
jest incydentny do czerwonej krawedzi ad. Jesli natomiast Malarka krawedz be poko-
loruje na czerwono, ponownie uzyskamy wlasnosé (i) - niebieska $ciezke c@ o dtugosci

e(Q) + 1, gdzie koncowy wierzchotek b jest incydentny do czerwonej krawedzi be.
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Rysunek 4.3: Mozliwe kolorowania dla lematu 4.2.4.

Mozliwe przypadki kolorowania przedstawiamy na rysunku 4.3, gdzie cyfra w kétku
oznacza rozpatrzenie obu wariantow kolorowania dozwolonych Malarce.
O

Wyznaczymy teraz nowe, gorne oszacowania liczb Ramseya on-line 7(Cy, P;) oraz

7(Cs, Py).

Twierdzenie 4.2.5 (Dybizbanski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla wszystkich k > 6
mamy 7(Cy, P,) < 3k — 5. Co wiecej, 7(Cy, Ps) = 9.

Dowéd. Zaczniemy od okreslenia doktadnej wartosci liczby 7(Cy, Ps). Zapiszemy ten

wynik za pomocg lematu.
Lemat 4.2.6 7(Cy, Ps) =9

Dowéd. Wprost z wniosku 4.2.17 otrzymujemy, ze 7(Cy, P5) > 9. Pozostaje nam

zatem pokazaé, ze Budowniczy moze wygraé 7(Cy, P5)-gre w przeciggu 9 rund.

47

A\ MOST


http://mostwiedzy.pl

Pobrano z mostwiedzy.pl

A\ MOST

©

Przypadek 1.1.1 Przypadek 1.1.2 Przypadek 1.2.1

Przypadek 2.1.1 Przypadek 2.1.2

Przypadek 3.1.1.1

5 6

!
|
|
41
|

Przypadek 3.3

<

Przypadek 4.1.1 Przypadek 4.1.2 Przypadek 4.2

v

Rysunek 4.4: Wszystkie warianty ostatnich szesciu rund gry prowadzacych do niebie-

skiej $ciezki Ps lub czerwonego cyklu Cly.
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W pierwszych trzech rundach gry Budowniczy tworzy gwiazde K, 3. Malarka moze
ja pokolorowac¢ na cztery rézne sposoby. Ze wzgledu na zastosowanie koloru niebieskie-
go - b i czerwonego - r wedhug kolejnosci tur wyrdéznimy nastepujace wzory uzycia
koloréw. Przypadek 1 dotyczy sytuacji, gdy wszystkie krawedzie K3 sg czerwone -
rrr. Przypadek 2 - odpowiednio: niebieska, czerwona, czerwona - brr, przypadek 3 -
odpowiednio: niebieska, niebieska, czerwona - bbr i ostatni przypadek 4, gdy wszystkie
krawedzie sg niebieskie - bbb. Graczom pozostato co najwyzej szes¢ rund gry. W kolej-
nych dwoch rundach (na rysunku 4.4 oznaczone jako 11 2), Budowniczy tworzy Ko w
taki sposob, ze taczy dwa wybrane wierzchotki koncowe K3 z nowym wierzchokiem.
W przypadku 1.1 (K 3 jest pokolorowana na rrr oraz w ruchach 1 i 2 uzyliSmy koloru
niebieskiego) rozpatrzyliSmy tylko dwa mozliwe nieizomorficzne kolorowania ruchéw 3 i
4, gdy oba sa niebieskie (przypadek 1.1.1) oraz gdy nadano im rézne barwy (przypadek
1.1.2). Analizujac kolejne, co najwyzej 4 rundy gry otrzymujemy dziewietnascie moz-
liwych wariantow zagran. Rysunek 4.4 prezentuje wszystkie przypadki z doktadnoscig
do izomorfizmu. Cyfry zapisane w kotku oznaczaja, ze w danej rundzie Malarka ma
swobode¢ w wyborze koloru.

Kolejne cyfry w nazewnictwie przypadkoéw oznaczaja rozpatrzenie dwoch wariantow
kolorowania w kolejnych rundach gry. Ostatnia runda zaznaczona jest przerywang linig.

O

Wracajac do dowodu twierdzenia, rozwazmy teraz nastepujaca strategie gry Bu-
7(Cy, Ps)-grze, wydtuza on niebieska $ciezke, dopéki Malarka nie uzyje koloru czerwo-
nego. Otrzymujemy wéwczas nietrywialng niebieska $ciezke ) z koncowymi wierzchot-
kami - nazwijmy je a i b, gdzie b jest incydentny do czerwonej krawedzi bc, przy czym
c ¢ V(Q). Zatem stosujac wielokrotnie lemat 4.2.4, Budowniczy moze wydtuzy¢ Sciez-
ke @ do niebieskiej $ciezki Py lub czerwonego cyklu Cy w co najwyzej 10 + 3(k — 5)
rundach (potrzebujemy 9 ruchéw 7(Cy, Ps)-gry, aby uzyskaé niebieska Ps oraz jednego
na dodanie do Sciezki czerwonej krawedzi i trzech ruchow na kazde wydtuzenie $ciezki
o 1), zatem 7(Cy, Py) < 3k — 5.

O

Przejdziemy teraz do nowego oszacowania z gory liczby 7(Cs, Py,). Budowniczy sto-
sujac strategie polegajaca na unikaniu czerwonego cyklu C a startujac juz od niebie-

skiej $ciezki P, moze wymusi¢ niebieskg Sciezke P.1 w co najwyzej 2] + 1 rundach.
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Aby to uzyskaé, w poczatkowych [ + 1 ruchach Budowniczy prébuje wydtuzyé niebie-
ska $ciezke P, doktadajac krawedzie do tego samego wierzchotka koncowego tej $ciezki.
Jesli Malarka pokoloruje kazda z tych nowych [ + 1 krawedzi na czerwono, wéwczas
Budowniczy z tatwoscia uzyska niebieska Sciezke Py, taczac konce tych nowych czer-
wonych krawedzi. Malarka musi kazda z nich pokolorowaé na niebiesko, aby unikngé
czerwonego cyklu Cs. Jezeli bedziemy uzywac tej strategii wielokrotnie to otrzymamy
oszacowanie 7(C3, B,) < k* — 1. Ponizej przedstawiamy inng strategie, ktéra pozwoli
nam uzyskaé lepsze, liniowe gérne oszacowanie. Niech teraz podczas gry Budowniczy
nie skupia si¢ na zbudowaniu jak najdtuzszej niebieskiej Sciezki. Jego strategia polega
teraz na tym, aby uzyska¢ dwie roztaczne niebieskie Sciezki, ktorych suma dtugosci jest

jak najwieksza.

Twierdzenie 4.2.7 (Dybizbanski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla wszystkich k > 2
mamy 7(Cs, Py) < 4k — 5.

Dowdd. Niech trojka (p,l, B) oznacza stan gry, gdzie p i | wyrazaja odpowiednio
dhugosci dwoch roztacznych, niebieskich $ciezek. Bit B informuje nas o tym, czy istnieje
(prawda), badz nie istnieje (falsz) czerwona krawedZ taczaca koice tych niebieskich
Sciezek. Biorac pod uwage, ze kazdy wierzchotek stanowi sciezke P, to stan poczatkowy
gry zapisujemy jako (1,1, falsz). Jedli stan gry przedstawia sie nastepujaco (p, [, falsz),

wowczas Budowniczy postepuje nastepujaco:

(1) taczy krawedzia korice niebieskich Sciezek. Jesli Malarka pokoloruje te krawedz
na niebiesko, wowczas w jednym ruchu stan gry wynosi (p + [, 1, falsz) (mamy
niebiesky Sciezke o dhugosci p+1 i bierzemy kolejny, nowy wierzchotek jako Sciezke

Py). Jesli natomiast Malarka pokoloruje te krawedZ na czerwono, wowczas:

(2) Budowniczy taczy krawedzig koncowy wierzchotek $ciezki o dtugosci p z nowym
wierzchotkiem, powiedzmy u. Jesli Malarka uzyje koloru niebieskiego, to stan gry
po dwéch ruchach jest nastepujacy: (p + 1,1, fatsz). Jesli natomiast uzyje koloru

czerwonego, wowczas:

(3) Budowniczy taczy krawedzia koncowy wierzchotek $ciezki o dtugosci | z wierz-
chotkiem wu. Malarka musi pokolorowaé te krawedZ na niebiesko, aby unikngé
czerwonego cyklu C5. Zatem w trzech ruchach mamy nastepujacy stan gry:

(p, 1+ 1, prawda).
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Analogicznie, jesli stan gry wynosi (p, [, prawda), wéwczas Budowniczy moze zagraé
tylko na dwa sposoby podane powyzej, oznaczone jako (2) i (3). Uzyskamy wéwczas

odpowiednio:
(27) stan (p+ 1,1, falsz) w jednej rundzie,
(3’) stan (p,l + 1, prawda) w dwoch rundach.

Podsumowujac, w kazdej z pieciu powyzszych sytuacji, w co najwyzej trzech ruchach
Budowniczy moze przejsé ze stanu gry (z,y, *) do (', ¢/, %), przy czym 2'+y' = x+y+1.
Taka sekwencje ruchéw nazwiemy krokiem. Zaczynajac od stanu poczatkowego, po
2k — 3 krokach, dltugos¢ jednej z niebieskich Sciezek wynosi co najmniej k. Kazdy krok
zawiera co najwyzej trzy ruchy, przy czym doktadnie trzy ruchy sa zawarte tylko w
(3). Ten krok zmienia stan z (x, %, falsz) na (x, *, prawda). Jesli chcemy powtdrzy¢ ten
krok, to musimy powrécié do stanu (x, *, fatsz). Jest to mozliwe tylko za pomoca kroku
(2'), a ten wymaga tylko jednego ruchu. W sekwencji 2k — 3 krokéw, pomiedzy kazdymi
krokami sktadajacymi si¢ z trzech ruchow, wystepuje krok wymagajacy jednego ruchu.
Wszystkie pozostate kroki wymagaja co najwyzej dwoch ruchow, zatem Budowniczy
zakonczy gre w co najwyzej 2(2k — 3) + 1 = 4k — 6 + 1 = 4k — 5 ruchach.

O

Przejdziemy teraz do przedstawienia dolnych oszacowan liczb 7#(Cs, Py) oraz 7(Cy, Py).
W tym celu przedstawiamy nastepujace definicje. Graf nazywamy F-wolnym, jesli nie
zawiera jako podgrafu zadnego grafu z rodziny F. Piszemy N dla oznaczenia zbioru

{1,2,...} liczb naturalnych.

Definicja 4.2.8 Niech F oznacza pewng rodzine grafow. Definiujemy strategie F-
blokowania dla Malarki w nastepujgcy sposob. Przez R; oznaczamy graf, ktory nie
zawiera czerwonych krawedzi bezposrednio przed i-tym ruchem w grze, zas przez e;
rozumiemy i-tq krawedz wybrang przez Budowniczego. Wowczas Malarka koloruje kra-
wedZ e; na czerwono gdy R; 4+ e; jest F-wolny, w przeciwnym wypadku uzywa koloru

niebieskiego.

Naszym celem jest ograniczy¢ z dotu 7(G, H) dla niektorych graféw G oraz H.
Dlatego w tej czesci pracy Malarka zawsze uzyje strategii F-blokowania dla pewnej
rodziny F graféow z G € F. Dla przykladu jesli F = {G}, to strategia F-blokowania

dla Malarki polega na kolorowaniu kazdej pojawiajacej si¢ krawedzi na czerwono, chyba
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ze powodowatoby to przegranie gry. Natomiast w tej sytuacji strategia Budowniczego
sprowadza sie do wyboru czerwonego grafu, za pomoca ktérego moze wymusic niebieska

kopie grafu H.

Definicja 4.2.9 Niech F oznacza pewngq rodzine grafow oraz niech R C Ky jest gra-
fem F-wolnym. KrawedZ e € Ky — R nazywamy (R, F)-wymuszong jesli R + e nie
jest F-wolny. Graf H nazywamy (R, F)-wymuszonym jesli istnieje graf H C Ky — R
izomorficzny do grafu H, taki Ze kazda krawedz e € E(H') jest (R, F)-wymuszona. Graf
H' nazywamy (R, F)-wymuszong kopig grafu H.

Jedli z kontekstu zdania jasno wynika czym jest R i F, woéwczas pomijamy te cze$é

zapisu - 7 (R, F)”.

Definicja 4.2.10 Niech F oznacza rodzine grafow, zas H bedzie grafem. Graf R C Ky

nazywamy F-rusztowaniem dla grafu H jesli zachodzq nastepujgce wtasnosci:
1. R jest grafem F-wolnym,
2. H jest grafem (R, F)-wymuszonym,
3. R nie zawiera wierzchotkéow izolowanych.

Przypomnijmy z pracy [5] nastepujacy lemat.

Lemat 4.2.11 ([4]) Niech G oraz H bedg grafami. Niech F stanowi rodzine grafow,
przy czym G € F. Zalozmy, Ze kazde F-rusztowanie dla H zawiera co najmniej m

krawedzi. Wowcezas 7(G, H) > m + e(H).

Przypomnijmy réwniez lemat dotyczacy dolnego oszacowania 7(Cy, H ), gdzie H jest

grafem spojnym.

Lemat 4.2.12 ([4]) Niech H bedzie grafem spdjnym. Wéwczas kazde {C; : i > 3}-
rusztowanie dla grafu H posiada co nagmniej v(H) —1 krawedzi. Co wiecej, dla wszyst-

kich k > 3 mamy 7(Cy, H) > v(H) +e(H) —1 .

7 powyzszego lematu 4.2.12 otrzymujemy nastepujacy wniosek dotyczacy dolnego osza-

cowania liczby krawedzi w {C3}- oraz w {Cy}-rusztowaniu dla Sciezki Pj.

Whniosek 4.2.13 Kazde {Cs}- oraz {Cy}-rusztowanie dla Sciezki Py posiada przynaj-

mniej k — 1 krawedz.
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Udowodnimy teraz, ze dla kazdego k£ > 3 minimalne {C3}-rusztowanie dla $ciezki Py

posiada co najmniej jednag krawedz wiece;j.

Lemat 4.2.14 (Dybizbanski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dla k > 3 kaZde

{Cs}-rusztowanie dla Sciezki Py, posiada przynagmniej k krawedzi.

Dowdd. Niech R oznacza {C3}-rusztowanie dla $ciezki Py, z minimalna liczba kra-
wedzi e(R) i k > 3. Zauwazmy, ze wszystkie (R, {Cs})-wymuszone krawedzie musza w
calosci naleze¢ do R. Zatem R jest grafem spojnym, zawierajacym przynajmniej k — 1
krawedzi, zas (R, {C3})-wymuszone P, zawiera wszystkie wierzchotki R. Zalézmy teraz,
ze R ma k — 1 krawedzi, a zatem jest drzewem, czyli jest rowniez grafem dwudzielnym.
Zatem wszystkie (R, {C3})-wymuszone krawedzie tacza wierzchotki z tej samej partycji
grafu R. Poniewaz kazda partycja R zawiera przynajmniej jeden wierzchotek, oznacza
to, ze (R,{C3}) nie wymusza $ciezki Py. Zauwazmy, ze gwiazda K stanowi dobre

rusztowanie.

Whniosek 4.2.15 Dla k > 3 mamy 7(Cs, Py) > 2k — 1.

Dowdd. Rozwazmy strategie {Cs }-blokowania, wedtug ktorej gra Malarka w 7(Cs, Py)-
grze, przy czym k > 3. Niech R oznacza minimalne ze wzgledu na liczbe krawedzi
{C5}-rusztowanie dla Pg. Z lematu 4.2.14 mamy, ze liczba krawedzi e(R) > k. Korzy-
stajac rowniez z wyniku lematu 4.2.11 otrzymujemy zadany wniosek.

O

Pokazemy teraz, ze dla k € {5,6,7} minimalne {C,}-rusztowanie dla Sciezki P

posiada co najmniej jedna krawedz wiecej, niz otrzymujemy we wniosku 4.2.13

Lemat 4.2.16 (Dybizbanski, Dzido, Zakrzewska [6]) Dia k € {5,6,7} kazde

{Cy}-rusztowanie dla Sciezki Py, posiada co najmniej k krawedzi.

Dowdd. Niech R bedzie {Cy}-rusztowaniem dla $ciezki Py o minimalnej liczbie kra-
wedzi e(R) i k € {5,6,7}. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie (R, {C4})-wymuszone
krawedzie musza by¢ czedcia R. Ponadto R jest spdjny i musi zawiera¢ co najmniej
k — 1 réznych sciezek Pj.

Przypusémy nie wprost, ze e(R) < k—1. Poniewaz k < 7, to R jest drzewem i kazde
(R,{C4})-wymuszone P, musi zawiera¢ wszystkie wierzcholki R. Ponadto, kazdy wierz-

chotek R, z wyjatkiem co najwyzej dwoch, jest wierzchotkiem koncowym co najmniej
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dwoch réznych Py w R. Dwa wyrdznione wierzchotki sa wierzchotkami koncowymi co
najmniej jednej Sciezki P, w R. Poprzez prosta analize drzew ztozonych odpowiednio
z 4, 5 lub 6 krawedzi, otrzymujemy, ze nie istnieje R spelniajace powyzsze wtasnosci,

co oznacza, ze e(R) > k.

Whiosek 4.2.17 Dla k € {5,6,7} mamy 7(Cy, Py) > 2k — 1.

Dowdd. Rozwazmy strategie {Cy }-blokowania, wedtug ktorej gra Malarka w 7(Cly, Py,)
-grze, przy czym 5 < k < 7. Niech R oznacza minimalne ze wzgledu na krawedzie {C}-
rusztowanie dla Py. Z lematu 4.2.16 mamy, ze liczba krawedzi e(R) > k. Korzystajac
rowniez z wyniku lematu 4.2.11 otrzymujemy powyzszy wniosek.

O

Zauwazmy teraz, ze lemat 4.2.16 nie zachodzi dla wiekszych k. Mamy bowiem na-
stepujacy lemat.

Lemat 4.2.18 Dia k > 8 istnieje {Cy}-rusztowanie R dla $ciezki Py, ktore zawiera

k — 1 krawedzi.

Dowéd. Dla k = 8, R jest Sciezka v1,vs,...,vs z dodatkowymi krawedziami vsvy
oraz v4vg. Dostajemy wymuszong kopie Sciezki Py opartg na wierzchotkach w kolejnosci

Uy, V1, V7, Us, Vg, Us, Vg, U3 (por. rysunek 4.5).

Rysunek 4.5: {C,}-rusztowanie R dla Sciezki P.

Dla wiekszych wartosci k, zakladamy, ze mamy {C}}-rusztowanie R’ dla Sciezki
P,_1, ktore sktada sie z k—2 krawedzi i wymusza nastepujaca kopie Py_1: vy, V9, ..., Uk_1.
Opierajac sie na R’ konstruujemy {C,}-rusztowanie R dla Py zawierajace k — 1 kra-
wedzi przez dodanie nowego wierzchotka u i krawedzi pomiedzy tym wierzchotkiem a
dowolnym wierzchotkiem znajdujacym si¢ w odlegtosci dwa od v;. Wowcezas R wymu-

sza nastepujaca kopie Py: u,v1,v9,...,Vk_1.

54


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Whniosek 4.2.19 Dla k > 8 mamy 7(Cy, Py) > 2k — 2.

Dowdéd. Otrzymujemy jako natychmiastowy wniosek z lematow 4.2.11 i 4.2.18.

Teraz podsumujemy wszystkie rezultaty otrzymane w tym rozdziale.
Whniosek 4.2.20 Dla k > 5 mamy
2k — 1 < 7(Cs, Py) < 4k — 5.
Whniosek 4.2.21 Dla k > 6 mamy

2k—1 dlak=6,T7,
3k —5>7(Cy, Pr) >
2k —2 dlak > 8.
Podsumowujac, biorac pod uwage powyzsze wnioski, twierdzenie 4.2.3 jak i znane
liczby Ramseya on-line 7(C,,, P,) otrzymalismy nowe ograniczenia dla 7(Cy, Py), gdzie

6 < k < 10, ktére prezentujemy w zestawieniu z wczesniejszymi ograniczeniami w

tabeli 4.1.
liczba stare oszacowanie | nowe oszacowanie
7(Cy, Ps) | > 10 oraz < 16 > 11 oraz < 13
7(Cy, P7) | > 12 oraz < 20 > 13 oraz < 16
7(Cy, P3) | > 14 oraz < 24 > 14 oraz < 19
7(Cy, Py) | > 16 oraz < 28 > 16 oraz < 22
7(Cy, Pig) | > 18 oraz < 32 > 18 oraz < 25

Tabela 4.1: Zestawienie oszacowan dla 7(Cy, P), gdzie 6 < k < 10.

95


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Spis rysunkow

2.1
2.2
2.3
24
2.5

2.6

2.7

2.8
2.9

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13

Wszystkie mozliwe struktury dla 7(Py, Ps)-gry. . . . . . . . . . ... ..
Wszystkie warianty tur 7( Py, Pio)-gry z lematu 2.2.3. . . . . ... ...
Warianty tur gry z lematu 2.2.4. . . . . ... ...
Niebieska Sciezka Pjg w Przypadku 1 dowodu lematu 2.2.5. . . . . . ..
Niebieska sciezka Pjg powstata w podprzypadkach przypadku 2 dowodu
lematu 2.2.5. . . ..o
Niebieska sciezka Pjg powstata w podprzypadkach przypadku 3 dowodu
lematu 2.2.5. . . ..
Mozliwe 4 ostatnie kolorowania w obu 7( Py, Ps)-grach dla lematu 2.2.6
przy strukturze Sy. . . . ..o
Utworzenie niebieskiej Sciezki o dtugosci e(Q) +1. . . . . . .. .. . ..

Wszystkie mozliwe struktury kolorowan w strategii dla 7( Py, Pi1).

Przyktad struktury PF opartej na Sciezce P. . . . . . . . . . .. .. ..
Przyktad struktury PC opartej na éciezce P. . . . . . . . . . .. .. ..
Przyktad struktury PEC opartej na Sciezce P, . . . . . . . . . ... ..
Przyktad struktury PZ opartej na $ciezce Pyq. . . . . . . . . ...
Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.6. . . .. ... .. .. ..
Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.6. . . . . ... ...
Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.6. . . . ... .. ..
Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.7. . . .. ... .. .. ..
Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.7. . . . . .. .. ..
Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.7. . . . . .. .. ..
Kolejne tury gry dla podprzypadku 1.1 lematu 3.2.8. . . . . .. .. ..
Kolejne tury gry dla podprzypadku 1.2 lematu 3.2.8. . . . . .. .. ..
Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.1 lematu 3.2.8. . . . . . ... ..

o6


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5

Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2 lematu 3.2.8. . . . ... .. .. 34
Kolejne tury gry dla przypadku 1 lematu 3.2.9. . . ... ... ... .. 35
Kolejne tury gry dla przypadku 2.1 lematu 3.2.9. . . ... ... .. .. 36
Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2.1 lematu 3.2.9. . . . . ... .. 37
Kolejne tury gry dla podprzypadku 2.2.2 lematu 3.2.9. . . . ... ... 37
Mozliwe kolorowania w przypadku 1 dla twierdzenia 3.2.10. . . . . . . 39
Mozliwe kolorowania w przypadku 2 dla twierdzenia 3.2.10. . . . . . . 40
Mozliwe kolorowania w przypadku 3 dla twierdzenia 3.2.10. . . . . . . 40
[lustracja dowodu lematu 4.2.1. . . . . . .. .. ... ... ... .... 44
Mozliwe sposoby uzyskania niebieskiej $ciezki P, z twierdzenia 4.2.3. . 45
Mozliwe kolorowania dla lematu 4.2.4. . . . . . .. ... ... .. ... 47
Wszystkie warianty ostatnich sze$ciu rund gry prowadzacych do niebie-

skiej §ciezki P5 lub czerwonego cyklu Cy. . . . . . . . . ..o 48
{Cy}-rusztowanie R dla $ciezki Ps. . . . . . ... ... ... ... ... 54
57


http://mostwiedzy.pl

Spis tabel

2.1 Znane wartosci liczb Ramseya on-line dla $ciezek P,. . . . . . .. . .. 12
2.2 Znane i nowe gérne oszacowania liczby 7(Py, P,) dla 12 <n <22. ... 22
4.1 Zestawienie oszacowan dla 7(Cy, Py), gdzie 6 < k< 10. . . .. .. ... 55

o8

A\ MOST


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Bibliografia

1]

[10]

J. Beck, Achievement games and the probabilistic method, Combinatorics, Paul

Erdds is Fighty, Bolyai Society of Mathematical Studies (1993) 51-78.

L. W. Beineke, A. J. Schwenk, On a bipartite form of the Ramsey problem, Pro-
ceedings of the Fifth British Combinatorial Conference Congressus Numer. XV
(1975) 17-22.

D. Conlon, On-line Ramsey numbers, SIAM Journal on Discrete Mathematics 23
(2009) 1954-1963.

J. Cyman, T. Dzido, A note on on-line Ramsey numbers for quadrilaterals, Opu-

scula Mathematica 34 (2014) 463-468.

J. Cyman, T. Dzido, J. Lapinskas, A. Lo, On-line Ramsey numbers for paths and
cycles, Electronic Journal of Combinatorics 22 (2015) #P1.15.

J. Dybizbanski, T. Dzido, R. Zakrzewska, On-line Ramsey numbers for path and
short cycles, Discrete Applied Mathematics 282 (2020) 265-270.

T. Dzido, R. Zakrzewska, A note on on-line Ramsey numbers for some paths,

Mathematics 9 (7) (2021) 735.

T. Dzido, R. Zakrzewska, The nonclassical mixed domination Ramsey numbers,

Australasian Journal of Combinatorics 45 (2009) 109-115.

P. Erdés, R. J. Faudree, C. C. Rousseau, R. H. Schelp, The size Ramsey number,
Periodica Mathematich Hungarica 9 (1978) 145-161.

P. Erdos, G. Szekeres, A combinatorial problem in geometry, Composito Mathe-
matica 2 (1935) 463-470

29


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

R. J. Faudree, S. L. Lawrence, T. D. Parsons, R. H. Schelp, Path-cycle Ramsey
numbers, Discrete Mathematics 10 (1974) 269-277.

G. Frederickson, N. Lynch, Electing a leader in synchronous ring, Journal of As-

sociation for Computing Machinery 34 (1987) 98-115.

P. Gordinowicz, P. Pratat, Small on-line Ramsey numbers—a new approach, Con-

tributions to Discrete Mathematics 13(2) (2018) 101-111.

J. Grytczuk, H. Kierstead and P. Pratat, On-line Ramsey numbers for paths and
stars, Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science 10(3) (2008) 63—
74.

M. A. Henning, O. R. Oellermann, The upper domination Ramsey number

u(3,3,3), Discrete Mathematics 242 (2002) 103-113.

A. Kurek, A. Rucinski, Two variants of the size Ramsey number, Discussiones

Mathematicae Graph Theory 25 (2005) 141-149.
W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna, PWN, Warszawa, 1990.

Fatin Nur Nadia Binti Mohd Latip, Ta Sheng Tan, A note on on-line Ramsey num-
bers of stars and path, Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences Society
44 (2021) 3511-3521 .

P. Pratat, A note on off-diagonal small on-line Ramsey numbers for paths, Ars

Combinatoria 107 (2012) 295-306.

P. Pratat, A note on small on-line Ramsey numbers for paths and their generali-

zation, Australasian Journal of Combinatorics 40 (2008) 27-36.

F. P. Ramsey, On a problem of formal logic, Proceedings of the London Mathema-
tical Society 30 (1930) 264-286.

V. Rosta, Ramseya Theory Application, Electronic Journal of Combinatorics, Dy-
namic Survey, 13 (2004).

M. Snir, On paralled searching, SIAM Journal Computing 14 (1985) 688-708.

R. Song, S. Wang, Y. Zhang, Proof of a Conjecture on Online Ramsey Numbers
of Stars versus Paths, arXiv:2302.08787.

60


http://mostwiedzy.pl

