Robert SMYK!, Maciej CZYZAK?

Rozdzial 1. NOWY ALGORYTM ROZSZERZANIA BAZY
W ARYTMETYCE RESZTOWEJ

1. Wstep

Resztowy system liczbowy (ang. residue number system, RNS) moze stanowié
alternatywe¢ dla binarnego systemu wagowego przy realizacji wielu algorytmow
w cyfrowym przetwarzaniu sygnatow 1 RSA [5]. W RNS operacje dodawania,
odejmowania 1 mnozenia wykonywane sg niezaleznie na poszczegolnych parach cyfr
operandéw. Powoduje to, ze nie wystepuja przeniesienia migedzy poszczegdlnymi
pozycjami liczby. Jednak uzycie RNS wymaga konwersji liczby reprezentowanej
zwykle w systemie z uzupetieniem do dwoch (U2) do systemu resztowego, a nastgpnie
odwrotnej konwersji wyniku z systemu resztowego do systemu U2. Inne operacje, takie
jak dzielenie czy okreslanie znaku liczby oraz rozszerzanie bazy, sg stosunkowo trudne
do realizacji w systemie resztowym. Stad system RNS moze by¢ atrakcyjny dla
rozwigzan, gdzie dominujg operacje dodawania/odejmowania i mnozenia. Taka sytuacja
wystepuje przy realizacji algorytméw w cyfrowym przetwarzaniu sygnatdéw, takich jak
filtracja FIR (ang. Finite Impulse Response) czy obliczanie szybkiej transformaty
Fouriera. W wyniku mnozenia w RNS mozemy uzyska¢ nadmiar arytmetyczny, co
objawi si¢ btednym rezultatem operacji. Aby zapobiec nadmiarowi, po kazdym
mnozeniu konieczne jest zwykle zastosowanie skalowania, tzn. dzielenia przez pewna
liczbe K, ktéra zostala zastosowana do przeksztalcenia zwykle utamkowych wspot-
czynnikow algorytmu na liczby catkowite. Algorytmy skalowania przedstawiono

w licznych pracach [1-4]. Algorytm skalowania generalnie zalezy od tego, czy baza
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systemu resztowego obejmuje pewien zestaw poteg liczby dwa, czy tez stanowi zestaw
modutow o dlugosci binarnej zwykle 5, 6 bitow.

W pracy przedstawiono nowy algorytm rozszerzania bazy oparty na chinskim
twierdzeniu o resztach (ang. Chinese Remainder Theorem, CRT). Rozszerzanie bazy
polega na tym, ze dla danej bazy systemu 1 zbioru reszt wzgledem modutéw bazy dla
danej liczby X nalezy znalez¢ reszt¢ dla modutu lub modutéw niewchodzacych w sktad
bazy. Rozszerzenie bazy jest ogdlng operacjag w systemie liczbowym. Jest ona jednak
szczegoOlnie przydatna w przypadku wspomnianego wczesniej skalowania w systemie
resztowym, gdyz przy skalowaniu przez wspotczynnik skalowania K, bedacy iloczynem
wybranych modutéw bazy, reszty dla modutéw niewchodzacych w sktad K moga by¢
tatwo wyznaczone przez mnozenie kazdego z nich przez odwrotno$¢ multiplikatywna
kazdego z tych modutéw wzgledem K. Stad efektywnos¢ algorytmu skalowania w tym
przypadku w sposéb istotny zalezy od efektywnosci algorytmu rozszerzania bazy
o moduly wchodzace w sklad wspotczynnika skalowania K. Innym bardzo istotnym
zastosowaniem jest uzycie algorytmu rozszerzania bazy w przypadku realizacji szyfro-
wania RSA z uzyciem systemu resztowego. W algorytmie RSA opartym na mnozeniu
metoda Montgomery konieczne jest dwukrotne zastosowanie algorytmu rozszerzania
bazy. W zwiazku z tym, podobnie jak w przypadku algorytmu skalowania, rOwniez przy
realizacji tego algorytmu efektywnos¢ algorytmu rozszerzania bazy istotnie moze
wplyna¢ na wypadkowa efektywnos¢ obliczeniowg algorytmu RSA. W sekcji drugiej
omowiono podstawy systemu RNS, w sekcji trzeciej przedstawiono nowy algorytm
rozszerzania bazy, w sekcji czwartej przedstawiono przyktad numeryczny, w sekcji
piatej architekturg uktadu realizujacego nowy algorytm rozszerzania bazy, a w sekcji

szostej omowiono zlozono$¢ uzyskanej realizacji uktadowe;.

2. Resztowy system liczbowy

Resztowy system liczbowy RNS jest zdefiniowany przez baze B =
{m,,m,, ..., my,}, czyli przez zbidr zwykle wzajemnie pierwszych nieujemnych liczb
zwanych modulami. Zakres liczbowy M systemu resztowego zdefiniowany jest jako
M =[], m; . M oznacza ilo$¢ liczb catkowitych, ktére moga by¢ reprezentowane przy
uzyciu danej bazy. Jesli moduly sg wzajemnie pierwsze, tzn. gcd (mj,mk) =1 dla
j#k,jk=12..,n, to kazda liczba catkowita X z zakresu [0, M — 1] moze by¢

reprezentowana przez wektor n liczb catkowitych (xq, x5, ..., x,), gdzie x; = |X Imj


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

11

rozumiane s3g jako reszty jednoznacznie reprezentujace w systemie RNS liczbe X.
Operacje arytmetyczne dodawania, odejmowania i mnozenia w systemie RNS sg
definiowane jako

(xl, xz, ...,xn)®(y1,y2, ...,yn) = (Zl, Zy, ...,Zn), (1)

gdzie z; = |x; @yilmi, i=12,..,n ,asymbol @ oznacza operacj¢ dodawania, odej-
mowania lub mnozenia przeprowadzang w matych pier§cieniach R(m;) ,i = 1,2, ..., n.
Warunek wzajemnej pierwszosci modutow zapewnia, ze odwzorowanie migdzy piers-
cieniem modulo M a sumg pier§cieni R(m;) , i = 1,2,...,n jest izomorfizmem.
Odwzorowanie takie moze by¢ zrealizowane przy uzyciu chinskiego twierdzenia
o resztach lub konwersji z mieszanymi podstawami (ang. Mixed Radix Conversion,

MRC) [1]. CRT ma nastepujacg postac

X = |28 M M7 i (2

M’

gdzie M; = % , a |[M; |, jest inwersja multiplikatywng M; modulo m;.

3. Nowy algorytm rozszerzania bazy

Algorytm ten polega na efektywnym uzyciu CRT (2), ktore mozna tez przedstawi¢
jako

X=|ZXl, =X -1 M. 3)

Rozszerzanie bazy o dodatkowy modul m,,,; wymaga obliczenia reszty wzgledem

m,,, dla danej liczby X reprezentowanej w systemie resztowym przy uzyciu bazy

B = {my,m,, ..., m,}, zgodnie z zalezno$cig | X |, ,, = ||Z}1=1Xj|M| . Wymaga to
Mp+1

jednak redukcji modulo M, ktéra jest ztozona obliczeniowo dla duzych M, siegajacych
40 bitow w przypadku realizacji niektorych algorytmow CPS. Operacji tej mozna
unikng¢, stosujagc CRT w postaci (3), prawa strona wzoru, 1 nast¢pnie redukcji modulo
m, ., jak ponizej

| X |y, = 2020 X —TM , (4)

Mp+1

gdzie X; to projekcje ortogonalne. Powyzsze rdéwnanie mozna przedstawic

w zmodyfikowanych formach jako
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)

— n
Xl = |1 Zfa ) |+ 127 i,

Mn+1

lub

+ =M |p,,,

n+1

(6)

— n
| X |mn+1 - ‘ | ijl |Xj |mn+1 m .
n+1

Efektywno$¢ danego algorytmu rozszerzania bazy istotnie zalezy od skutecznego
sposobu obliczania wspdiczynnika nadmiaru r w CRT. Zalezno$¢ (3) mozna dalej

zapisac, dzielgc stronami przez M w postaci
=47 (7)

Zakladajac, ze r jest dodatnig liczba calkowita oraz utamek X/M jest liczba

z zakresu [0,1), uzyskujemy

X x _ Nl Mj -y

Pl T Tl T ®)

gdzie N; = Mj_l oznacza inwersj¢ multiplikatywng M; modulo m; . Biorgc pod uwageg,

VA

i=1,i=j M
m; 1M’ ,i=1,..,n, 9)
otrzymujemy r w postaci
XNl
=X, — L — -~ (10)
Po przeksztatceniu (10) otrzymujemy
|
X m;
v T (11)
Biorac czesé¢ catkowita z obu stron, uzyskujemy
. Ixijlmj

Utamki w (12) moga mie¢ nieskonczone reprezentacje binarne, w zwigzku z tym
utamek powinien by¢ zaokraglony do ustalonej dtugosci, co daje btad ¢;, j = 1,2, ..., n

dla kazdego z utamkow
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Ixijlmj |xij|mj _
e = - — - ,j=12,..,n (13)

Przy obliczaniu r konieczne jest takie obciecie lub zaokraglenie poszczegolnych
utamkow, aby mozna bylo otrzymac wartos¢ r taka jak z (12). Przyjmujac zaokraglenie
w dot oraz to, ze sumaryczny blad ma spetni¢ warunek e < 0.5, mamy

| 'N'|m- | 'N'|m-
e =27=1(x’ J 1-[’” J IJ) < 0.5, (14)

mj mj

a dla kazdego z €’; musi by¢ spetniona ponizsza zalezno$¢

|XiNilm: |%iNi|lm :
e =1 ’—[” 1J<i. (15)

J mj mj 2n

Przy spehieniu (15) otrzymujemy przyblizenie r w postaci

XiNi|lm:
A |]]|m]
r= L= | T

J

(16)

i ' bedzie naleze¢ do przedzialu ' € (r — 0.5,7). W zwigzku z tym warto$¢ indeksu

nadmiaru mozna otrzymac jako
r'"=r=r|+1. (17)

Obliczony wspotczynnik nadmiaru " moze by¢ dalej uzyty w formule (6) rozszerzania
bazy.

Przyktad 1. Obliczenie indeksu nadmiaru i jego uzycie do rozszerzenia bazy

Wspoétczynnik nadmiaru zostanie wyznaczony dwoma sposobami, bezposrednio
oraz z wykorzystaniem proponowanego w niniejszej pracy algorytmu. Nast¢pnie
obliczone r'" zostanie wykorzystane do obliczenia nowej reszty przy uzyciu algorytmu
rozszerzania bazy.

Doktadng warto$¢ wspdtczynnika nadmiaru dla X = 10000001 mozna wyznaczy¢

7 zastosowaniem

2?=1X1_X

p= T (18)

M

Przyjmujemy baz¢ RNS B ={32,29,27,25,23,19,17} dla n=7. Zakres
liczbowy jest rowny M = 4653525600. Zbior reszt dla powyzszych danych jest
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nastepujacy x < (1,21,18,11,1, 15,16, 6). Projekcje ortogonalne (4) dla danego X
majg wartosci
X; = 3926412225,

X, = 3048861600,

X3 = 1895880800,

X, = 4467384576,

Xs = 4046544000,

Xe = 3428913600,

X; = 2463631200.
Suma projekcji wynosi X7, X; = 23277628001. Na podstawie (18) uzyskujemy
r=25.

Nastepnie obliczona zostanie warto$¢ przyblizona r'' przy uzyciu proponowane;j

XN jlm

metody. Utamki p; = maja nastepujace wartosci

]

p1 = 0,84375,

p, = 0,655172413793103,
pz = 0,555555555,

ps = 0,96,

ps = 0,869565217391304,
ps = 0,736842105263157,
p; = 0,529411764705882.

Po zsumowaniu p; uzyskujemy warto$¢ r = 5,002, co mozna wyjasni¢ btedem
nadmiaru w arytmetyce zmiennoprzecinkowej. Po zaokragleniu do 4 bitow zgodnie

z (15) uzyskujemy nastepujace wartosci p;

p, = 0,8125,
p, = 0,625,
Pz = 0,5,

ps = 0,9375,
ps = 0,8125,
Pe = 0,6875,
p; =0,5.

A\ MOST
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Finalnie otrzymujemy sume¢ utamkoéw obcietych jako 1’ = 4,875, co po
zaokragleniu daje " = |4,875| + 1 = 5.

Dana jest baza B = {32, 29,27, 25,23,19, 17}. Baza ta bedzie rozszerzona o modut
mg = 31 dla liczby X = 10000001. Reszta obliczona bezposrednio ma wartos¢
|X|mg = 21. Rozszerzenie bazy zostanie zrealizowane na podstawie wzoru (6).
Projekcje ortogonalne maja takie same wartosci jak wyzej. Wykorzystujemy
wyznaczong wczesniej warto$¢ wspotczynnika nadmiaru w CRT, r = 5. Wartos¢ reszty
dla modutu, o ktory rozszerzamy baze, obliczono bezposrednio xg = [X|,, = 21.
Wartos$¢ reszty wyznaczonej przy uzyciu (6) wynosi
| X 131 = | | 123277628001 |34/, + |— 54653525600 |31|31 = 21.

4. Architektura ukladu rozszerzania bazy

Przedstawiona na rys. 1 architektura zaprojektowanego ukladu rozszerzania bazy
(ang. base extender, BE) realizuje rozszerzenie bazy o jeden modul na podstawie
zaleznosci (6). Ukltad sktada si¢ z dwoch kanatéw. W kanale pierwszym obliczana jest
suma modulo m,, ., projekcji ortogonalnych zredukowanych uprzednio modulo m,, .
W kanale drugim obliczany jest wspotczynnik nadmiaru » w CRT. W kanale pierwszym

|X flm , j =1,2,..,7 obliczane sg z zastosowaniem niewielkich funkcji logicznych,
n+1

ktére moga by¢ realizowane przy uzyciu matych pamigci typu ROM o rozmiarze
[log m;] X [log m;] adresowanych przez poszczegolne reszty x;, j = 1,2,..,8.
Operandy uzyskiwane na wyjsSciu poszczegdlnych pamigci sg sumowane przy
wykorzystaniu drzewa sumatorow CS41. CSA (ang. Carry-Save Adder) jest
wielooperandowym drzewem sumatoréw o liczbie warstw podanej w [10, s. 104],
sktadajacym si¢ z n-2 sumatorow CSA dla n-operandow. Wektory wyjsciowe drzewa
CSAl, wektor sumy s oraz wektor przeniesienia ¢, s3 sumowane przy uzyciu sumatora
binarnego BA1. Aby przeprowadzi¢ redukcj¢ modulo m,,,; sumy S, ktérg otrzymujemy
na wyjsciu BA1, binarny wektor sumy s jest dzielony na dwa krotsze wektory sy 1 s,
w taki sposob, aby wektor s; reprezentowal liczbe S; mniejsza od m,, ;. Liczba Sy,
reprezentowana przez wektor sy, jest redukowana modulo m,,; z zastosowaniem

odwzorowania Sy = |Sy |y, ,, realizowanego przy uzyciu matej pamieci typu ROM.
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W kanale wyznaczajacym r obliczane sg wartosci na podstawie zaleznos$ci (17). Sa

xiNjl.,,

. ‘ Nastepnie

one wyznaczane przy wykorzystaniu odwzorowania x; —>\

realizowane jest sumowanie przy uzyciu drzewa CSA-r. Wektory wyjsciowe
reprezentujace sume i przeniesienie sg sumowane w BAr. W dalszej kolejnosci w LTr
obliczana jest Sgar = |Spar|m,,,- W nastgpnym kroku wykorzystywany jest sumator
CSA2 obliczajacy sume wartosci z kanatu pierwszego i kanatu drugiego. Na wyjsciu
CSAZ2 zachodzi relacja Scgap + Cesar < 2 - My y1; W zwigzku z powyzszym do redukcji
modulo m,,,; mozna zastosowa¢ dwuoperandowy sumator modulo m, ;. Sumator
CSA3 oblicza w kodzie U2 sume¢ Sggaz + Cosaz — Myy1- W kolejnym  stopniu
wykonywane s3g réwnolegle sumowania Scgay + Scsaz- Na podstawie wartosci
przeniesienia z bitu znaku sumatora BA3 wybierana jest przez multiplekser warto$¢
wyjs$ciowa. Jesli wystapilo przeniesienie, wybierana jest warto$¢ z sumatora BA3, jezeli
przeniesienie si¢ nie pojawi, wybierana jest warto$¢ z BA2. Przyjeto, ze wszystkie
sumatory BA w uktadzie sg n-bitowymi sumatorami szeregowymi o strukturze RCA

(ang. ripple carry adder).

7 2 |1
5 ° 5
[e] [z ][ im] EEEEE
Xl all 5 bit all 2 bit
\
[ CSAT ] [ CSA-r ]
7 47 4 14

Rys. 1. Architektura uktadu rozszerzania bazy dla ms =311 B = {32,29,27,25,23,19,17}
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5. Analiza zlozonosci sprz¢towej i opoznien BE

Ponizej przeanalizujemy ztozonos$¢ sprzetowa i czasowg zaprojektowanego uktadu
rozszerzania bazy BE. Ztozono$¢ Agp mozna wyrazi¢ jako zlozono$¢ gtéwnego kanatu
Agpm oraz zlozono$¢ dodatkowego kanalu Agp, do obliczania wspotczynnika

nadmiaru r.

Apgm =1 ALT(26><6) + Acsatm-2a) T ABA(Za_Z,a) +

Acsa,a) T Acsa@a+2) T Apaza) T ABaz(a+2) (19)
gdzie przyjmujemy, ze a =[log m]|, Acsam-2a) OzZnacza zlozonoS¢ n-2
operandowego sumatora CSA sumujacego operandy a-bitowe; podstawiajgc do (19)

ztozonosci poszczegolnych blokow architektury, otrzymujemy
ABEm = nALT(Za X a) + (TL - Z)QAFA + (a + Z)AFA +

Air(2%7%2x a) + alp, + (a + 2)Aps + a0.6A5,. (20)
Po uzupelnieniu warto§ci zgodnie z projektem ukladu przedstawionym
w poprzednim punkcie uzyskujemy
ABEm = 8 . 7’2AFA + 7AFA + 5AFA + 5AFA + (21)
7AFA + 5AFA + 7AFA + 0,6 . SAFA = 96I2AFA'
Ztozono$¢ sprzgtowa kanatu do obliczania » mozna przedstawi¢ nastepujaco
Appr = NApr(2ax(a-3)) T Aas) T ALr(20-2xa): (22)
Gdzie
ALT(23X2) - 8 - 5 . 2 == 80~3AFA,

ABA(S) = 5Apy.

Po podstawieniu uzyskujemy Agg, = 4Apy + 3Aps + 5Ap, = 1245,.
Catkowita zlozono$¢ BE wynosi
Agp = Aggm + Aggr = 96,2454 + 12A5, = 108,2A5,,
co w przeliczeniu na tranzystory daje ~3462 tranzystory.

Calkowite opdznienie BE mozna wyznaczy¢ jako
tpr = tir(aaxa) T O(M)tpa + tpar + tir(2e-1xq) T (23)

tesaz(i,a) 1 lesazra) T tBas(a+2) T tuuxz,1)-
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Dla a = 5 otrzymujemy nast¢pujace wartosci poszczegdlnych opdznien

tir25xs) = 7/2tra,
tesacss) = 0(MW)tpa,
tpar = 7tra,
tiratxs)y = 7,2tpa,
tesaz(1,5) = tras
tesaz(1,s) = tras
tpas(7) = Stpas
tuuxz1) = 0,7tra-

Opoznienie pamigci ROM zostalo oszacowane na podstawie danych z biblioteki
Samsung SDK 150 [9]. Liczb¢ warstw w drzewie CSA n-operandowym oznaczono
przez 8(n) [10], co dla 7 operandow daje opdznienie 4tp,. Opdznienie sumatora
pelnego przyjmujemy tz, = 0,269ns [9]. Zalozono, ze opoOznienie kazdego
z sumatorow BA jest rowne [-tp,, gdzie [ to dlugo$¢ binarna operandow.
W zaprezentowanej architekturze BE uzyto BA o dlugosci 4, 517 bitéw. Uwzgledniajac

powyzsze, uzyskujemy opdznienie uktadu rozszerzania bazy ¢z = 8,9 ns.

6. Porownanie

Dla wcze$niej wymienionej bazy systemu RNS zaprojektowano uklad wedtug
wczesniej wspomnianej metody Shenoya Kumaresana (SK), ktéra jest uwazana za
najbardziej efektywna metode rozszerzania bazy. Algorytm SK oparty jest na zastoso-
waniu dodatkowego modutu redundacyjnego, ktéory pozwala na wyznaczenie wspot-
czynnika nadmiaru w CRT. Wadg tej metody jest konieczno$¢ uzycia w catym uktadzie
pracujagcym w RNS redundancyjnego kanatu, co zwigksza ztozono$¢ sprzetowa uktadu.
Ponadto rozwigzanie SK wymaga zastosowania duzych pamigeci ROM, co z jednej
strony zwicksza opdznienie BE, a z drugiej ogranicza w istotny sposob maksymalng
czestotliwos¢ potokowania. Uktad SK wymaga pami¢eci ROM o binarnym adresie
rownym sumie dlugos$ci binarnych modutéw, przy zatozeniu ze moduty sg tej same;j
dtugosci binarnej. Finalnie ztozono$¢ uktadu realizujgcego algorytm SK wynosi

Apesg = 103312 tranzystorow.
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7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono nowg metod¢ rozszerzania bazy opartg na CRT. Jednym
z najbardziej istotnych elementéw przy wykorzystaniu tego podejscia jest efektywne
obliczenie wspotczynnika nadmiaru w formule CRT. Sposob obliczenia tego
wspotczynnika ma bardzo istotny wplyw na zlozono$¢ realizacji uktadowej BE.
Opisano nowy sposOb obliczania tego wspolczynnika, umozliwiajacy wielokrotng
redukcje ztozonosci sprzgtowej kanatu obliczajacego wspoétczynnik nadmiaru. Uktad
BE zawiera tylko mate pamigci typu ROM, ktére w razie potrzeby moga by¢ zastapione
odpowiednimi funkcjami logicznymi, co w efekcie daje mozliwo$¢ potokowania na
poziomie przerzutnika typu zatrzask. W zwigzku z tym czestotliwo$¢ potokowania
zalezy tylko od opdznienia pelnego sumatora 1 przerzutnika typu zatrzask. Uktad BE nie
wymaga operacji na duzych liczbach, obliczenia w systemie resztowym odbywajg si¢

tylko przy uzyciu krotkich operandéw binarnych.
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Streszczenie

Przedstawiono nowy algorytm rozszerzania bazy w resztowym systemie liczbowym
bez uzycia nadmiarowego modutu. Rozszerzanie bazy jest kluczowg operacja w wielu
zastosowaniach, gdzie uzywany jest resztowy system liczbowy, takich jak cyfrowe
przetwarzanie sygnalow, jak tez implementacja systemu szyfrowania algorytmem
Rivesta-Shamira-Adlemana (RSA). Ortogonalne projekcje wystepujace w chinskim
twierdzeniu o resztach dla modutu, o ktory jest rozszerzana baza systemu resztowego,
przechowywane sg w niewielkich pamigciach typu ROM (ang. Read-Only Memory)
w formie resztowej. Projekcje te sg sumowane w sumatorze binarnym i otrzymana suma
jest redukowana dla modutu, o ktory rozszerzana jest baza. Metoda wykorzystuje nowy
1 efektywny algorytm obliczania wspolczynnika nadmiaru w chinskim twierdzeniu

o resztach. Umozliwia ona wielokrotng redukcje ztozonos$ci sprzetowe;.

Stowa kluczowe: arytmetyka resztowa, rozszerzanie bazy.


http://mostwiedzy.pl

