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Streszczenie

W pracy przedstawiono najwazniejsze problemy zwigzane z numerycznym rozwigzaniem
jednowymiarowego rownania Richardsa, opisujacego przeptyw wody w gruncie w warunkach
niepetnego nasycenia. Zaprezentowane zostaly najczesciej uzywane metody, ich zalety i
ograniczenia oraz wyniki poréwnawczych obliczen przeprowadzonych przy uzyciu programéw
opartych na roéznych schematach numerycznych. W szczegdlnosci omdéwiono rozwigzanie

roOwnania Richardsa metodg potdyskretng z uzyciem algorytmu DASPK.
1. Wstep

Doktadne poznanie mechanizmow rzadzacych przeptywem wody w gruntach
nienasyconych i umiejetnos¢ ich prawidlowego modelowania majg bardzo duze znaczenie w
wielu dziedzinach dziatalno$ci inzynierskiej. Mozna tu wymieni¢ mi¢dzy innymi takie
problemy, jak filtracja przez zapory ziemne i1 waly przeciwpowodziowe, zabezpieczenie
sktadowisk odpadéw, ochrona zasobow wod podziemnych czy oczyszczanie gruntu.
Podstawowe rownania opisujgce ten typ przeptywu zostaty sformutowane przez Buckinghama w
1907 r. 1 Richardsa w 1931 r [1,12,27,30]. Szczegdlnie czgsto uzywa si¢ jednowymiarowe;j
formy rownania Richardsa, opisujacej dynamik¢ uwilgotnienia w profilu gruntowym.
Problemowi rozwigzania tego rdGwnania poswigcono w ciggu ostatnich dziesigcioleci wiele prac,

mimo tego zagadnienie pozostaje caty czas aktualne. Mozna wyr6zni¢ dwa kierunki poszukiwan.

I Praca zostala wykonana podczas pobytu autora w Laboratoire d’etudes des Transferts en Hydrologie et
Environnement (LTHE) w Grenoble w ramach programu wymiany migdzynarodowej SOCRATES-ERASMUS oraz
umowy o wspolpracy naukowej miedzy Politechnikq Gdanskq a Uniwersytetem Josepha Fouriera w Grenoble w

okresie 02-04.2001 (staz DEA pod kierunkiem dr inz. Jolanty Lewandowskiej).
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Pierwszy to rozwigzania o charakterze analitycznym lub poétanalitycznym. Klasycznymi
przyktadami sg rozwigzania Philipa [22,23,24], Parlange’a [19] oraz Fleminga i in. [6]. Metody
te maja jednak zastosowanie ograniczone do szczegdlnych postaci warunkoéw granicznych,
chociaz ze wzgledu na ich prostote sg chetnie stosowane. Drugg grupe stanowig rozwigzania
numeryczne. Najczesciej] wykorzystuje sie¢ metode réznic skonczonych lub elementow
skonczonych do dyskretyzacji przestrzennej oraz schematy rdznicowe niskiego rzedu do
dyskretyzacji czasowej. Nieliniowo$¢ roOwnania wymaga zastosowania procedury iteracyjnej w
kazdym kroku czasowym. Rozne algorytmy rozwigzania zostaty przedstawione m.in. w pracach
[4,16,26,29]. Jedna z najnowszych propozycji w tej dziedzinie jest rozwigzania réwnania
Richardsa metoda potdyskretna, przy uzyciu gotowych algorytmoéw przeznaczonych specjalnie
do catkowania uktadéw rownan rézniczkowych zwyczajnych przy uzyciu schematow wyzszych
rzedow [17,32,34].

Celem niniejszego artykutu jest przeglad i ocena witasciwosci metod numerycznych
stosowanych do rozwigzywania jednowymiarowego rdwnania przeptywu w strefie nienasycone;j
gruntu. Wykonane obliczenia 1 testy numeryczne pozwolily na sformutowanie kilku spostrzezen

dotyczacych praktycznego zastosowania znanych algorytmow.
2. Matematyczny opis przeplywu wody w gruncie nienasyconym

Szczegblowe omoOwienie zjawiska przeptywu wody w gruntach nasyconych 1
nienasyconych mozna znalez¢ w pracach [1,12,30]. Podobnie jak w przypadku innych procesow
fizycznych mozna je opisa¢ za pomoca podstawowych praw zachowania. Dla przeplywu w
gruntach nienasyconych zasada zachowania pedu ma posta¢ réwnania Darcy-Buckinghama:

q, =—K(h)grad(h-z) @)
gdzie gy — strumien Darcy (predkos¢ filtracji) [m/s], K — wspdlczynnik filtracji [m/s], & —
wysoko$¢ ci$nienia ssania [m], z — wspotrzedna pionowa [m], przy czym o$ OZ jest skierowana

pionowo w dot. Wartos¢ 4 odpowiada cisnieniu kapilarnemu wody gruntowej p, h = A , gdzie
g

p — gesto$é wody [kg/m’], g — przyspieszenie ziemskie [m?/s]. Natomiast zasada zachowania
masy (réwnanie cigglos$ci) moze by¢ zapisana nastgpujaco:

@ +divlpg,)=0 )
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gdzie n — porowato$¢ gruntu [-], S — nasycenie gruntu woda [-], t — czas [s]. Wielko§¢ S

definiowana jest jako S zg, gdzie 6 1 6 oznaczaja odpowiednio rzeczywista wilgotnos¢

N
gruntu 1 wilgotno$¢ w stanie pelnego nasycenia. Po uwzglednieniu zaleznosci (1) 1 przy
zatozeniu niescisliwosci wody oraz nieodksztatcalnosci osrodka rownanie (2) moze by¢ zapisane

w formie zaproponowanej przez Richardsa [27]:
oo .
= div(K (h)grad(h—z))=0 3)

W wielu przypadkach praktycznych przeptyw wody w strefie nienasyconej mozna
traktowa¢ jako zjawisko jednowymiarowe (zachodzace w kierunku pionowym). Wowczas
roOwnanie (3) mozna zapisa¢ w postaci:

2K @
ot Oz Oz 0z

Jest to tak zwana forma mieszana, w ktdrej jawnie wystepuja dwie niewiadome €1 4. Eliminacja
6 prowadzi do rdbwnania z wysokoscig ci$nienia jako funkcja niewiadoma:

)%_Q(K(h)%j L OK(h) _ 5)

C (h
ot oz Oz Oz

gdzie: C, (h) = % - rozniczkowa pojemno$¢ wodna gruntu [-/m]. Natomiast eliminacja /4

prowadzi analogicznie do rownania wzgledem wilgotnos$ci gruntu:

02/ ,00). axlo)_ o
0z Oz

ot Oz

gdzie D(9)= K(6) - dyfuzyjnos¢ gruntu [m%/s].

C.(0)

Kazde z powyzszych rownan musi by¢ uzupetnione przez zaleznosci wigzace 6, h i K (funkcje
hydrauliczne). Do najczesciej stosowanych nalezg funkcje Van Genuchtena — Mualema postaci
[33]:
o(n) =6, +(, -0 1+ () ]" (7
2
n—1 n [ ™M
fi- (el ey "}

i+ (el |

gdzie 6. — wilgotnos¢ residualna, 6, — wilgotno$¢ w stanie petnego nasycenia, a1 n — parametry

K(h)=K,

(8)

empiryczne zwigzane z wielko$cig 1 uktadem poréw, m = 1- 1/n .
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Roéwnanie (4) jest rownaniem rdzniczkowym czastkowym typu parabolicznego. Jego
rozwigzanie wymaga prawidtowego okreslenia warunkéw granicznych. W tym przypadku beda
to:

e warunek poczatkowy, w postaci: 4 ( z, t = 0) = ho(z) albo 8(z, t = 0) = Gi(z)
e warunki brzegowe typu Dirichleta: & (z =z, ) = hi(t) albo O(z=2zs, t) = 6(t) lub typu

Neumanna: ¢(z=z,,t)=¢q,(t)=-K (h{(’;—h + 1) , gdzie indeks b oznacza wspoOtrzedne
Z

punktow na brzegu obszaru.
3. Rozwiazania analityczne i pélanalityczne rownania Richardsa

Ze wzgledu na nieliniowo$¢ rownania Richardsa rozwiazania analityczne mozna
otrzymac¢ tylko dla szczegélnych postaci warunkdéw granicznych i funkcji hydraulicznych.
Rozwigzania z tej grupy dane nie sg na ogét podane w postaci zamknietych wzordw, a obliczenie
wartosci poszukiwanej funkcji wymaga zastosowania metod przyblizonych (catkowanie
numeryczne). Wérod rozwigzan polanalitycznych mozna wymieni¢ wzory przedstawione przez

Philipa [22,23,24], Parlange’a [18,19], Fleminga i in. [6] oraz Parlange'a i in. [20].
3.1. Rozwigzanie Philipa

Rozwigzanie zaproponowane przez Philipa zostalo uzyskane dla nastepujacych
warunkow granicznych: € (z, t = 0)= 6,0 (z=0, 1) = 6, 8(z =L, t) = 6.. Rozwigzaniem jest
funkcja z(6, t), w postaci nieskonczonego szeregu:

2(0,t)=,(0)t"* + 9, (0)t + 0,(0)*"* + ... (9)
Kolejne wspotczynniki ¢, sa rozwigzaniami rownan rozniczkowych. Szczegoty dotyczace tego
rozwigzania mozna znalez¢ w pracach Philipa [22,24], natomiast dokladny opis sposobu
wyznaczenia wspolczynnikow ¢, np.w pracy [35]. Rozwigzanie w postaci (9) wazne jest dla

czasu t<tg, gdzie:

v Kok Y
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Natomiast rozwigzanie dla dtugiego czasu ¢ opisane jest w [23].
3.2. Rozwigzanie Fleminga i in.

Rozwiazanie to zostalo opisane w pracach [6,28]. Jest ono wazne dla szczegdlnej postaci
warunkow granicznych, mianowicie €. (z, t = 0) =0, q(z=0,t) = A*6G(z=0, 1), q(z =L, t) = 0,
gdzie ¢ oznacza natg¢zenie infiltracji a & jest zredukowang wartoscig wilgotnosci (€. = 0 dla
stanu poczatkowego, €. = 1 dla petlnego nasycenia). Rozwiazanie dane jest wzorem:

T Dd6 an

A0 -K

0
Dla szczegolnych postaci zaleznosci D(€) 1 K(6) mozliwe jest analityczne scatkowanie prawej
strony rownania (9). Przyktadowo dla D =D;6, , K = K;0™" | 6(h) = exp(Kh/D;) otrzymujemy:

D
dt—z=Lrpp 4 (12)
nkK, A-K,0"

gdzie state D; 1 K; oznaczaja dyfuzyjnos¢ i przewodno$¢ gruntu w stanie pelnego nasycenia.

4. Rozwigzania numeryczne réwnania Richardsa

W wigkszosci przypadkéw praktycznych rownanie Richardsa nalezy rozwigzywaé
numerycznie. Istotng sprawg jest wybdor odpowiedniej formy rownania, czyli poszukiwanej
niewiadomej. Forma oparta na zmiennej € (6) pozwala zachowa¢ bardzo dobry bilans masy,
jednak nie nadaje si¢ do opisu przeptywu w warunkach petnego nasycenia, ponadto w przypadku
osrodka uwarstwionego profil wilgotnosci wykazuje nieciaglosci na granicy warstw. Wygodniej
jest operowac¢ zmienng 4. Z kolei forma oparta na cisnieniu (5) stwarza problemy z zachowaniem
bilansu masy, zwigzane z aproksymacjg cztonu zawierajagcego pochodng po czasie. Bardziej
korzystne jest operowanie formg mieszang (4), ktéra umozliwia postugiwanie si¢ zmienng 4,
zapewniajac jednoczesnie dobry bilans masy Algorytm taki zostal przedstawiony w pracy Celii i
in. [4] 1 jest obecnie do$¢ powszechnie stosowany [13,26,31]

Rozwigzanie numeryczne przebiega w kilku etapach. Najpierw dokonuje si¢
dyskretyzacji pochodnych przestrzennych za pomoca metody réznic skonczonych lub metody
elementéw skonczonych. W wyniku tej operacji otrzymuje si¢ uktad réwnan rézniczkowych

zwyczajnych, w ktérych wystepuja pochodne poszukiwanej funkcji wzgledem czasu. Uklad ten
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nalezy scatkowa¢ w zadanym przedziale czasowym z uwzglgdnieniem odpowiednich warunkow
granicznych.

Niekiedy w celu zlagodzenia problemow wynikajacych z nieliniowos$ci réwnania
stosowana jest zamiana zmiennej. Po uzyskaniu rozwigzania problemu wzgledem nowe;j
zmiennej przeprowadzana jest transformacja odwrotna. Propozycje takie mozna znalez¢ w

pracach [7,29,34].
4.1. Dyskretyzacja przestrzenna metodq roZnic skonczonych

Metoda roznic skonczonych jest stosunkowo prosta w zastosowaniu. Polega na
zastgpieniu pochodnych przez ilorazy roznicowe, przy czym do aproksymacji drugiej pochodne;j
wystepujacej] w réwnaniu najczescie] uzywa si¢ ilorazéw drugiego rzedu. Przykladowo dla

réwnania (5) prowadzi to do wyrazenia:

hi+ _hi hi _hi—
Ki+1/2 1 _Ki—l/z :
dh B Az Az Ki,—K ),

i T + =0 (13)
dt ; Az Az

gdzie Az - odlegto§¢ miedzy wezlami, a Ki+1 oznaczaja Srednie wartosci przewodnos$ci w
obszarze migdzy weztami i-1 i i oraz i 1 i+1. Na ogot stosuje sie podziat obszaru na odcinki o
jednakowej dlugosci Az. Jednak w przypadku wystgpowania duzych gradientéw ci$nienia
(infiltracja) korzystne moze okazac¢ sie dynamiczne zageszczanie siatki [29].

Istnieje szereg sposobow interpretacji sredniej wartosci K [10,11,17]:

e drednia arytmetyczna: K.,= ;(K +K.) (14)
e Srednia geometryczna: K.,=+K K. (15)
e $rednia harmoniczna: Ki.,= 0 1 I (16)
N + -
Ki Kiil
.. ) - e S+S,
e uSrednianie nasycenia: K.,=K (S) gdzie § =———=2 17)
1 max (h; b1/ )
e drednia catkowa: K. ,,=" IK (h)dh (18)
hi - hiil/Z‘ min(hy;,hy41)5 )

Jak wynika z literatury, najczgséciej stosowana jest $rednia arytmetyczna [4,10,17]. Jednak w

wielu wypadkach lepsze wyniki mozna uzyska¢ stosujac wzory (15) lub (17). Natomiast

6
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obliczanie $redniej wedlug (18) daje najlepsze rezultaty, ale wymaga zwigkszonego naktadu
obliczen [17].

Nalezy zauwazy¢, ze samo obliczenie wartosci funkcji K(S) dla danego argumentu S
moze by¢ klopotliwe, ze wzgledu na wystepujace wielokrotnie we wzorach potgegi wymierne.
Dlatego tez czesto stosuje sie tablicowanie funkcji hydraulicznych, a nastepnie ich interpolacje.
Zabiegi takie maja na celu zwigkszenie szybkosci obliczen przy jednoczesnym zachowaniu
mozliwie doktadnego odwzorowania ksztattu funkcji. Funkcjami interpolacyjnymi moga by¢
funkcje liniowe (najmniejsza doktadnos¢), funkcje logarytmiczne lub funkcje sklejane.
Sczegdtowa analiza wplywu réznych sposobow interpolacji funkcji i obliczania wartosci
mi¢dzyweztowych wspotczynnika K zostata przestawiona w pracy Millera 1 in. [17]. Wynika z
niej, ze bardzo dobre efekty daje zastosowanie interpolacji wielomianami Hermite'a w

potaczeniu z obliczaniem K wedtug wzoru (18).
4.2. Dyskretyzacja przestrzenna metodq elementow skonczonych

W metodzie elementdw skonczonych poszukiwana funkcja aproksymowana jest
wyrazeniem:
N
hz.t)= hlz.t)= 3¢, (), (1) (19)
j=1
gdzie ¢ —funkcje bazowe (funkcje ksztaltu), N - liczba wezléw w obszarze.
Zastosowanie metody Galerkina prowadzi do nast¢pujgcego wyrazenia, okreslajacego

wymog minimalizacji wartos$ci residualnych:
L
[ 2, (h(z.0)p,(2)t= =0 (20)
0

gdzie L,, — operator réznicowy bedacy lewa strong rownania (4) lub (5). Szczegoéty tej metody
mozna znalez¢ w pracach [2,25].

Nalezy zauwazy¢, ze dla przypadku jednowymiarowego aproksymacja pochodnych
przestrzennych przy uzyciu metody elementéw skonczonych odpowiada aproksymacji przy
uzyciu roznic skonczonych, gdy K jest obliczane jako $rednia arytmetyczna [4]. Natomiast
aproksymacja cztonu z pochodng po czasie w metodzie elementow skonczonych opiera si¢ na
trzech sagsiednich weztach i-1, i, i+1, podczas gdy w metodzie réznic skonczonych tylko na
jednym wezle i. Jest to powodem wystgpowania oscylacji w rozwigzaniach otrzymanych metoda

elementow skonczonych. W celu poprawy jakosci rozwigzania stosuje si¢ diagonalizacje
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macierzy masy (mass lumping), co w istocie prowadzi do pelnej tozsamosci schematu
aproksymacji w obu metodach [4].

Jak wynika z analizy literatury [4,26], w przypadku réwnania jednowymiarowego metoda
elementéw skonczonych nie ma wyraznej przewagi nad metodg réznic skonczonych. Natomiast
zalety tej metody uwidoczniajg si¢ w przypadkach dwu- i trojwymiarowych, gdyz umozliwia ona
dobra aproksymacje nieregularnego ksztattu obszaru rozwigzania i niejednorodno$ci os$rodka
gruntowego.

Dyskretyzacja pochodnych przestrzennych wykonana jedng z powyzszych metod
prowadzi do ukfadu nieliniowych réwnan roézniczkowych zwyczajnych wzglgdem czasu o

ogo6lnej postaci:

B dh +Ah=F (21)
dt
w przypadku réwnania (5) lub:
E 49 +Ah=F (22)
dt

w przypadku réwnania (4). Macierze wspotczynnikéw A, B 1 E s3 w omawianym przypadku
roOwnania jednowymiarowego macierzami trjdiagonalnymi lub diagonalnymi, a F jest wektorem

wyrazéw wolnych.
4.3. Dyskretyzacja wzgledem czasu

Uktad (21) lub (22) nalezy scatkowa¢ w zadanym przedziale czasowym. Najczesciej
uzywa si¢ w tym celu schematow niskiego rzedu, takich jak schemat catkowicie niejawny lub
schemat Cranka-Nicholsona. W sposob ogdlny mozna je zapisa¢ za pomocg wyrazenia:

£, =f +At [(1 - 5)% +

t

df
65 t+AZJ (23)

gdzie: f - wektor wartos$ci poszukiwanej funkcji, At - krok czasowy, &— parametr wagowy z

przedziatu <0;1>. W zalezno$ci od wartosci & powyzsza formula odpowiada schematowi

jawnemu (& = 0), Cranka-Nicholsona (&= 1/2), Galerkina (= 2/3) lub niejawnemu (&= 1).

W wiegkszos$ci algorytmow rozwigzania rownania Richardsa stosowany jest zmienny krok
czasowy [13,17,31]. Wynika to z nieliniowosci réwnania 1 zwigzanych z tym problemow ze
zbiezno$cig procesu iteracyjnego. W wielu wypadkach wymagana jest, przynajmniej w

poczatkowej fazie obliczen, bardzo mata warto$¢ kroku, ktora potem moze wzrosngé nawet o
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kilka rzedow. Zazwyczaj wielkos¢ A#i modyfikowana jest w zalezno$ci od liczby iteracji n

wykonanych w poprzednim kroku czasowym At

o jezeli Mmax > N> nmin  to Afi = At

o jezeli n>nmax to Ati = Ri Atia

o jezeli n<nmin to Ati= Ry Atia

Wielkosci nmax 1 nmin okreslajg gérng i dolng granice dopuszczalnej liczby iteracji, natomiast Rii

R> sg wspotczynnikami, przy czym R; < 1 1 R» > 1. Wartosci tych parametréw okreslane sg

empirycznie. Najczesciej okresla si¢ roOwniez minimalng i maksymalng dopuszczalng wielko$¢

kroku czasowego Afmin 1 Afmax. Bardziej zaawansowane algorytmy sterowania krokiem

czasowym opieraja si¢ na oszacowaniu lokalnego bledu obcigcia wynikajacego z numerycznej

aproksymacji poszukiwanej funkcji. Szczegétowy opis takiej metody zawiera praca [13].
Zastosowanie przedstawionych powyzej schematow catkowania w czasie prowadzi w

kazdym kroku czasowym do uktadu roéwnan algebraicznych nieliniowych. Otrzymany uktad

nalezy rozwigza¢ metodg iteracyjng. Powszechnie stosuje si¢ metod¢ Picarda, zmodyfikowang

metod¢ Picarda oraz metod¢ Newtona [16]. Ponizej przedstawiono zastosowanie tych metod dla

uktadu réwnan (21) catkowanego w czasie schematem catkowicie niejawnym.

e metoda Picarda:

i+1,k i+1,k
(Aj any B jhj awt i, BT (24)
Atj+1 At_i+1
e modyfikowana metoda Picarda:
Ak B/ (hj+1,k+1 WY ):
At Jj+l
(25)
i+1,k
YN S WE B’ (hj+l,k+l _hj)
At J+l
e metoda Newtona:
(A/H,k . DAk P, B/ . 1 OB/ (hj+1,k _hf)_ OF /-
hj+1,k A Jj+l A Jj+l hj+1,k hj+1,k
0 t t’" 0 0 26)
j+1,k
(hj+1,k+1 _hj+1,k)_ Fik Ak nlk B’ (hj+l,k+l _hj)
- At

gdzie j jest indeksem kroku czasowego, a k indeksem iteracji. W pracy [16] przedstawiono
porownanie skuteczno$ci poszczegdlnych metod iteracyjnych i zaproponowano stosowanie

kombinacji metody Newtona i zmodyfikowanej metody Picarda.
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Z kolei w kazdej iteracji w celu wyznaczenia kolejnego przyblizenia poszukiwanych
warto$ci funkcji nalezy rozwigza¢ uklad réwnan algebraicznych liniowych. W omawianym
przypadku rownania jednowymiarowego macierz takiego ukladu jest trdjdiagonalna, co

umozliwia zastosowanie efektywnych algorytmow rozwigzania.

4.4. Rozwigzanie rownania Richardsa metodq poldyskretng

Metoda potdyskretna polega na catkowaniu w czasie uktadu réwnan (19) przy uzyciu
jednego z algorytmoéw rozwigzywania uktadu réownan rozniczkowych zwyczajnych. Pewna
liczba takich algorytmow jest dostgpna w postaci gotowych procedur numerycznych. Jednym z
najbardziej rozbudowanych 1 uniwersalnych jest opracowany przez Petzold, Browna,
Hindmarsha i Ulricha DASPK [21], ktorego kod zrédtowy, napisany w jezyku Fortran 77 jest
dostepny w zasobach Internetu (www.netlib.org/ode). Podprogram ten oferuje mozliwosé
wykorzystania schematow réznicowych wyzszych rzedéw (od 1 do 5) oraz zaawansowane
mechanizmy kontroli wielkosci kroku catkowania i1 doktadnos$ci obliczen. Zalety tego podejscia
uwidoczniajg si¢ szczegdlnie w tych przypadkach, w ktorych wymagana jest duza doktadnos¢
obliczen, badz tez wystepuja duze gradienty poszukiwanej wielko$ci (np. propagacja stromego
frontu uwilgotnienia w przypadku infiltracji). Wowczas metody wyzszych rzedow osiagaja
zadang doktadno$¢ przy mniejszym naktadzie pracy. Zastosowanie DASPK do rozwigzania
Richardsa zostalo oméwione w pracach [17,32,34].

W celu przetestowania proponowane] metody rozwigzania opracowano program
komputerowy w jezyku Fortran77, wykorzystujacy procedur¢ DASPK, wedlug informacji
podanych w [32]. Nalezy zauwazy¢, ze przystosowanie podprogramu DASPK do rozwigzywania
roOwnania Richardsa wymaga ingerencji w oryginalny algorytm. W szczegdlnosci dotyczg one:

e zwigkszenia dopuszczalnej liczby iteracji,
e zmiany sposobu obliczania jakobianow,
e zmniejszenia minimalnego dopuszczalnego kroku czasowego,

e modyfikacji kryterium doktadnosci rozwigzania.
Program rozwigzuje roéwnanie Richardsa w postaci (5). Dyskretyzacja przestrzenna

zostala wykonana przy uzyciu metody rdéznic skonczonych. Wartosci migdzyweziowe

wspotczynnikéw K sg srednimi arytmetycznymi.
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Podczas catkowania uktadu rownan rozniczkowych DASPK kontroluje wielko$¢ kroku
czasowego oraz rzad stosowanej metody aproksymacji. Do rozwigzania uktadu rownan
nieliniowych w kazdym kroku czasowym podprogram wykorzystuje zmodyfikowang metode
Newtona. Wartosci jakobianow moga by¢ wyznaczone w sposob analityczny, przy pomocy
procedur dostarczonych przez uzytkownika, badz oszacowane numerycznie (ten sposob
zastosowano w omawianym programie). W pierwotnej wersji DASPK obliczone raz jakobiany
byly wykorzystywane w kilku iteracjach. Miato to na celu oszczedno$¢ czasu obliczen.
Obliczenia testowe dowiodty, ze program dziata lepiej, jezeli jakobiany obliczane sg w kazdej

iteracji [32].

5. Przyklady obliczen

Przy pomocy opracowanego programu wykonano obliczenia dla réznych warunkéw
poczatkowo-brzegowych, odpowiadajacych typowym problemom spotykanym w hydrologii. W
celach poréwnawczych przeprowadzono rowniez obliczenia programami HYDRUS 1D [31] 1
UNSAT-H [5] oraz podano rozwiazania analityczne (jezeli bylo to mozliwe).

Program HYDRUS 1D:

e shluzy do modelowania jednowymiarowego przeptywu wody 1 transportu substancji
rozpuszczonych,

e rozwigzuje rownanie Richardsa w postaci (4),

e wykorzystuje metod¢ elementow skonczonych (z diagonalizacja macierzy masy) w
potaczeniu z catkowicie niejawnym schematem catkowania w czasie ze zmiennym krokiem
czasowym i metodg iteracyjng Picarda,

e oblicza wartosci miedzyweztowe wspotczynnika K jako $rednig arytmetyczna,

e tablicuje funkcje hydrauliczne, wykorzystujac jedng z 3 mozliwych postaci zaleznosci,

e umozliwia okreslenie bezwzglednej doktadnosci w odniesieniu do ci$nienia i wilgotnosci,

e oblicza catkowity bilans masy.

Do obliczen wykorzystano licencjonowang kopi¢ programu posiadang przez laboratorium LTHE

w Grenoble. Kod zrédlowy programu mozna uzyska¢ bezptatnie pod adresem internetowym

http://www.ussl.ars.usda.gov/models/hydrus.htm.

Program UNSAT-H:
e modeluje przeptyw wody i ciepta,
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e rozwigzuje rownanie Richardsa w postaci (5),

e wykorzystuje metode roznic skonczonych, w potaczeniu ze schematem Cranka-Nicholsona
ze zmiennym krokiem czasowym i metoda iteracyjng Picarda,

e umozliwia okreslenia maksymalnego bezwzglednego btgdu bilansu masy w kazdym kroku
lub wzglednego bledu w odniesieniu do wilgotnosci,

e posiada 4 mozliwosci usredniania wspolczynnika K oraz 8 zestawdw funkcji hydraulicznych,

Do obliczen wykorzystano wersj¢ UNSAT-H 3.0, dostepng w Internecie pod adresem

http://etd.pnl.gov.2080/~m;j_fayer/topv300.htm.

Przyktad 1. Infiltracja w suchym gruncie jednorodnym - wariant 1

Jest to zadanie czgsto uzywane do weryfikacji modeli numerycznych [4,15,25]. Dla tego
przypadku mozliwe jest uzyskanie rozwigzania potanalitycznego (Philipa). Parametry gruntu i
warunki graniczne przyjeto wedlug [4]. Obszar rozwigzania od dtugosci L = 40 cm, podzielono
161 weztami na odcinki Az = 0.25 cm. Parametry funkcji hydraulicznych modelu
Van Genuchtena-Mualema sg nastepujace & = 0.368, 6 = 0.102, n = 2, o = 0.0335 /cm, K, =
0.00922 cm/s. Warunki graniczne: 4 (z, t = 0) =—-1000 cm, 2 (z=0,/) =-75cm,h (z=L, ) =

—1000 cm. Obliczenia wykonano dla przedziatu czasowego [0, 6 h].

Przykiad 2. Infiltracja w suchym gruncie jednorodnym - wariant 2

Przyjeto obszar i charakterystyki gruntu jak w przyktadzie 1. Jedyna réznicg byt inny warunek
brzegowy na powierzchni gruntu: 4 (z = 0, t) = 0. Zalozono wigc pelne nasycenie gruntu woda.
Odtwarzano zjawisko w przedziale czasowym [0, 10 min]. Roéwniez dla tego przypadku

przedstawiono rozwiazanie Philipa.

Przyktad 3. Podcigganie kapilarne w suchym gruncie jednorodnym - wariant 1

Przyjeto dane jak w przyktadzie 1, z tym Ze warunki brzegowe zostaly postawione odwrotnie:
h(z=0,t)=-1000 cm, h (z= L, t) = —75 cm. Rozwiazanie Philipa uzyskano ze wzoru (9), przy
czym, poniewaz sila grawitacji dziata w kierunku przeciwnym, cztony od drugiego do szdstego

dodawano ze znakiem przeciwnym.

Przykiad 4. Podcigganie kapilarne w suchym gruncie jednorodnym - wariant 2

Przyktad analogiczny do poprzedniego, z tym Ze zadano nastgpujace warunki brzegowe:
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h(z=0,1t=-1000 cm, & (z =L, f) = 0. Przedzial czasowy [0, 10 min]. Dla tego przypadku

zastosowanie rozwigzania Philipa dawato wyniki o charakterze niefizycznym.

Przyktad 5. Infiltracia w suchym gruncie uwarstwionym

Obszar rozwigzania o dtugosci L =40 cm (161 weztow, Az = 0.25 cm) ztozony jest z 20 warstw
utozonych naprzemiennie gruntow o dobrej 1 slabej przepuszczalnosci. Parametry
charakteryzujace oba grunty zaczerpni¢to z bazy danych GRIZZLY, opracowanej w
Laboratorium LTHE w Grenoble. Piasek: 6. = 0, 6 = 0.323, o = 0.0246 /cm, n = 5.021, K, =
1.48%1072 cm/s. Glina: - = 0, 6 = 0.559, & = 0.0089 /cm, n = 2.087, Ks; = 3.61%10° cm/s.
Warunki graniczne: 4 (z, t = 0) = —-1000 cm, 4 (z = 0, t) = -75 cm, h (z = L, t) = —1000 cm.

Zjawisko odtwarzano w przedziale czasowym [0, 96 h].

Przyklad 6. Infiltracja w suchym gruncie jednorodnym - wariant 3

W tym przypadku przeprowadzono porownanie z rozwigzaniem analitycznym (11) podanym
przez Fleminga i in. [6,28]. Przyjeto nastepujace parametry (w jednostkach bezwymiarowych):
A=2 ,n=3 , Ki =1, Di = 100 . Obszar rozwigzania ma dlugo$¢ L = 25, obliczenia
przeprowadzono dla Az = 0.25 1 0.05. Warunki graniczne: 8(z,t=0)=0,q(z=0,¢)=A460(z=0,
) ,q(z=1L,t) =0.Przedziat czasowy [0, 10].

Powyzsze zadania rozwigzano kolejno kazdym z wymienionych programéw, za
wyjatkiem przyktadu 6, w ktorym ze wzgledu na specyficzng posta¢ funkcji hydraulicznych
obliczenia przeprowadzono jedynie programem wykorzystujacym algorytm DASPK. W
przypadku programu UNSAT dokladnos$¢ obliczen we wszystkich przyktadach byta okreslona
poprzez maksymalny dopuszczalny blad bezwzgledny bilansu masy w kazdym kroku MB=10*
cm, natomiast w przypadku pozostatych dwoch programow okreslono maksymalny biad
bezwzgledny w odniesieniu do wysokosci ci$nienia A#=0.1 cm. Przyktadowe wyniki obliczen
przedstawiono na rysunkach 1-5. W tabeli 1 zestawiono parametry charakteryzujace rozwigzanie
numeryczne Przyktadu 1 dla poszczegélnych programéw. Wielkosci te sg reprezentatywne
réwniez dla pozostatych przyktadow.

Jak mozna zauwazy¢, wyniki generowane przez program wykorzystujacy DASPK 1
program UNSAT-H we wszystkich przyktadach niemal idealnie zgadzaly si¢ ze sobg. Natomiast
w przypadku HYDRUSA przebieg odtwarzanego zjawiska byl w kazdym przyktadzie lekko

przyspieszony, co szczeg6lnie uwidacznia si¢ w gruncie uwarstwionym. W przyktadach 11 3, w
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ktérych przedstawiono rozwigzanie polanalityczne Philipa, UNSAT-H 1 program
wykorzystujacy DASPK dawaty wyniki blizsze temu rozwigzaniu niz HYDRUS. Z kolei w
przyktadzie 2 wyniki obliczen wszystkimi metodami numerycznymi byly zblizone, jednak
odbiegaty od rozwigzania quasi-analitycznego. Nalezy jednak zauwazy¢, ze rozwigzanie Philipa

jest na granicy przedzialu stosowalnosci. Czas graniczny wynosi w tym przypadku 631 s.

Tabela 1. Parametry rozwigzania numerycznego - Przyktad 1.

DASPK UNSAT HYDRUS
Krok czasowy 8*%10°sdo 70 s brak danych 3.6%¥107% s do 1700 s
Liczba krokow czasowych 806 1469 445
Liczba iteracji 1660 2938 2010
Calk. wzgledny bilans masy 0.001 % 0.022 % 0.000 %
Czas obliczen 30s 12s Ts

Porownanie wynikow programu wykorzystujacego DASPK z rozwiazaniem
analitycznym (przyktad 6) wykazuje zgodnos$¢ obu rozwiazan. Zgodno$¢ ta poprawia sie wraz ze
zmniejszeniem Az. Dla Az=0.05 rozwiazania praktycznie si¢ pokrywaja. Nalezy zauwazyc¢, ze dla
tego samego przypadku algorytm numeryczny przedstawiony przez Rossa [27] pozwala na
uzyskanie lepszych jakosciowo rezultatow przy duzym Az. Wynika to jednak z zastosowania
zamiany zmiennych w rownaniu (4) fagodzacej nieliniowo$¢ rownania.

Znacznie dhuzszy czas obliczen programem wykorzystujagcym algorytm DASPK wynika
z faktu, ze nie byl on optymalizowany pod katem szybkos$ci obliczen (brak tablicowania i
interpolacji funkcji hydraulicznych, numeryczne obliczanie jakobiandw). Natomiast porownanie
ilosci krokow czasowych i iteracji wskazuje na zblizong efektywnos$¢ programéw przy zatozone;j
doktadnosci obliczen. Z analiz przedstawionych w pracy [32] wynika, ze wzgledna efektywnos¢
metody poétdyskretnej wzrasta w dla duzej doktadnosci obliczen. Jednak w wielu praktycznych
zagadnieniach w dziedzinie hydrologii doktadno$¢ rzedu 0.1 cm jest uznawana za wystarczajaca.
Metoda potdyskretna we wszystkich przypadkach charakteryzowata si¢ najmniejszg liczba
iteracji - metoda Newtona jest szybciej zbiezna niz metoda Picarda, natomiast pojedycza iteracja
wymaga wigkszego naktadu obliczen. Ponadto w kazdym przyktadzie zachowany byt dobry

bilans masy.
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6. Podsumowanie i wnioski

W  pracy przedstawiono zarys problematyki zwigzane] z rozwigzaniem
jednowymiarowego rownania przeplywu w gruntach nienasyconych (w szczegoélnosci przy
uzyciu metody potdyskretnej) wraz z przyktadami obliczeniowymi. Analiza istniejacych
publikacji dotyczacych tego zagadnienia wskazuje, ze opracowanie efektywnych i doktadnych
algorytmoéw rozwigzania rownania Richardsa pozostaje ciggle kwestig otwarta.

Opisywane w literaturze metody rozwigzania operujg albo rownaniem zapisanym tylko
wzgledem wysokos$ci ci$nienia, albo w formie mieszanej, przy czym to drugie podejscie jest
korzystniejsze ze wzgledu na zachowanie dobrego bilansu masy. Do dyskretyzacji przestrzennej
uzywa si¢ metody rdéznic skonczonych lub elementow skonczonych. Metoda elementéw
skonczonych wymaga diagonalizacji macierzy masy i w tym przypadku nie wykazuje wyraznych
zalet w poroOwnaniu z aproksymacja réznicowg. Obie metody stosowane sg rownorzednie.
Dyskretyzacja czasowa przeprowadzana jest najczesciej schematem catkowicie niejawnym lub
schematem Cranka-Nicholsona. Wydaje si¢, ze ten ostatni schemat daje doktadniejsze wyniki
(aproksymacja drugiego rzgdu). Istotnym problemem jest rowniez sposob obliczenia $rednich
warto$ci migdzyweztowych oraz tablicowanie 1 interpolacja funkcji hydraulicznych. Czynniki te
maja duzy wplyw na czas obliczen i jako$¢ wynikow.

Interesujacg alternatywa dla powszechnie stosowanych algorytmow numerycznych jest
metoda potdyskretna, umozliwiajaca catkowanie w czasie schematami wyzszych rzedow. Jak
wynika z przykladéw przedstawionych w niniejszej pracy oraz innych publikacjach [17,32]
podprogram DASPK po wprowadzeniu niewielkich modyfikacji moze byc z powodzeniem
stosowany do rozwigzania jednowymiarowego rownania Richardsa dla réznych warunkow
granicznych. Metoda ta pozwala rowniez na zachowanie dobrego bilansu masy, mimo ze
roOwnanie rozwigzywane jest wzgledem wysokosci ci$nienia. Dalszego zwigkszenia efektywnosci
tego podejécia poszukuje si¢ poprzez zastosowanie skutecznych sposobow interpolacji i1
usredniania parametrow hydraulicznych. Natomiast nie podj¢to jak na razie proby zastosowania

metody pétdyskretnej do rozwigzania rownania w formie mieszane;.
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