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Streszczenie

W pracy oméwiono zagadnienie optymalizacji pobudzen dla celéw identy-
fikacji parametrow modeli kompartmentowych systeméw farmakokine-
tycznych opisanych w kategoriach zmiennych stanu. Przedstawiono pobu-
dzenia optymalne zaprojektowane wedlug kryterium A-optymalnosci.
Zaprojektowane pobudzenia optymalne, w obrgbie klasy pobudzen
o ograniczonej energii, zapewniaja maksymalna osiagalng dokladnos¢
estymat parametrow. W farmakokinetyce natozenie ograniczenia na ener-
gi¢ pobudzenia konieczne jest w przypadku lekow, ktdrych szybkie poda-
wanie powoduje wystgpowanie skutkow ubocznych.

Slowa kluczowe: optymalizacja pobudzenia, macierz informacyjna Fishera,
identyfikacja parametryczna.

Optimal input design for parameter
identification of state-space models

Abstract

Optimal input design for parameter estimation of compartmental state-
space models of pharmacokinetic systems is presented in the paper.
The results presented were obtained for two-compartmental model of
procainamide pharmacokinetics. In the paper A-optimality criterion was
utilised. A-optimal inputs presented, in the equienergy class of optimal
inputs, ensure the best achievable accuracy of parameter estimates. The
optimisation procedure delivered optimal inputs of non-positive values
presented in Fig. 2. In order to ensure the applicability of the optimal
inputs in drug delivery the additional constraint, lower bound was imposed
on the optimal inputs. The applicable optimal inputs presented in Fig. 3
were used for parameter estimation. In the Tab. 2 the parameter estimates
as well as their accuracies are presented.

Keywords: optimal input design, Fisher information matrix, parametric
identification.

1. Wstep

Praca poswigcona jest optymalizacji pobudzen dla celéw iden-
tyfikacji parametrow modeli kompartmentowych opisanych
w kategoriach zmiennych stanu. Pobudzenia optymalne maja na

celu zapewnienie maksymalnej osiagalnej doktadno$ci estymat
parametréw badanego modelu poprzez zwigckszenie zawartosci
informacji dotyczacej tych parametréw w zaszumionych danych
pomiarowych. Miara tej informacji jest macierz informacyjna
Fishera. W pracy zaprojektowane zostaly pobudzenia
A-optymalne, ktore minimalizuja $lad macierzy odwrotnej do
macierzy informacyjnej Fishera.

Optymalizacja pobudzenia zawiera si¢ w szerszym zagadnieniu
optymalizacji eksperymentu polegajacym na odpowiednim dobo-
rze warunkow eksperymentu w celu uzyskania maksymalne;j ilosci
informacji dotyczacej nieznanych parametréw modelu. Aby moz-
liwe byto przeprowadzenie optymalizacji eksperymentu, koniecz-
ne jest zebranie wiedzy a priori, na podstawie ktérej przeprowa-
dzany jest eksperyment intuicyjny oraz opracowywany jest wstep-
ny model badanego systemu. W eksperymencie intuicyjnym pa-
cjentowi podawana jest pewna bezpieczna dawka testowa leku
i mierzona jest odpowiedz systemu (zmiany w czasie stezenia leku
w krwi pacjenta). Pomiary uzyskane w drodze eksperymentu
intuicyjnego umozliwiaja wyznaczenie poczatkowych wartosci
parametrow, ktore nastgpnie wykorzystywane sa w procesie
optymalizacji eksperymentu np. do zaprojektowania pobudzenia
optymalnego.

Optymalizacja eksperymentu jest szczegdlnie istotna w rozwa-
zanych w pracy zastosowaniach farmakokinetycznych, gdzie na
warunki eksperymentu natozone sg silne ograniczenia. Ogranicze-
nia te powodowane sg wzgledami medycznymi, etycznymi i eko-
nomicznymi. W farmakokinetyce ograniczone sa m.in. mozliwa
do pobrania liczba probek, czas obserwacji, czas trwania pobu-
dzenia oraz jego dawka i energia. Pobranie duzej liczby probek,
jak tez wydluzanie czasu obserwacji i czasu trwania pobudzenia
jest uciazliwe, a takze moze by¢ niebezpieczne dla pacjenta.
Wskazania medyczne wptywaja ponadto silnie na dawke oraz
energi¢ pobudzenia.

Pobudzenia optymalne pozwalaja na opracowanie dokltadnego
modelu farmakokinetyki leku u badanego pacjenta. Dokladny
model stuzy nastgpnie do zaprojektowania doktadnej, indywidual-
nej terapii. W terapii indywidualnej dawka oraz schemat dawkowa-
nia dobierane sa na podstawie znajomosci parametréw modelu
farmakokinetyki leku tak, aby zapewni¢ odpowiedni poziom stgze-
nia leku we krwi pacjenta: powyzej poziomu minimalnego (terapeu-
tycznego) oraz ponizej poziomu maksymalnego (toksycznego).

2. Optymalizacja pobudzen

W pracy badany jest dwukompartmentowy model farmakokine-
tyki prokainamidu. Model ten jest modelem zmiennych stanu
i opisuja go rdwnanie stanu i rownanie wyjscia [3]:

d"T(t’):A(p).x(t)+B.u(t), (1)



A\ MOST

115

PAK vol. 54, nr 3/2008

+e(t)=C-x(t)+e(t) R ?2)

gdzie X(t):[x](t),xz(t):lr to wektor stanu. Natomiast u(r),
f(t), y(t) oraz e(t) oznaczaja odpowiednio: pobudzenie,
odpowiedz modelu, mierzong odpowiedz systemu oraz btad po-
miaru. W pracy przyjeto, ze btedy pomiaru maja rozktad gaussow-

ski o $redniej 0 i wariancji R . Macierze A(p) B, oraz

2327
C,,, to macierz stanu, wejscia oraz wyjscia.

Stan x,, i=1,2, badanego modelu kompartmentowego ozna-
cza stgzenie prokainamidu w poszczegdlnych kompartmentach.

Z kolei wektor parametrow p = [ky,,kp,,k,, | zawiera stala elimi-

nacji k, oraz stale przeplywu k, i k, . Stala eliminacji k)
opisuje eliminacjg leku z pierwszego kompartmentu do otoczenia.
Natomiast stala przeptywu k; opisuje przeptyw badanego leku
z j -tego do i-tego kompartmentu. Model opisany réwnaniami

(1) 1 (2) przedstawiony jest na rys. 1. Liczba parametréw tego
modelu wynosi n, =3.

If (p,ust)

Ky

— 1 2

ki,
Koy l

Rys. 1. Dwukompartmentowy model farmakokinetyki prokainamidu
Fig. 1. Two-compartmental model of procainamide pharmacokinetics

Mozliwa do osiagnigcia doktadnos$¢ estymat parametrow opisu-
je twierdzenie Cramera-Rao [4] méwiace, ze dolne ograniczenie

macierzy kowariancji cov[f)] estymat parametrow stanowi

odwrotno$¢ macierzy 1nf0rmacyjne] Fishera F

"k xXny,

cov[p]=E[(b-p)(B-p) |>F", 3)

gdzie: f)W] to wektor estymat parametréw modelu, zas p,

oznacza wektor parametrow.
Dla modelu opisanego rownaniami (1) i (2) oraz dla bitedow

pomiaru o zalozonym w pracy rozkladzie G(0,R) czulosciowa

posta¢ macierzy informacyjnej Fishera dana jest jako [5]

—_[ Gf p,ut ) of (p,ust)

d 9’ i?j:17"‘7nk b (4)
ap,

o (psust)
p;
parametru p, , natomiast 7, oznacza czas obserwacji.

gdzie: oznacza czuto$¢ odpowiedzi modelu wzgledem

Zatem maksymalna doktadnos$¢ estymat parametréw, zgodnie
z twierdzeniem Cramera-Rao (3), mozna uzyskaé poprzez mak-
symalizacje macierzy informacyjnej Fishera F (albo minimaliza-
cje macierzy do niej odwrotnej F'). Poprzez czulo$é odpowiedzi
modelu of (p,u,t)/ Op, wzgledem parametréw macierz Fishera

zwiazana jest z pobudzeniem u(¢) doprowadzonym do systemu.

Z zaleznosci pomigdzy macierza Fishera a pobudzeniem wynika
wigc, ze mozna tak wptywac na ksztatt pobudzenia, aby zapewnic
maksymalng macierz Fishera, a tym samym maksymalna, osiagal-
ng doktadno$¢ estymat parametrow.

W pracy przedstawiono pobudzenia optymalne wg kryterium
A-optymalnosci [6, 7]

@, =tr(F"')= min )

Zaprojektowane pobudzenia optymalne nalezg do klasy pobudzen
o0 ograniczonej energii £ i czasie trwania T,

[ (¢)dt . ©)

Obowiazuje twierdzenie o optymalnosci pobudzenia impulso-
wego dla identyfikacji systeméw liniowych [8]. Zgodnie z tym
twierdzeniem minimalne dolne ograniczenie Cramera-Rao esty-
mat parametrow, w klasie pobudzen nieujemnych o jednakowej
dawce, zapewnia pobudzenie impulsowe (w praktyce realizowane
jako iniekcja lub szybki wlew).

Badany model jest dwukompartmentowym modelem farmako-
kinetyki prokainamidu. Prokainamid jest lekiem przeciwarytmicz-
nym stosowanym w chorobach serca [1]. Zgodnie z wytycznymi
Europejskiej Rady Resuscytacji [2] szybkosé podawania proka-
inamidu powinna by¢ ograniczona, dlatego tez w pracy rozwazono
klase pobudzen optymalnych o ograniczonej energii.

Zaréwno funkcja celu (5), jak i ograniczenie (6) sa nieliniowy-
mi funkcjami optymalizowanego pobudzenia. Zatem zadanie
optymalizacji pobudzenia stanowi zadanie programowania nieli-
niowego z nieliniowym ograniczeniem. Zadanie to rozwiazano
przy uzyciu procedury fmincon Matlaba. Procedura ta wykorzystu-
je metode bazujaca na warunkach koniecznych Kuhna-Tuckera,
ktére sa warunkami koniecznymi i wystarczajacymi optymalnosci
wypuktego zadania optymalizacji [9]. Do estymacji parametrow
uzyto procedury pem Matlaba wykorzystujacej metode minimali-
zacji btedéw predykcji (prediction-error method). Metoda ta jest
zgodna z metoda najmniejszych kwadratow.

3. Wyniki

Zaprojektowano pobudzenia A-optymalne o ograniczonej ener-
gii E :361[,11;;2/ml2 ~h] i o réznych czasach trwania dla esty-
macji wszystkich parametréw k,, k, i k, dwukompartmento-

wego modelu farmakokinetyki prokainamidu. Otrzymane przebie-
gi u,() o czasach trwania 7, =1.0,1.5,2.0,2.5[h] przedstawione

u

sg narys. 2.

Uy [ua/mih]

tih]

Rys. 2. Pobudzenia A-optymalne o ograniczonej energii E = 361[,¢4gZ /ml* -h]
dla estymacji parametréw k,, , k, i k, , czas trwania pobudzef
T,=1.0,1.5,2.0,2.5[h]

Fig.2. A-optimal energy constrained inputs £ :361[/4g2 /ml? ~h] for estimation
of parameters k, , k, i k,, ,input duration 7, =1.0,1.5,2.0,2.5[4]
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Wybrane czasy trwania pobudzenia sa dostatecznie diugie,
aby unikna¢ skutkow ubocznych zwigzanych ze zbyt szybkim
podawaniem leku oraz jednoczes$nie nie sa uciazliwe dla pacjen-
ta.

W eksperymencie intuicyjnym pacjentowi w wieku 54 lat o wa-
dze 68 kg podano we wlewie jednostajnym w ciagu godziny pro-
kainamid w dawce D =1000mg [10]. Objetos¢ dystrybucji okre-

slono zostala jako ¥, =52.6[1], czyli pacjent otrzymat wzgledna

dawke leku d = § =19[ug/ml] . Energia tego pobudzenia wy-

d
nosita E=U"-T, =361 ug*/ml*-h], gdzie U =19[pg/ml-h]
to amplituda wlewu jednostajnego, za§ T, =1[h] to czas trwania

wlewu. Zatem zaprojektowane pobudzenia optymalne majg ener-
gig rowna energii pobudzenia podanego w eksperymencie intu-
icyjnym.

W farmakokinetyce pobudzenia wyrazane sa jako ilos¢ leku do-
starczanego do organizmu pacjenta na jednostke objetosci dystry-
bucji leku, w jednostce czasu tj. okreslona warto§é pobudzenia w
danym momencie czasu oznacza szybkos¢ podawania leku. Zatem
pobudzenie krzywoliniowe takie, jak np. pobudzenia z rys. 2, ma
szybkos$¢ podawania zmienng w czasie.

Roézne czasy trwania pobudzen A-optymalnych przedstawio-
nych na rys. 2 utrudniaja zaobserwowanie pewnej regularnosci
tych sygnatéw, ktore przypominajg fragmenty przebiegdw sinuso-
idalnych o zmodulowanej amplitudzie. Dlatego tez pobudzenia
z rys. 2 przedstawione zostaly ponizej na rys. 3 w zmodyfikowa-
nym ukladzie wspdtrzednych, w ktérym o$ czasu ¢ zastapiona
zostata unormowana osia czasu tj. ¢/7, .

Uy [ug/mi*h]

U.}Z U.}d - U.=B U.=8 1

Rys. 3. Pobudzenia A-optymalne o ograniczonej energii E = 3(:.1‘:,ug2 [ ml* <h}
dla estymacji parametréw k,, , k, i k, , czas trwania pobudzen
T,=1.0,1.5,2.0,2.5[ 4] ; unormowana o§ czasu /7,

Fig.3.  A-optimal energy constrained inputs £ = 361[,ug: /ml® -h] for estimation
of parameters k,, , k, i k, ,input duration 7, =1.0,1.5,2.0,2.5[4] ;

normalised time axis ¢/7,

W farmakokinetyce pobudzenia optymalne o ujemnych warto-
$ciach sa nieaplikacyjne. Zatem konieczne jest narzucenie dodat-
kowego ograniczenia w postaci ograniczenia dolnego U, =0,
jesli uzyskane rozwigzanie przyjmuje wartosci ujemne. Pobudze-
nia A-optymalne o ograniczonej energii E=361[/1g2/ml2 ~h}

z natozonym dodatkowym ograniczeniu dolnym oraz czasach
trwania 7, =1.0,1.5,2.0,2.5[h] przedstawione sa na rys. 4. Po-

u

dobnie te same pobudzenia A-optymalne przedstawione zostaty na
rys. 5 ze znormalizowana osig czasu.

PAK vol. 54, nr 3/2008

Uy [pa/mih]

th]

Rys. 4. Pobudzenia A-optymalne o ograniczonej energii E = 361[,ug2 /ml® -h]
oraz nalozonym ograniczeniu dolnym U, =0 dla estymacji parametrow
ko » ki i ky , czas trwania pobudzen 7, =1.0,1.5,2.0,2.5 4]

Fig. 4. A-optimal energy constrained inputs E = 3()1‘:,ug2 /ml? <h} with
additional lower bound U, =0 for estimation of parameters k, , &,

i ky, , input duration 7, =1.0,1.5,2.0,2.5[h]

u

Uy [ngfmi™h]

Rys. 5. Pobudzenia A-optymalne o ograniczonej energii E = 361[,ugZ /ml* -h:l
oraz natozonym ograniczeniu dolnym U, =0 dla estymacji parametrow
ko s ky i ky , czas trwania pobudzen T, =1.0,1.5,2.0,2.5[4] ;
unormowana os$ czasu /7,

Fig. 5. A-optimal energy constrained inputs £ :361[;4gZ /ml* -h} with
additional lower bound U, =0 for estimation of parameters k, , k,

i ky of duration T, =1.0,1.5,2.0,2.5[/] ; normalised time axis /7,

u

Wartosci funkcjonatu celu @, w rozwiazaniu dla pobudzen

optymalnych bez dodatkowego ograniczenia dolnego przedsta-
wionych na rys. 2 oraz pobudzen z nalozonym dodatkowym ogra-
niczeniem z rys. 4 przedstawiono w tab. 1.

Jak wynika z tab.1, narzucenie dodatkowego ograniczenia po-
garsza jako$¢ rozwigzania. W A-optymalizacji minimalizowana

jest funkcja celu @, = tr(F’l) , tj. im mniejsza jest wartos¢ funk-
cji celu @, , tym uzyskane rozwiazanie jest lepsze. Przedstawione

w tab.1 wartosci funkcji celu @, sa mniejsze (lepsze) dla pobu-

dzen optymalnych bez dodatkowego ograniczenia (lewa kolumna
tab.1) niz dla pobudzen z tym ograniczeniem (prawa kolumna
tab.1). Ponadto, jak pokazuja wyniki przedstawione w tab.1, war-
to$¢ funkcji celu @, maleje wraz z wydluzaniem czasu trwania

T, pobudzenia optymalnego. Zatem wigksze T, zapewnia lepsza

doktadno$¢ estymat parametrow. Jednakze nalezy pamigtal, ze
nadmierne wydtuzanie czasu trwania pobudzenia jest uciazliwe
dla pacjenta.
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Tab. 1.  Wartosci funkcji celu @, =tr(F - ) = min dla pobudzen A-optymalnych
o0 ograniczonej energii E = 361[,ug2 /ml® ~h] i czasach trwania
T,=0.5,1.0,1.5,2.0[ 4] bez ograniczenia dolnego i z dodatkowym
ograniczeniem dolnym U, =0

Tab. 1. Objective function @, = tr(F" ) = min at the solution for A-optimal
inputs of constrained energy E = 361[ ug’ Iml’ -h] , different durations

T,=0.5,1.0,1.5,2.0[h] without and with additional lower bound U,, =0

T, @,
2
ug’ E:36{ et }
Ograniczenia E= 36{ = } ml”-h
ml”-h
U,=0

1.0 0.2314 1.0
1.5 0.0532 1.5
2.0 0.0295 2.0
2.5 0.0217 2.5

Z kolei w tab. 2 zamieszczone zostaly estymaty parametrow
ko , k, oraz k, badanego modelu i ich doktadnosci wyrazone

var,

jako CV%, :k—k”~100%. Zamieszczone w tab. 2 estymaty
i

parametréw otrzymane zostaly na podstawie pobudzen aplikacyj-

nych w farmakokinetyce tj. pobudzen A-optymalnych z natozo-

nym dodatkowo ograniczeniem dolnym przedstawionych na

rys. 4.

Tab.2. Parametry k, , k, oraz k, modelu farmakokinetyki prokainamidu i ich
doktadnosci otrzymane na podstawie pobudzen A-optymalnych o energii
E :361|:,ug2 /ml* ~h:| z dodatkowym ograniczeniem U, =0, czasy
trwania T, =0.5,1.0,1.5,2.0[4]

Tab.2. Parameters k,, , k, and k,, of model of procainamide pharmacokinetics
and their accuracies calculated on the base of A-optimal inputs of energy

E= 361[,u,g2 /ml? ~h] with additional lower bound U, =0, different
durations 7, =0.5,1.0,1.5,2.0[ ]

Parametry T,
iich doktadnosci
0.5 1.0 1.5 2.0
ko, 0.8082 | 0.7468 | 0.7282 | 0.7196
CV%,,, 4033 | 1426 | 6.97 4.09
k, 3.0842 | 3.0045 | 2.9858 | 2.9801
CV%,, 2047 | 1028 | 7.12 5.69
ky, 4.6677 | 4.7236 | 4.7503 | 4.7691
CV%,, 4.96 3.57 3.46 3.38

Jak pokazujg wyniki zamieszczone w tab. 2 doktadnosci esty-
mat parametrow rosna wraz z wydtuzaniem czasu trwania pobu-
dzenia. Przyktadowo doktadno$¢ parametru k,, estymowanego na
podstawie pobudzenia o czasie trwania 7, =1.0[#] wynosi
40.33% podczas, gdy w przypadku wykorzystania pobudzenia
o T, =2.5[h] doktadnos¢ ta poprawia si¢ do 4.09% . Wydhuzanie

czasu trwania pobudzenia pozwala na uzyskanie poprawy doktad-

nosci pozostalych parametréw modelu, aczkolwiek nie dla
wszystkich parametréw modelu poprawa ta jest tak znaczaca.

4. Podsumowanie

Badano dwukompartmentowy model farmakokinetyki proka-
inamidu bedacego lekiem przeciwarytmicznym stosowanym
w chorobach serca. Szybkos¢ podawania prokainamidu powinna
by¢ ograniczona, dlatego rozwazono klas¢ pobudzen optymalnych
0 ograniczonej energii. Zaprojektowano pobudzenia A-optymalne
o réznych czasach trwania 7, =1.0,1.5,2.0,2.5 h i energii r6wnej
energii pobudzenia podanego w eksperymencie intuicyjnym.
Wartosci 7, wybrano tak, aby byly dostatecznie dtugie i pozwala-

ly unikna¢ wystapienia skutkow ubocznych oraz aby jednoczesnie
nie byty uciazliwe dla pacjenta.

Uzyskano pobudzenia optymalne przyjmujace wartosci ujemne,
nieaplikacyjne w farmakokinetyce. Konieczne wigc bylo natoze-
nie dodatkowego ograniczenia ograniczenia dolnego réwnego
zero. Narzucenie tego ograniczenia pogarsza jako$¢ rozwiazania,
ale umozliwia zastosowanie pobudzenia w podawaniu lekow.

Jak zaobserwowano, wydtuzanie czasu trwania pobudzenia
optymalnego powoduje wzrost jakosci rozwiazania wyrazony
przez wartos¢ funkcji celu. Rowniez doktadnosci estymat parame-
trow modelu rosng dla dtuzszych czaséw trwania pobudzenia.
Jednak nadmiernie wydtuzanie czasu trwania pobudzenia jest
niemozliwe ze wzgledow medycznych i etycznych. Nalezy wigc
tak dobra¢ T, , aby uzyska¢ kompromis pomigdzy dtugim czasem

trwania pobudzenia, zapewniajacym dobra dokladno$é estymat
i pozwalajacym uniknaé¢ skutkéw ubocznych, a krétkim czasem
trwania, nieuciazliwym dla pacjenta.
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