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S t r e s z c z e n i e  
 

Pod s t a w ow ą  c z ę ś ć  a rt y k uł u s t a now i  op i s  z a p rop onow a nej  p rz ez  a ut oró w  
m et od y  p la now a ni a  t ra j ek t ori i  ruc h u d la  z es p oł u a ut onom i c z ny c h  rob ot ó w  
m ob i lny c h  p orus z a j ą c y c h  s i ę  w  ok reś lony m  s z y k u. Z a s t os ow a no w  t y m  
c elu z m od y f i k ow a ną  m et od ę  s z t uc z neg o p ot enc j a ł u1, na z w a ną  p rz ez  
a ut oró w  m et od ą  w a rs t w i c ow ą . Prz ed s t a w i ona  p roc ed ura  j es t  w i eloet a p o-
w a . Ka ż d y  z  et a p ó w  z os t a ł  op i s a ny  z  z a s t os ow a ni em  od p ow i ed ni c h  s c h e-
m a t ó w  p roc ed ura lny c h , z a ś  w y ni k i  d z i a ł a ni a  k a ż d eg o z  a lg ory t m ó w  s k ł a -
d ow y c h  z os t a ł y  z i lus t row a ne w y k res a m i  p oc h od z ą c y m i  z  s y m ula c j i  k om -
p ut erow y c h . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  p la now a ni e t ra j ek t ori i , z es p oł y  rob ot ó w , m et od a  s z t uc z -
neg o p ot enc j a ł u. 
 
M o t io n  t r aj e c t o r y  p l an n in g  o f  m u l t i-r o b o t  
t e am  u sin g  c o n t o u r  l in e  m e t h o d 

 
A b s t r a c t  

 
T h e p urp os e of  t h e p a p er i s  t o i nt rod uc e a  m ult i -s t a g e t ra j ec t ory  p la nni ng  
a lg ori t h m  f or m ob i le rob ot s . U nm a nned  G round  V eh i c les  ( U G V s )  a nd  
U nm a nned  Aeri a l V eh i c les  ( U AV s )  b ec a m e very  p op ula r i n t h e la s t  f ew  
y ea rs . M a ny  m i li t a ry  a nd  c i vi l a p p li c a t i ons  c a n b e f ound  i n rea l li f e. O ne 
of  t h e m os t  c h a lleng i ng  i s s ues  reg a rd i ng  U G V s  a nd  U AV s  c onc ern t h ei r 
a ut onom ous  c ont rol i n envi ronm ent  w i t h  ob s t a c les . T h e p rop os ed   
a lg ori t h m  i s  b a s ed  on a  c ont our li ne m et h od , m od i f i c a t i on of  t h e a rt i f i c i a l 
p ot ent i a l f i eld  m et h od  d es i g ned  t o ef f i c i ent ly  es c a p e loc a l m i ni m a  of  t h e 
a rt i f i c i a l p ot ent i a l f unc t i on.  
  
K e y w o r d s :  t ra j ec t ory  p la nni ng , m ult i -rob ot  t ea m s , a rt i f i c i a l p ot ent i a l f i eld  
m et h od . 
 
1 .  Wst ę p  
 
C or az w ię k s zą  p op ul ar noś c ią  c ies zą  s ię  zes p oł y b ezzał og ow yc h  

p oj azd ó w ,  zd ol nyc h  d o w yk onyw ania r ó ż nor ak ic h  f unk c j i. P r o-
w ad zone s ą  l ic zne b ad ania w  zak r es ie ic h  w yk or zys t ania w  r ó ż -
nyc h  d zied zinac h  ż yc ia,  od  monit or ing u d uż yc h  ob s zar ó w ,  p o-
p r zez mis j e t r ans p or t ow e,  r at unk ow e i ek s p l or ac yj ne,  p o zad ania 
mil it ar ne zw ią zane z nis zc zeniem w r og ic h  c el ó w ,  p at r ol ow aniem 
s t r ef  p r zyg r anic znyc h  or az p r zes t r zeni p ow iet r znej  [ 1 ,  2 ] . 
P r ow ad zone s ą  int ens yw ne p r ac e nad  op r ac ow aniem ef ek t yw -

nyc h  met od  s t er ow ania t eg o t yp u ur zą d zeniami [ 1 ,  3 -6 ] . P od s t a-
w ow ym c el em w  t eg o t yp u met od ac h  j es t  minimal izac j a r ol i c zł o-
w iek a w  p od ej mow aniu d ec yzj i.  
W  t ak im k ont ek ś c ie aut onomic zny s ys t em s t er ow ania p oj az-

d ami od p ow ied zial ny j es t  za g ener ow anie od p ow ied nic h ,  nis k o-
p oziomow yc h  s yg nał ó w  s t er uj ą c yc h  p r ac ą  p os zc zeg ó l nyc h  
j ed nos t ek  [ 3 ] . 
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2 .  Ak t u al n y  st an  wie dzy  
 
Z d ec yd ow anie naj s zer zej  op is anym w  l it er at ur ze p r ob l emem 

zw ią zanym ze s t er ow aniem zes p oł em aut onomic znyc h  p oj azd ó w  
j es t  zag ad nienie s t er ow ania g r up ą  ur zą d zeń  t yp u U A V 2 [ 1 -3 ] . 
W ynik a t o p r zed e w s zys t k im zaaw ans ow anym s t anem p r ac  nad  
k ons t r uk c j ą  t ec h nic zną  t ak ic h  mas zyn. P r zyk ł ad ow o,  w  ar mii 
amer yk ań s k iej  s t os ow anyc h  j es t  w  ob ec nej  c h w il i w iel e t eg o t yp u 
ur zą d zeń . W yk onuj ą  one zw yk l e mis j e r ek ones ans ow e i s zp ie-
g ow s k ie,  al e t eż  c or az c zę ś c iej  w yk or zys t yw ane s ą  z p ow od ze-
niem w  mis j ac h  stricte b oj ow yc h ,  p ol eg aj ą c yc h  na znis zc zeniu 
ok r eś l onyc h  c el ó w  p r zy j ed noc zes nym unik aniu k ont ak t u z innymi 
ob iek t ami w r og a ( t ak imi j ak  s t ac j e r ad ar ow e,  w yr zut nie r ak iet )  [ 2 ] .  
 
 

   
R y s .  1 .  P r z y k ł ad y  w s p ó ł c z es n y c h p oj az d ó w  b ez z ał og ow y c h ( ź r ó d ł o:  W W W )  
F i g .  1 .  E x am p l es  of  m od er n  u n m an n ed  v ehi c l es  ( s ou r c e:  W W W )  
 
D uż ym uł at w ieniem p r zy p r oj ek t ow aniu al g or yt mó w  s t er ow a-

nia s ys t emami U A V  j es t  c h ar ak t er  ś r od ow is k a,  w  j ak im s ię  one 
p or us zaj ą . Z w yk l e s ą  t o mas zyny l at aj ą c e na d uż yc h  w ys ok o-
ś c iac h ,  g d zie nie w ys t ę p uj ą  nat ur al ne p r zes zk od y w  p os t ac i nie-
r ó w noś c i t er enu it p . P l anow anie t r aj ek t or ii r uc h u t eg o t yp u p oj az-
d ó w  j es t  uł at w ione,  g d yż  naj c zę ś c iej  moż emy s p r ow ad zić  j e d o 
p r ob l emu s k ł ad ania ze s ob ą  od c ink ó w  l inii p r os t yc h  or az ł uk ó w   
o ok r eś l onym p r omieniu [ 1 ,  7 ,  8 ] .  
S yt uac j a k omp l ik uj e s ię  w  p r zyp ad k u p oj azd ó w  naziemnyc h  

( U G V 3) . W  zw ią zk u z t ym,  ż e p r zes zk od y naziemne zazw yc zaj  
nie mog ą  zos t ać  p ominię t e,  nal eż y op r ac ow ać  met od y w yznac zaj ą c e 
op t ymal ne t r aj ek t or ie r uc h u omij aj ą c e t e p r zes zk od y [ 5 ,  8 -1 0 ] .  
W yb ó r  met od y p l anow ania t r aj ek t or ii zal eż y w  znac znym s t op -

niu od  p os t ac i map y ot oc zenia,  j ak a j es t  d os t ę p na. N aj c zę ś c iej  
s p ot yk ane w  p r ak t yc e r od zaj e map  ś r od ow is k a,  w  k t ó r ym p or us za-
j ą  s ię  p oj azd y moż emy p od ziel ić  na d w ie p od s t aw ow e k at eg or ie:  
map y r as t r ow e i map y met r yc zne [ 1 1 -1 3 ] . 
W  p r zyp ad k u map  r as t r ow yc h  p r zes t r zeń ,  w  k t ó r ej  p or us zaj ą  s ię  

p oj azd y j es t  p od ziel ona na s zer eg  j ed nak ow yc h  s ek t or ó w .  
 

                                                     
2 an g .  U n m an n ed  A i r  V ehi c l e – b ez z ał og ow y  p oj az d  p ow i et r z n y  
3 an g .  U n m an n ed  G r ou n d  V ehi c l e – b ez z ał og ow y  p oj az d  n az i em n y  



PAK vol. 54, nr 3/2008    141 
 

Każdy z takich sektorów można określić jako ‘zajęty’ lub ‘wolny’.  
Z nając p ostać tak zdef iniowanej map y można wyg enerować 
ścieżkę z p unktu A  do p unktu B  p oruszając się jedynie p omiędzy 
sektorami określonymi jako ‘wolne’.  W  celu p rojektowania trajek-
torii w ten sp osób najczęściej wykorzystywane są alg orytmy 
op arte na tzw.  diag ramach V oronoi [ 1 4 ]  lub na p rop ag acji sztucz-
nej f ali [ 1 1 ] .  O czywiście, jakość zap lanowanej na tej p odstawie 
trajektorii zależy w znacznym stop niu od rozmiarów sektora.  
W raz ze wzrostem rozdzielczości map y rastrowej rośnie również 
złożoność obliczeniowa tych alg orytmów.  
M ap y metryczne nie dyskretyzują p rzestrzeni w taki sp osób jak 

map y rastrowe.  U dostęp niają one inf ormację o rzeczywistym 
p ołożeniu p rzeszkód, na p rzykład p op rzez p rzechowywanie p oło-
żeń  wierzchołków brył ap roksymujących te p rzeszkody.  M etody 
sterowania op arte na wydobywaniu inf ormacji z map y otoczenia 
( lub jakieg okolwiek inneg o modelu otoczenia)  nazywane są og ól-
nie mianem sterowania ref leksyjneg o [ 1 2 ] .   
C iekawym zag adnieniem jest zadanie sterowania w p rzyp adku 

zup ełneg o braku jakiejkolwiek map y.  N iekiedy jednak taka sytu-
acja jest wymuszona.  C zasem jest to wynik świadomej rezyg nacji 
z teg o typ u inf ormacji ze wzg lędu na oszczędność zasobów ( p o-
jemność p amięci op eracyjnej, moc obliczeniową) .  S terowanie teg o 
typ u nosi nazwę sterowania reakcyjneg o i charakteryzuje się dużą 
p rostotą, p ołączona jednak ze sp orą ef ektywnością w p rzyp adku 
p rostych zastosowań  [ 8 , 1 1 , 1 3 ] .  Z naczne osiąg nięcia na p olu 
sterowania reakcyjneg o odnotowali uczeni czerp iący swoje p omy-
sły ze świata zwierząt, szczeg ólnie owadów [ 1 3 ] .  J edną z najp op u-
larniejszych odmian sterowania reakcyjneg o jest sterowanie be-
hawioralne – op arte o p redef iniowane schematy zachowań , które 
wykonuje każdy z robotów.  N ajczęściej są to p roste reg uły op arte 
o zasadę akcji i reakcji [ 3 ] .   
 
3. S t r u kt u r a  p r o c e d u r y  p l a no w a ni a  t r a j e kt o r i i  

z e s p o ł u  r o b o t ó w  
 
R ozważono p rzyp adek p lanowania trajektorii zesp ołu robotów 

mobilnych w środowisku z p rzeszkodami w p rzestrzeni 2 D .  P rze-
szkody są ap roksymowane p rzez dwa rodzaje f ig ur: wielokąty 
wyp ukłe oraz okręg i.  R uch zesp ołu będzie odbywać się p omiędzy 
p unktem startowym o wsp ółrzędnych ),( initinit yx  i docelowym  
o wsp ółrzędnych ),( goalgoal yx .  Z ap rojektowana trajektoria 
p owinna sp ełniać kryterium minimalneg o dop uszczalneg o p ro-
mienia krzywizny MINR , aby umożliwić p rzejazd f ormacji  
w niezakłóconym szyku.   
 
4 . P l a no w a ni e  t r a j e kt o r i i  r e f e r e nc y j ne j  
 
E tap  konstruowania trajektorii ref erencyjnej można p odzielić na 

kilka p odetap ów: ( 1 )  wyznaczenie ścieżki p omiędzy p unktem 
startowym i docelowym na p odstawie zmodyf ikowanej metody 
sztuczneg o p otencjału ( 2 )  op tymalizacja trajektorii za p omocą 
alg orytmu D ijkstry, p oleg ająca m. in.  na eliminowaniu p ętli ( 3 )  
korekta trajektorii z uwzg lędnieniem rozmiarów f ormacji ( 4 )  
wyg ładzenie trajektorii wyjściowej p op rzez zastosowanie krzy-
wych B é ziera.  
 
5 . Mo d y f i ko w a na  m e t o d a  s z t u c z ne g o   

p o t e nc j a ł u  i  a l g o r y t m  w a r s t w i c o w y  
 
D o określenia ścieżki łączącej p unkt startowy z p unktem doce-

lowym wykorzystano zmodyf ikowaną metodę sztuczneg o p oten-
cjału ( A P F )  [ 9 , 1 1 ] , nazwaną algorytmem wars twi c owym .   
M etoda A P F  wykorzystuje p ojęcie wirtualnej f unkcji p otencjal-

nej ),( yxU .  F unkcja ta skonstruowana jest tak, aby jej minimum 
g lobalne leżało w p unkcie ),( goalgoal yx .  W irtualne siły p rzyciąg ają 
p unkty trajektorii do p unktu doceloweg o, zaś odp ychają od p rzeszkód.   
 

O g ólnie rzecz biorąc f unkcja ),( yxU  ma następ ującą p ostać [ 1 1 ] : 
 

),(),(),(
_

yxUyxUyxU obsrepgoal += , ( 1 )
 

g dzie ),( yxU goal  jest składową odp owiedzialną za p rzyciąg anie 
trajektorii w kierunku p unktu doceloweg o, zaś składowa 

),(
_

yxU obsrep  odp ycha trajektorię od p rzeszkód.  T e dwie skła-
dowe można p rzedstawić za p omocą wzorów [ 1 1 ] : 
 

2),(),( yxdKyxU goalgoalgoal ⋅=  ( 2 )
 

)},(,max{),( max_ yxUUyxU repobsrep = , ( 3 )
 

g dzie goalK  jest stałym wsp ółczynnikiem, ),( yxdgoal  jest odle-
g łością p omiędzy obecnym p ołożeniem ),( yx  i p unktem docelo-
wym ),( goalgoal yx .  W artość ),( yxU rep  jest wyznaczana zg od-
nie ze wzorem [ 1 1 ] : 
 

∑= 







 −⋅η⋅= M

m rangedyxobsdyxU rep 1

2
1

),(
1

2
1),( , ( 4 )

 
g dzie M  oznacza liczbę wszystkich p rzeszkód zamieszczonych 
na map ie, η  jest stałym wsp ółczynnikiem, ),( yxdobs  jest odle-
g łością do najbliższej p rzeszkody, maxU  i ranged  są stałymi 
wsp ółczynnikami.  P rzykład wyg ląd f unkcji ),( yxU  p rzedstawia 
rys.  1 , na którym linie p rzerywane określają p ozycję p rzeszkód.   
 
 

  

  
Rys. 2. P r z yk ł a d o w y w yg l ą d  f u n k c j i  U(x, y )  d l a  (xgoal ,  y goal ) = (20 , 1 7 )  
F i g . 2. E x e m p l a r y sh a p e  o f  U(x, y )  f u n c t i o n  f o r   (xgoal ,  y goal ) = (20 , 1 7 )  
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W standardowej metodzie APF ścieżka wyznaczana jest za po-
mocą  g radientowej metody poszukiwania minimum f unkcji 

),( yxU . M etoda ta opiera się na iteracyjnym podą żaniu od punk-
tu począ tkoweg o ),(),( 00 initinit yxyx =  do punktu docel oweg o 

),( goalgoal yx  – każdorazowo przesuwają c się o wektor stepdr  
zg odnie z kierunkiem danym przez wektor wirtual nej sił y ),( yxFr  
wyznaczanej jako g radient [ 1 1 ] : 
 

),(),( yxUyxF −∇=
r . ( 5 )

 
Wektor sił y jest normal izowany i skal owany przez stał y wspó ł -

czynnik δw cel u wyznaczenia aktual neg o przesunięcia kol ejneg o 
punktu trajektorii ),( ii yx  [ 1 1 ] : 
 

),(
),(],[),(
yxF
yxFddyxd yx stepstepstep r

r

r

⋅δ== . ( 6 )

 
Al g orytm koń czy dział anie po osią g nięciu określ onej b l iskości 

punktu docel oweg o. Wszystkie punkty otrzymywane w kol ejnych  
iteracjach  al g orytmu są  zapamiętywane w cel u pó ź niejszeg o od-
tworzenia trajektorii od punktu ),( initinit yx do ),( goalgoal yx .  
Wspomniany al g orytm może zostać  przedstawiony jako nastę-

pują ca procedura iteracyjna [ 1 1 ] : 
 

Procedura 1. Standardowy algorytm metody APF 
 

1. U s t a w :  ),(),( 00 initinit yxyx = ;  0=i  
2 . J e ż e l i  distcedis dyxd min_tan ),( >  t o  
 

xstepii dxx +=+1  
 

ystepii dyy +=+1  
 w  p r z e c i w n y m  p r z y p a dk u :  K O N I E C  ( a l g or y t m  

os i ą g n ą ł  odp ow i e dn i ą  b l i s k oś ć  p u n k t u   
doc e l ow e g o)  

3 . U s t a w :  1+= ii  →  I D Ź  D O  K R O K U  2  
 

g dzie distdmin_  to stał a dokł adności. 
Podstawową  wadą  teg o typu al g orytmu jest nieb ezpieczeń stwo 

zab l okowania się al g orytmu w l okal nym minimum f unkcji 
),( yxU . W cel u uniknięcia teg o prob l emu zaproponowano poniż-

szą  modyf ikację – metodę warstwi c ową .  
 
6. M e t o d a  w a r s t w i c o w a  
 
Podstawą  metody warstwicowej jest następują ce spostrzeżenie. 

J eżel i istnieje pewna zamknięta warstwica I ,  zwana dal ej ratu n -
k ową  warstwi c ą  ok al aj ą c ą ,  okrą żają ca l okal ne minimum f unkcji 

),( yxU  w poł ożeniu ),( min_min_ locallocal yx  oraz punkt docel o-
wy ),( goalgoal yx  oraz istnieją  na tej warstwicy takie dwa p u n k ty  
ratu n k owe ),( 11 yx  oraz ),( 22 yx ,  któ re speł niają  następują ce 
warunki ( wyjścia) : 
 

• dl a punktu ),( 11 yx  istnieje ścieżka ł ą czą ca ten punkt z innym 
minimum l okal nym i można ją  znal eź ć  za pomocą  standardo-
weg o al g orytmu metody APF 

 
• dl a punktu ),( 22 yx  istnieje ścieżka ł ą czą ca ten punkt z punk-
tem ),( min_min_ locallocal yx  i można ją  wyznaczyć  za pomocą  
standardoweg o al g orytmu metody APF 

 

to ró wnież można na jej podstawie określ ić  ścieżkę ł ą czą cą  punkty 
),( min_min_ locallocal yx  i ),( goalgoal yx  przeb ieg ają cą  w wol n ej  

p rz estrz en i  op erac y j n ej ,  któ rą  def iniujemy jako zb ió r wszystkich  
punktó w przestrzeni operacyjnej nie nal eżą cych  do zb ioru rozwa-
żanych  przeszkó d. I deę warstwicy okal ają cej prezentuje rys. 3 . 
 
 
 

 
 
R y s .  3 .  P r z y kł a d  w y j ś c i a  a l g o r y t m u  w a r s t w i c o w e g o  z  l o ka l n e g o  m i n i m u m   

f u n kc j i  U(x , y ) 
F i g .  3 .  E x a m p l e  o f  e s c a p e  f r o m  a  l o c a l  m i n i m u m  o f  U( x , y ) f o u n d  b y  c o n t o u r   

l i n e  a l g o r i t h m  
 
 

Procedura 2. Algorytm metody warstwicowej 
 

1. U s t aw :  ),(),( 00 initinit yxyx = ;  0=i  
2 . W yk o n aj  k ro k  s t an d ard o w eg o  alg o ryt mu   

met o d y A P F  .  
3 . J eżeli ),( ii yx  j es t  lo k aln ym min imu m  

f u n k c j i ),( yxU  t o  z ak o ń c z  w yk o n yw an ie  
alg o ryt mu  A P F  i:  

• S p raw d ź  c z y z n alez io n e lo k aln e min imu m 
j es t  min imu m g lo b aln ym:   
j eżeli T A K  →  K ON I E C  (d ro g a o d  p u n k t u  
s t art o w eg o  d o  d o c elo w eg o  z o s t ał a  
z n alez io n a) ;   
j eżeli N I E  →  w yk o n aj  p o n iżs z e k ro k i:  

• Z ap amię t aj  p o z yc j ę  w yk ryt eg o  min imu m  
lo k aln eg o :  ),(),( min_min_ iilocallocal yxyx jj =   
( j  t o  in d ek s  lo k aln eg o  min imu m) . 

• Z n aj d ź  n aj n iżs z ą  w ars t w ic ę  I ,   
k t ó ra o k rą ża z aró w n o  ),( goalgoal yx   
j ak  i ),( min_min_ jj locallocal yx . 

• Z n aj d ź  n aj b liżs z y p u n k t  ),( ,1,1 jj yx  n a I ,   
z  k t ó reg o  mo żn a d o s t ać  s ię   
d o  in n eg o  (j es z c z e n ie o d w ied z o n eg o )   
lo k aln eg o  min imu m p rz y u życ iu   
met o d y A P F . 

• Z n aj d ź  n aj b liżs z y p u n k t  ),( ,2,2 jj yx  n a I ,   
z  k t ó reg o  mo żn a d o s t ać  s ię   
d o  n o w o  w yk ryt eg o  lo k aln eg o  min imu m 

),( min_min_ jj locallocal yx  p rz y u życ iu   
met o d y A P F .  

• D o d aj  d o  z n alez io n ej  t raj ek t o rii  
c z eś ć  w ars t w ic y p o mię d z y p u n k t ami  

),( 11 jj yx  i ),( 22 jj yx  
• W R Ó Ć  D O K R OK U  3  
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Przykłady działania metody warstwicowej przedstawione są  na 
poniż szym rysunku.  

 
 
 

 
 
 

  
 
R y s .  4 .  P r z y k ł a d y  d z i a ł a n i a  a l g o r y t m u  w a r s t w i c o w e g o  
F i g .  4 .  E x e m p l a r y  r e s u l t s  o f  c o n t o u r  l i n e  a l g o r i t h m  

 
J ak widać  na powyż szych  rysunkach  trajektoria znal eziona przy 

pomocy metody warstwicowej wymag a wyg ładzenia ( m. in.  usu-
nię cia pę tl i)  oraz zapewnienia odpowiednieg o promienia krzywi-
zny.  
 
7. O p t y m a l i z a c j a  t r a j e k t o r i i  r a t u n k o w e j  
 

O ptymal izacja trajektorii b ę dzie pol eg ała na wyb orze ze zb ioru 
M  wszystkich  punktó w trajektorii pewneg o podzb ioru N  el e-
mentoweg o, któ ry b ę dzie reprezentował ś cież kę  kró tszą  i pozb a-
wioną  pę tl i.  W  tym cel u zastosowano al g orytm D ijkstry [ 1 5 ] .  G raf  
skierowany ),( EVG = , g dzie V  to zb ió r wierzch ołkó w, zaś  E  
to zb ió r krawę dzi jest skonstruowany na podstawie trajektorii 
znal ezionej przez metodę  warstwicową  w taki sposó b , ż e każ dy 
wierzch ołek g raf u odpowiada punktowi trajektorii i jest połą czony 
krawę dzią  tyl ko z tymi wierzch ołkami, któ re odpowiadają  punk-
tom trajektorii nastę pują cym po nim.   

F unkcja kosztu dl a poszczeg ó l nych  krawę dzi g raf u ma postać  
daną  wzorem:  

 
),(),(),( jiUjiLji vvMaxUKvvLKvvw ++⋅=  ( 7 )

 
g dzie iv  i jv to wierzch ołki g raf u G , LK  i UK  to stałe wspó ł-
czynniki oraz  

 





∅≠∩λ∞
∅=∩λ−+−=

=

Pif
Pifjvyivyjvxivx

jvivL
2])[][(2])[][(

),(
 ( 8 )

 
g dzie ][ ivx  i ][ ivy  to wspó łrzę dne punktó w trajektorii odpowia-
dają cemu wierzch ołkowi iv , λ  to odcinek łą czą cy punkty trajek-
torii reprezentowane przez wierzch ołki iv  i jv , P  to zb ió r 
wszystkich  punktó w nal eż ą cych  do przeszkó d oraz  

 { }),(max),(
),(

yxUvuMaxU
yx λ∈

=  ( 9 )
 
Poniż sza il ustracja przedstawia przykład działania zastosowa-

neg o al g orytmu D ijsktry.   
 
 
 

 
 
 

  
 
R y s .  5 .  P r z y k ł a d y  o p t y m a l iz a c j i t r a j e k t o r ii w y j ś c io w e j  z  m e t o d y  w a r s t w ic o w e j  
F ig .  5 .  E x a m p l e s  o f  o p t im iz a t io n  o f  t h e  r e s u l t in g  t r a j e c t o r y  f r o m  c o n t o u r  l in e  

m e t h o d  
 

 
8. W y g ł a d z e n i e  t r a j e k t o r i i  
 

T rajektoria zoptymal izowana przy pomocy al g orytmu  
D ijkstry nie spełnia zazwyczaj og raniczeń  nałoż onych  na mini-
mal ny promień  krzywizny, któ ry jest poż ą dany.  W  tym cel u 
wykorzystywane są  parametryczne krzywe B é ziera trzecieg o 
stopnia dane wzorem [ 1 6 , 1 7 ] :   

 

4
3

3
2

2
2

1
3

)1(3
)1(3)1(

PtPtt

tPtPtP

+−+

+−+−= , ( 1 0 )
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gdzie >∈< 1,0t t o p a r a m et r  k r zy w ej ,  1P ,  2P ,  3P  i 4P t o t zw .  
p u n k t y  k on t r oln e.  P r om ień  k r zy w izn y  t r a j ek t or ii zł oż on ej  z k r zy -
w y c h  B é zier a  m oż e b y ć  ł a t w o zm ien ia n y  p op r zez zm ia n ę  p oł oż e-
n ia  p u n k t ó w  k on t r oln y c h  k r zy w y c h  s k ł a dow y c h .  Z a p r oj ek t ow a n y  
a lgor y t m  it er a c y j n ie „ n a gin a ”  t r a j ek t or ię  w  is t ot n y c h  p u n k t a c h  a ż  
do m om en t u ,  gdy  t r a j ek t or ia  w y n ik ow a  b ę dzie s p eł n ia ł a  w y m a ga -
n ia  n a  w a r t oś ć  m in im a ln ego p r om ien ia  k r zy w izn y  MINR .   

 
 
 

 
 
 

  
 
R y s .  6 .  W y n i k  d z i ał an i a al g o r y t m u  s k ł ad aj ą ce g o  t r aj e k t o r i ę  z  k r z y w y ch  B é z i e r a  

d l a w ar t o ś ci  RMIN = 0 . 5  ( l i n i a k r o p k o w an a)  i  RMIN = 1 . 2  ( l i n i a ci ą g ł a)  
F i g .  6 .  R e s u l t s  o f  al g o r i t h m  r e s p o n s i b l e  f o r  co n s t r u ct i n g  t r aj e ct o r y  u s i n g  B é z i e r  

cu r v e s  f o r  RMIN = 0 . 5  ( d o t t e d  l i n e )  i  RMIN = 1 . 2   ( s o l i d  l i n e )  
 

 
9. W n i o s k i  
 

W  p r a c y  p or u s za  s ię  p r ob lem  k on s t r u ow a n ia  a lgor y t m ó w  a u t o-
n om ic zn ego s t er ow a n ia  b ezza ł ogow y m i p oj a zda m i.  U w a gę  s k u -
p ion o n a  p la n ow a n iu  t r a j ek t or ii r u c h u  w  p r zes t r zen i 2 D  n a  p od-
s t a w ie in f or m a c j i o p oł oż en iu  p r zes zk ó d zn a j du j ą c y c h  s ię  w  ogr a -
n ic zon y m  ob s za r ze a n a lizow a n ej  p r zes t r zen i op er a c y j n ej ,  k t ó r ą  
w y dob y w a  s ię  z m a p y  t er en u  p ok on y w a n ego p r zez zes p ó ł  r ob o-
t ó w .  P r oc edu r a  w y t y c za n ia  t r a j ek t or ii r ef er en c y j n ej  dla  zes p oł u  
p oj a zdó w  op a r t a  zos t a ł a  n a  m et odzie w a r s t w ic ow ej .  D zia ł a n ie 
a lgor y t m ó w  s k ł a dow y c h  zos t a ł o zilu s t r ow a n e w y n ik a m i p oc h o-
dzą c y m i z s y m u la c j i k om p u t er ow y c h .   

P r ezen t ow a n a  m et oda  t r a j ek t or ii r ef er en c y j n ej  j es t  j edy n ie 
p ier w s zy m  k r ok iem  w ieloet a p ow ego za da n ia  s t er ow a n ia  gr u p ą  
p oj a zdó w  a u t on om ic zn y c h .  I n n e ogr a n ic zen ia  i c zy n n ik i,  t a k ie j a k  
r ozm ia r  gr u p y  p oj a zdó w  i zm ia n a  j ej  k s zt a ł t u  n a  t r a j ek t or ii op t y -
m a ln ej  s ą  p r zedm iot em  da ls zy c h  b a da ń  [ 1 8 ] .  
 

1 0 . L i t e r a t u r a  
 
[ 1 ]  B .T . C lou g h:  U nm anne d  Ae ri al V e hi cle s :  Au t onom ou s  C ont rol  

C halle ng e s , A R e s e arche r’ s  Pe rs p e ct i ve . I n:  C oop e rat i ve  C ont rol and  
O p t i m i z at i on ( R . M u rp he y , P. Parand alos ) , Klu w e r Acad e m i c  
Pu bli s he rs , H i ng ham , M A, U S A, 2002. 

[ 2]  D .P. G i lle n, D .R . J acq u e s :  C oop e rat i ve  B e havi or S che m e s  f orm  
I m p rovi ng  t he  E f f e ct i ve ne s s  of  Au t onom ou s  W i d e  Are a M u ni t i ons . 
C oop e rat i ve  C ont rol and  O p t i m i z at i on ( R . M u rp he y , P. Parand alos ) , 
Klu w e r Acad e m i c Pu bli s he rs , H i ng ham , M A, U S A, 2002. 

[ 3]  T .B alch, R .C . Ark i n:  B e havi or-bas e d  f orm at i on cont rol f or m u lt i robot  
t e am s . I E E E  T rans act i ons  on R obot i cs  and  Au t om at i on, V ol. 1 4,  
N o. 6 , 1 9 9 8.  

[ 4]  Y . G u o., L .E . Park e r:  A d i s t ri bu t e d  and  op t i m al m ot i on p lanni ng  
ap p roach f or m u lt i p le  m obi le  robot s . Proce e d i ng s  of  t he  2002 I E E E  
I nt e rnat i onal C onf e re nce  on R obot i cs  and  Au t om at i on ( I C R A) ,  
W as hi ng t on ( U S A) , 2002. 

[ 5]  E . B i cho, S . M ont e i ro:  Form at i on cont rol f or m u lt i p le  m obi le  robot s :   
a non-li ne ar at t ract or d y nam i cs  ap p roach. Proce e d i ng s  of  t he  
I E E E /R S J  I nt e rn. C onf e re nce  on I nt e lli g e nt  R obot s  and  S y s t e m s , 
2003. 

[ 6 ]  A.J . H e ale y :  Ap p li cat i on of  Form at i on C ont rol f or M u lt i -V e hi cle  
R obot i c M i ne s w e e p i ng . I E E E  C D C  C onf e re nce , p ap e r no. C D C  01 -
I N V 31 03, 2001 . 

[ 7 ]  L . L oo, E . L i n, M . Kam , P. V ars hne y :  C oop e rat i ve  M u lt i -Ag e nt  
C ons t e llat i on Form at i on U nd e r S e ns i ng  and  C om m u ni cat i on  
C ont rai nt s . I n:  C oop e rat i ve  C ont rol and  O p t i m i z at i on ( R . M u rp he y , P. 
Parand alos ) , Klu w e r Acad e m i c Pu bli s he rs , H i ng ham , M A, U S A, 
2002.  

[ 8]  R . Fi e rro, P. S ong , A. D as , V . Ku m ar:  C oop e rat i ve  C ont rol of  R obot  
Form at i ons . I n:  C oop e rat i ve  C ont rol and  O p t i m i z at i on ( R . M u rp he y , 
P. Parand alos ) , Klu w e r Acad e m i c Pu bli s he rs , H i ng ham , M A, U S A, 
2002.  

[ 9 ]  O . Khat i b:  R e al-t i m e  obs t acle  avoi d ance  f or m ani p u lat ors  and  m obi le  
robot s . Proce e d i ng s  of  t he  I E E E  I nt e rnat i onal C onf e re nce  on R obot i cs  
and  Au t om at i on, 1 9 85. 

[ 1 0]  T .D . B arf oot  T .D ., C .M . C lark :  M ot i on Planni ng  f or Form at i ons  of  
M obi le  R obot s . R obot i cs  and  Au t onom ou s  S y s t e m s , vol. 46 , no. 2, 
2003.  

[ 1 1 ]  J . L at om be :  R obot  M ot i on Planni ng , C hap t e r 7 , Klu w e r Acad e m i c 
Pu bli s he rs , Am s t e rd am , 1 9 9 1 . 

[ 1 2]  F. C u e s t a, A. O lle ro:  I nt e lli g e nt  M obi le  R obot  N avi g at i on. S p ri ng e r 
T ract s  i n Ad vance d  R obot i cs , V ol. 1 6 , B e rli n, 2005. 

[ 1 3]  T . N i e m u lle r, S . W i d y ad harm a:  Art i f i ci al I nt e lli g e nce  – An I nt rod u ct i on 
t o R obot i cs , 2003. 

[ 1 4]  Franz  Au re nham m e r:  V oronoi  D i ag ram s  - A S u rve y  of  a Fu nd am e nt al 
G e om e t ri c D at a S t ru ct u re . AC M  C om p u t i ng  S u rve y s , 1 9 9 1 . 

[ 1 5]  T .H . C arm e n, C h. E . L e i s e rs on, R .L . R i ve s t .:  W p row ad z e ni e   
d o Alg ory t m ó w . W y d aw ni ct w a N au k ow o-T e chni cz ne , W ars z aw a, 
1 9 9 7 . 

[ 1 6 ]  R . D u d a, P.H art :  Pat t e rn C las s i f i cat i on and  S ce ne  Analy s i s . J ohn 
W i le y  and  S ons , N e w  Y ork , 1 9 7 3,  

[ 1 7 ]  Pau l B ou rk e :  B é z i e r C u rve s . 1 9 9 3.  
[ 1 8]  Z . Kow alcz u k , K. D u z i nk i e w i cz :  W y z nacz ani e  t raj e k t ori i  ru chu  

z e s p oł u  robot ó w  m obi lny ch w  ś rod ow i s k u  z  p rz e s z k od am i . W :   
I nt e li g e nt ne  w y d oby w ani e  i nf orm acj i  w  ce lach d i ag nos t y cz ny ch  
( Z . Kow alcz u k , B . W i s z ni e w s k i ) , PW N T , G d ań s k , 2007 . 

 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
Artykuł recenzowany 

 

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl

