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Przedstawiono opis algorytmu eliminacji Gaussa rstdowanego dla uktadéw réwnha
liniowych o dowolnej liczbie réwna i dowolnej liczbie zmiennych niezaleych -
niewiadomych. Podano warunek konieczny i dostatecenistnienie rozwizan dla danego
uktadu réwna - na niesprzeczi6 ukladu réwna. Warunek ten sformutowano w postaci
odpowiedniej dla potrzeb wykonywanych analiz olditiowych oraz z uwzgtinieniem
organizacji obliczé realizowanych z wykorzystaniem komputera. Programgnputerowej
analizy liniowych sieci elektronicznych, otrzymyweah jako modele matosygnatowe w
wyniku linearyzacji zastosowanej w odniesieniu detngch modeli nieliniowych
dynamicznych uktadéw scalonych Zj skali integracji w otoczeniu zadanych punktow
pracy, wymagaj dla realizacji zada obliczeniowych rozszerzonego algorytmu
rozwiazywania uktadow algebraicznych réwnkniowych.

1. WSTEP

W zadaniach obliczeniowych zgzianych z modelowaniem systemow fizycznych, jak
tez w zadaniach symulacji komputerowej uktadogddrych przedmiotem zainteresowania
réznych dziedzin techniki wyspuja uktady réwna liniowych zlazone z bardzo digj
liczby rowna i zawierajce bardzo diy liczbe zmiennych niezalaych - niewiadomych.
Przykladem mge tu by zadanie analizy liniowego uktadu elektronicznegalabego
modelem matosygnatowym uktadu scalonego. Analiméowego uktadu dynamicznego
bedacego modelem matosygnatowym otrzymanym w wynikeadiryzaciji petnego modelu
uktadu w otoczeniu zadanego punktu pracy, przepdaa@a z zastosowaniem
odpowiedniej transformaty Laplace’a lub Fourierajnvaga rozwizania cgsto kilkuset
réwna liniowych z tego samego ¢du liczky niewiadomych [1]. Powssza uwaga odnosi
si¢ tez na przyktad do analizy liniowych uktadéw dynamigeh przedziatami statych w

czasie, przeprowadzanej z zastosowaniem transfgpthat
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Symulacja komputerowa modeli liniowych elektronigeh ukladéw scalonych jest
jedmy z tych dziedzin, ktére stymulijrozwdj algorytméw rozwaizywania bardzo diych
uktadéw liniowych réwna algebraicznych.

W artykule przedstawiono petne sformutowanie algory eliminacji Gaussa dla
rozwigzywania uktadéw algebraicznych rownhniowych zawieraicych dowoln liczbe
réwnaa i dowolm liczbe zmiennych niezalaych - niewiadomych. Wgie w opisie
algorytmu przypadku ogélnego, gdy liczba réwnaliczba zmiennych niezateych w
uktadzie rowna nie koniecznie @ sobie rowne jest niezdne w zwazku potrzebami
zastosowa

Uktady réwnai liniowych, gdzie liczba rownai liczba zmiennych niezataych nie
sa koniecznie sobie réwne, wyguja na przyklad w opisie uktadéw elektronicznych z
elementami osobliwymi i zérédtami nieoznaczonymi. Formutowane uktady rowmsog
posiadé wiecej niz jedno rozwizanie, jak t¢ mogy by¢ sprzecznymi uktadami rowna
Drugi z wymienionych przypadkéw me mie€ miejsce na przyktad w zwiku z analiz
matosygnatow nieliniowych osobliwych uktadéw dynamicznych, wykavarm w
otoczeniu punktéw osobliwych.

Uktady rowna o wiecej niz jednym rozwazaniu mog by¢ tez otrzymane w opisie
matematycznym utworzonego modelu ukladu rzeczygistegdy niektére z réwnia
Kirchhoffa i niektére z réwnaelementéw uktadu elektronicznegolmiowo zalezne.

2. ROZSZERZONY ALGORYTM GAUSSA
Rozwaane jest rownanie
Alx=b, @

gdzie A jest danm maciera MXN- wymiarons o elementach doacych liczbami
rzeczywistymi,

ETEr
a=| 2% % @
_amla'mz"'%n_

b=(b1,b2,---,bm)TDRm jest wektorem  wyrazébw  wolnych,  natomiast

X = (Xl,xz,---,xn)T jest wektorem niewiadomych nasgym do przestrzenR". W

zapisie we wspotegnych réwnanie (1) przyjmuje postaktadu
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m réwnai z n niewiadomymi.
W rozwaaniach wykorzystuje esi nastpujaca definici macierzy o postaci
wierszowej schodkowej [1].

Definicja. (Wierszowa macierz schodkowa).
Macierz G :[gij]' i =1,2;--,m, j =12,---,n, ma posta wierszowej macierzy

schodkowej, jeeli G jest macierg zerows (G = 0) lub G # 0 i ma miejsce co nagiuje.

1. Wiersze niezerowe macierz@ s ponumerowane kolejnymi liczbani,2,--,C,

gdzieCc<m.

2. Numery jy, gdzie y =1,2;--,C, tych kolumn macierzyz, w ktérych wystpuja
pierwsze niezerowe elementy w wierszach o odpovieghdmumerach/ =1,2,--,C,
gdzie { =y, macierzy G s uporadkowane rosqro. To znaczy,
<, <<

Macierz wierszowa schodkowa ma zatem ¢mgca posta:

OOgljl gljl+1 gln
009212 ng2+1“. an

G = OOQC’]C gC,jC+1“.gC,n . (4)
0 Ceee e eee e 0

W macierzyG elementy poprzedzgje elementg( j w danym wierszu o numerze
Y

{,gdzie{ 00{1,2,---,C}, s zerami. Kady wiersz macierz o numerze wkszym ni
C jest wierszem zawiergjym same zera.
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2.1. Opis algorytmu metody eliminacji Gaussa dla wgnaczania zbioru rozwhzan
uktadu réwnan liniowych

Etap eliminacji w przddrozszerzonego algorytmu Gaussa przy petnym wyborze
elementu podstawowego wadym kroku eliminaciji.

W etapie eliminacji w przéd dany uktad (B8)réwna liniowych z n niewiadomymi
zostaje przeksztatcony w réwnoivgy, to znaczy posiadgy ten sam zbiér rozwzan
uktad réwna o macierzy wspotczynnikOw mglej postd macierzy wierszowej
schodkowej. W kadym kolejnym kroku etapu dokonujegspetnego wyboru elementu
podstawowego. Dzialania elementarne na wierszach kalumnach macierzy
wspotczynnikdw i na elementach wektora wyrazéw wols wykonywane w kolejnych
krokach etapu eliminacji w przéd tak jak w algorignGaussa wyznaczania rozwn
uktadu rowna z liczba niewiadomych rowa liczbie réwna [1+4]. Liczba krokow etapu
eliminacji w przdd jest rowna ¢dowi macierzyA wspétczynnikéw uktadu rowma

Niechr = rzad A. Ukfad rowna, ktéry jest rownowany ze wzgtédu na posiadanie
takiego samego zbioru rozygan danemu uktadowi (3) réwma otrzymany w wyniku
realizacji cagu dziatah elementarnych rozszerzonego algorytmu eliminagus3a przy
niezkednym zastosowaniu procedury petnego wyboru elempatistawowego w kalym
kroku etapu eliminacji w przéd przyjmuje ngstijaca posta:

- - | 1
U Uy Upg-o- Uy by ey ) y d
2 2
0 Upp Upg oy Ny Py ey Y, d,
0 0 Ug--uy hyyhy,o-hy )
R S S S R []yr =dr . (5)
0 00 - Upr hrlhrzmhr,n-r Z1 fl
0 00 -0 0 0 -0 . ‘
2 2
o oo -0 O0O0--0
) _ _Zn-r_ _fm-r_

Wektor (dl,le'”ldl”fl’ f2"”’fm-r)

jest przeksztalconym wektorem
wyrazéw wolnych. Natomiast wspodune wektora(yl, y2,---,yr,zl,22,---,zn_ r)T
niewiadomych w przeksztalconym uktadzie (5) rowrm permutaci wspoétrzdnych

wektora (Xl,XZ,---,Xn)T niewiadomych zadanego uktadu (3) rowneynikajaca z
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przestawié kolumn macierzyA wykonywanych w trakcie realizacji wyboru elementu
podstawowego w kolejnych krokach etapu eliminacjpratd.

Macierz wspotczynnikéw otrzymanego uktadu (5) rownana postéd macierzy
wierszowej schodkowej. Po zdefiniowaniu macierzy

_ullulz U13--- u1r 1 hllhlthl,n-r
0 Uy, Uyg Uy hyy Py by oy
Uu=|0 O U33"‘ U3r i H = h31h32“.h3,n-r (6)
_O 0 0 - u”_ _hrlhrzmhr,n-r |

......... e [ =] (7)

gdzieO jest tu (M- r) X N - wymiarowg maciera zerows. Jedynymi kolumnami macierzy
H zawierajcymi same elementy zerowe $e, ktére byly czicia kolumn macierzyA
zawierajcych same elementy zerowe.

Dla przypadku, gdyr = r nalezy we wszystkich podanych wzorach pondirw ich

zapisie macierH, wektorz oraz symboIRn_r . R;ad macierzy pustej natg przyjac¢ jako
réwny zero.

Niech 0" oznacza zbiér rozwkan danego rownania (1) (danego uktadu (3) réyna

Zbiér I]Ij rozwiazah jest zbiorem niepustym (to znaczy, ukftad (3) rofvngst
niesprzecznym uktadem réwijantedy i tylko wtedy, gdy = 0. A zatem,

OY=0  wtedy i tylko wtedy, gdy f # 0 8)

OY#0  wtedy i tylko wtedy, gdy f =0 , (9)

gdzief jest czscia wektora wyrazéw wolnych uktadu (5) rowinatrzymanego w wyniku
przeksztalcenia danego uktadu (3) rownbniowych w etapie eliminacji w przéd
rozszerzonego algorytmu Gaussa zastosowanego dwaezania zbioru rozwzan uktadu
(3) rowna, przy stosowaniu petnego wyboru elementéw podstawb.
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Etap podstawiania wsteenzszerzonego algorytmu eliminacji Gaussa.
Dla niesprzecznego uktadu (3) rowinamiowych otrzymuje si f = 0.

Rozwaa sk przypadek, gdy otrzymanb = 0. Uklad (5) réwna po zapisaniu w
postaci (7) jest w tym przypadku réwnamag réwnaniu

Uy=-HZU+d, (10)

gdzie z- jest wektorem wR™ przyjmupcym ustalon dowolnie wartéc.

Dla ustalonego wektora = z- stanowicego czs$¢ calego wektorax = X':(ZE)
rozwiazania zadanego ukfadu (3) rovinayznaczana jest ¢ yD: yD(ZE) wektora

xH= X':(ZE) rozwigzania. Wspotrgdne wektora yD(ZE) oblicza s§ rozwiazujac

rébwnanie po réwnaniu uktad (10) réwnaliniowych, z trojlatna gérmrm macierza

wspotczynnikéw, rozpoczyngs od ostatniego réwnania. Obliczenia przeprowadgans
taki sam sposob jak w etapie podstawiania wstegorgimu eliminacji Gaussa
sformutowanego dla ukladow rowmdiniowych o liczbie rowna w rozwiazywanym

uktadzie réwnej liczbie niewiadomych-{4].

Zbiér wszystkich rozwazan rownania (10) jest podprzestrzgmifiniczrg przestrzeni
R'o wymiarze réwnym rdowi macierzyH.

Zbiér wszystkich rozwazan uktadu (5) réwna (rownania (7)), oznaczony symbolem

0 D, jest dany dld] Y20 w nastpujacej postaci

0"={(y,220R"xR" ":y=-UlHZ+U 1} . (11)

Wspotrzdne wektorow rozwezan danego uktadu (3) rownass odpowiedmi
permutaci wspétrzdnych odpowiednich wektorow rozagan ukladu réwna (5)
(rownania (7)).

W przypadku niesprzecznego uktadu (3) rowhaiowych, zbier O jego rozwizan

jest podprzestrzepiafiniczra przestrzeniRn 0 wymiarze dint] Honor
Dla wyznaczenia jednego rozwania danego (niesprzecznego) uktaduréwnai
liniowych zn niewiadomymi metogleliminacji Gaussa natg wykona

2 3
mm - Y Eﬂm+n)+r——rzJfr[ﬁ?)ernj_lr (12)
3 2 3

dziatah mnazenia i dzielenia i


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

- 125 -

2 3 2 -
mm - Eﬂm+n)+r__r_+r m+n-4 +1r. (13)
2 3 2 2 6

dziatah dodawania i odejmowania, gdzie rzad A.

3.  PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Na rys. 1 i rys. 2 przedstawiono dwa elementarniadykelektryczne, dla ktorych
opisupce je uklady rowna sy cze$ciowo tazsamdciowe (trzy spérdd czterech réwna
opisupcych stan ukladuasdentyczne).

iq in
———
u-u,=0| , . .
rownaniaelementow

® € "
U1 us ..
+i,=0
bt } réwnaniaKirchoffa

ZNSN ZNSN U -u,=0
uq=uz us=u1

Rys. 1. Uktad nagtiowychzrodet sterowanych

i, +i, = 0} ) , i
oo réwnaniaelementéw
i,+i,=0 (15)
uq uz i +i.=0
| =
v réwnaniaKirchoffa
u-u,=0
Rys. 2. Uktad p{dow;chz’r(’)de’r sterowanych
Uktad réwnai (14) opisujcy uktad z rys.1 przyjmuje posta
110 o][i] [0
001 -1/]i,| |0
= 16
0 01 -1|/]u| |0
001 -1||u,| |O

Po przestawieniu miejscami kolumn drugiej i trzeomz odgciu wiersza drugiego od
trzeciego i czwartego otrzymuje:siktad réwna (16) przeksztatcony do postaci:
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1 01 O iy 0
|
01/0 -1/ |u| |0
b e Y 17)
000 0i,| |0
000 0]|ul |0

Zbioér rozwhzan uktadu (17) jest dwuwymiarawpodprzestrzeniliniowa przestrzeni
R4 zmiennych uktadowych damp. w postaci przedstawienia parametrycznego:

i, =-i,, u=u,, i,0R, u,0R, z=(i,,u,)OR? . (18)

4. PODSUMOWANIE

Uklad rowna liniowych stanowicy podstaw analizy matosygnatowej uktadéw
elektronicznych mze mig tyle samo réwnéa co niewiadomych, liczZhrowna mniejsz
od liczby niewiadomych, jak i femoze on zawier& wigcej rowna niz wynosi liczba
niewiadomych. Otrzymuje &i w tych przypadkach doktadnie jedno rozzdnie,
nieskaiczenie wiele rozwizah wypetniapcych pewn podprzestrze afiniczra przestrzeni
zmiennych ukladowych, jak zenietrudno otrzymé& sprzeczne uklady réwnaczy te
uktady zawierajce rownania od siebie zatee.

Przedstawiono opis algorytmu eliminacji Gaussa wagzania zbioru rozwzan
danego uktadu algebraicznych rovindiniowych, przy dowolnej liczbie rowna i
niewiadomych. Podano wzér wysgacy rozwiazania uktadu réwng ktérego elementy
dostpne @ na drodze oblicze przy optymalnej liczbie niezbinych do wykonania
dziatan.
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EXTENDED GAUSS ALGORITHM FOR COMPUTER ANALYSYS

The modified Gauss algorithm for solving systemdimdéar algebraic equations has
been presented. The necessary and sufficient comslifor the existence of the solutions of
the systems of linear algebraic equations have heaounced. The presented method may
be applied to the analyses of linear or linearizediels of electronic integrated circuits.
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