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Streszczenie

W pracy przedstawiono budowe i dziatanie oprogramowania wykorzystu-
jacego metod¢ elementéw skonczonych przeznaczonego do symulacji
czujnikow elektrochemicznych na bazie elektrolitow statych. Program
pozwala na graficzne konstruowanie siatki, okreslanie warunkow brzego-
wych oraz analize uzyskiwanych wynikéw symulacji. Program zostal
wykorzystany do okreslenia rozktadu potencjatu zespolonego w spolary-
zowanej strukturze czujnika zbudowanego na bazie cienkiej warstwy
elektrolitu statego.

Stowa kluczowe: metoda elementéw skonczonych, czujniki gazow, elek-
trolity state, modelowanie.

Application of the finite element method
to simulation of electrochemical sensors
based on solid state electrolytes

Abstract

Sensors modeling and simulation allow better understanding of the principle
of sensor operation. As a result, optimisation of sensor construction
and working conditions is possible without costly and time consuming
technological investigations. Equations describing operation of electro-
chemical sensors are usually complex and have form of differential equations
which ,generally, cannot be solved in an analytical way. Hence, there is
the need to utilize numerical methods to solve equations characterising
sensors. The paper presents construction and operation of the software for
simulation of electrochemical sensors based on solid electrolytes. The
software was developed with use of the finite element method. The program
Visual C++ was used for implementation. The developed program allows
arranging the graphical grid geometry, defining the boundary conditions
and analyzing the obtained simulation results. The program was used for
determining the complex potential distribution in the polarised structure of
the sensor built on the basis of a solid electrolyte thin layer. Exemplary
simulations show that an asymmetry in the position of electrodes as in
Figure 2 can lead to large inaccuracies in determining the electrode over-
voltage. The results do not differ from the results of similar studies
presented in [6]. It is possible to obtain impedance spectra of simulated
structures.

Keywords: finite element method, gas sensors, solid state electrolytes,
modelling.

1. Wprowadzenie

Opracowanie modeli matematycznych oraz symulacja dziatania
czujnikéow elektrochemicznych pozwala na poznanie i lepsze
zrozumienie wpltywu zachodzacych proceséw fizykochemicznych
na ich wlasciwosci. W rezultacie pozwala to na optymalizacje
budowy i warunkéw pracy czujnikéw z uniknigciem niezwykle
pracochtonnych i kosztownych badan technologicznych. Zjawiska
elektrochemiczne maja zwykle zloZzony charakter i sa opisane
réwnaniami rézniczkowymi, ktérych w ogolnym przypadku nie da

si¢ rozwigza¢ w sposob analityczny. Stad tez potrzeba wykorzy-
stania metod numerycznych. W elektrochemii najpowszechniej
wykorzystywana jest metoda roznic skonczonych (MRS). Metoda
ta jest prosta i fatwa w implementacji [1]. Metoda ta byla wcze-
$niej stosowana do symulacji czujnikow gazu na bazie elektroli-
tow statych [2, 3]. Metoda MRS pomimo wielu zalet posiada tez
szereg ograniczen zwigzanych z geometrig oraz dziataniem algo-
rytmu numerycznego. Trudnoéci wystepujace w metodzie roéznic
skonczonych mozna przezwycigzy¢ stosujac metodg elementow
skonczonych (MES), ktéra pozwala na dowolne dopasowanie
siatki do nieregularnych ksztaltow, a ponadto oferuje wigksza
elastyczno$¢ i doktadnos¢ wyniku.

Metoda MES jest szeroko znana i wykorzystywana do obliczen
fizycznych. Ze wzgledu na skomplikowany algorytm tej metody
obliczenia mogg by¢ tylko przeprowadzone za pomoca odpowied-
niego oprogramowania. Dostepnych jest wiele pakietow oprogra-
mowania bazujacego na tej metodzie i pozwalajacych na wyko-
nywanie symulacji. Najbardziej popularne to ANSYS i Simulia.
Z powodu rozbudowanych mozliwosci wspomniane programy sg
skomplikowane w uzyciu oraz kosztowne. Dodatkowo programy
te powstaly glownie z mysla o symulacji zagadnien mechaniki.
Ogranicza to znacznie mozliwo$¢ ich swobodnego stosowania do
symulacji czujnikéw elektrochemicznych. Powstaje zatem potrze-
ba opracowania narzg¢dzia, ktore bedzie tatwe w obstudze i dedy-
kowane rozwiazywaniu zagadnien elektrochemii i czujnikoéw na
bazie elektrolitow statych.

W pracy przedstawiono budowe i dziatanie opracowanego
oprogramowania wykorzystujacego metod¢ MES [4]. Program
zostal zaadoptowany do prowadzenia numerycznych obliczen
rozktadu potencjalow zespolonego w elektrochemicznych czujni-
kach gazu przygotowanych na bazie elektrolitow statych.

2. Implementacja metoda elementéw
skonczonych w oprogramowaniu

Glownym zadaniem programu bazujacego na metodzie elemen-
tow skonczonych jest rozwigzywanie rownan rozniczkowych
czastkowych opisujacych model badanego obiektu. Réwnania
rozniczkowe czastkowe maja 0golna postac:

F(x,, %5000 X, 4, 014/ Ox, , Ot x5 ..., Ot/ 0%, ) = 0 s M

gdzie u jest niewiadomg funkcja, powiazang ze swoimi pochod-
nymi czgstkowymi zgodnie z funkcja parametryczng F. Rozwia-
zanie rownania (1) polega na znalezieniu funkcji u spetniajacej to
réwnanie. Dla tak postawionego zagadnienia istnieje jednak nie-
skonczona liczba funkcji, ktore spetniaja to rdwnanie. Ustalajac
obszar oraz warunki brzegowe, w ktorych zachodzi dane zjawisko,
zawezamy liczbg rozwigzan rownania do jednego. Warunek brze-
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gowy Dirichleta okresla warto§¢ szukanej funkcji u# na brzegu
zadanego obszaru Q zgodnie z funkcja skalarng f:

u=f,xedQ. (2)

Warunek brzegowy Neumanna okre§la wartos¢ pochodnych
czastkowych funkcji # na brzegu obszaru:

Z—Z:f,fceaQ, 3)

gdzie n jest wektorem normalnym do brzegu obszaru 2.
Warunek brzegowy Robina jest kombinacja liniowg dwodch po-
przednich warunkow:

Z—”+ku:f,zeag,k>0, “)
n

Przyjmujac, ze przestrzen jest dwuwymiarowa réwnanie roz-
niczkowe czgstkowe przyjmuje postaé

0 ou) 0 Ou

gdzie «, o, B1 g to pewne state.

Metoda Elementéow Skonczonych polega na podziale badane-
go obszaru na podobszary, nazywane elementami skofnczonymi,
w obrebie ktorych szukana funkcja jest aproksymowana funkcja
ksztaltu. Rozwigzywany problem pierwotnie opisany rownaniem
rézniczkowym czastkowym jest przeksztatcany do formy catko-
wo-rézniczkowej przyjmujac tym samym posta¢ staba. Na jej
podstawie wyprowadzane sa réwnania opisujace kazdy z ele-
mentow. Rownania te formuja nast¢pnie globalny system row-
nan liniowych, ktoérego niewiadomymi sa wartosci szukanej
funkcji w poszczegodlnych weztach. Rozwigzanie zagadnienia
opisanego za pomoca rownan rozniczkowych czastkowych wraz
z obszarem o okreslonych warunkach brzegowych Metoda Ele-
mentéw Skonczonych sktada si¢ z nastgpujacych krokow:

e dyskretyzacji obszaru na elementy skonczone,
o zdefiniowania funkcji ksztaltu,

o sformutowania stabej postaci problemu, wyprowadzonej
z réwnania rozniczkowego czastkowego za pomoca metody
Galerkina,

e utworzenia uktadow réwnan liniowych opisujacych kazdy
z elementow,

e zlozenia powyzszych ukltadow w jedno réwnanie macierzowe,
ktérego rozwiazaniem bedzie warto$¢ niewiadomej funkcji
w wezlach siatki,

e obrobki wynikow.

Kroki te realizuje opracowany dla systemu Microsoft Windows
program. Program do dziatania wymaga biblioteki systemowej
DirectX. Decydujac si¢ na opracowanie programu na platforme¢
Windows nalezy wybraé jego srodowisko uruchomieniowe, czyli
zestaw funkcji do komunikacji z systemem operacyjnym, umozli-
wiajacych przydzial pamigci, dostep do plikdw czy urzadzen
peryferyjnych komputera. Spo$réd trzech najpopularniejszych
srodowisk uruchomieniowych: CRT (C Run-Time), .NET oraz
JVM (Java Virtual Machine) wybrano pierwszy z nich. Pierwszym
powodem uzycia kodu natywnego jest dostgpnos¢ wysokowydaj-
nej biblioteki DirectX obstugujacej renderowanie grafiki w czasie
rzeczywistym. Drugim, bezproblemowa instalacja.

Uzytkownik programu nie musi instalowa¢ dodatkowo platfor-
my programistycznej .NET lub Java. I cho¢ w przypadku platfor-
my .NET sytuacja si¢ poprawila, poniewaz Microsoft dotaczyt ja
do systemow Windows Vista oraz Windows 7, to jednak wcigz
uzycie biblioteki DirectX nie jest mozliwe z poziomu kodu zarza-
dzanego (wyjatkiem jest uzycie jezyka .NET C++/CLI, jednak
wigze si¢ to ze spadkiem wydajnosci spowodowanym przetgcza-
niem kontekstu z zarzadzanego na natywny). Pozostalymi biblio-
tekami graficznymi sa niewspierana biblioteka MDX (Managed
DirectX) oraz biblioteka Microsoft XNA (XNA's Not Acronymed),
ktora przeznaczona jest jednak gléwnie do programowania gier,
a nie aplikacji okienkowych, ktorag w zalozeniu byt zaprojekto-
wany program. Do realizacji programu uzyto jezyka C++ oraz
kompilatora Visual C++. Gléwne okno programu przedstawiono
narys. 1.

Rys. 1. Gléwne okno programu
Fig. 1. Program main window

3. Symulacje struktur czujnikowych

Aby wykazaé przydatnos$¢ zrealizowanego programu przepro-
wadzono symulacje wpltywu potozenia elektrod na rozktad poten-
cjalu zespolonego w cienkim elektrolicie (rys. 2). Asymetria
w potozeniu elektrod jak na rys. 2 moze prowadzi¢ do duzych
niedoktadnosci w okresleniu nadnapigcia elektrod [5, 6]. Przyjeto
identyczne warunki symulacji jak w [6] tak, aby poréwnujac
otrzymane rezultaty moc zweryfikowaé poprawnos¢ otrzymywa-
nych obliczen. Wysoko$¢ elektrolitu L ustalono 150pum, a réznica
w wielkosci elektrod d ustalono na 16 pm.

> L

—gl—
Rys. 2. Zatozona geometria czujnika uwzglgdniona w obliczeniach

Fig.2. A typical sensor geometry considered in calculation

Zaktadajac state przewodnictwo oraz izotropowos$¢ elektrolitu
oraz pracg ponizej jego dielektrycznej odpowiedzi czgstotliwo-
Sciowej potencjat spetnia¢ bedzie rownanie Laplace’a:

V2®(x,)=0, (6)
gdzie x jest polozeniem, ¢ jest czasem, a @ jest kwasi-

elektrostatycznym potencjatem okreslonym przez wigkszosciowe
nosniki tadunku.
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W przypadku warunkow stabilnej oscylacji napigcia generowa-
nego pomiedzy elektrodami oraz pominigciu wyzszych sktado-
wych harmonicznych mozna funkcj¢ potencjatu @ rozdzieli¢ na
dwa komponenty: skladnik czasowo niezalezny oraz sktadnik
przestrzennie niezalezny:

D (x,2)= D(x)-e /™, @)

gdzie @ jest czestotliwoscig katowa oscylacji. Z réwnania (7)
wynika, ze potencjat @ jest funkcja zespolong niosgca informacje
i amplitudzie i fazie. Gesto$¢ pradu w elektrolicie ma t¢ sama faze
jak potencjal elektrolitu i powigzany jest z potencjalem wartoscia
przewodnosci &

i(x,t)= =V O(x)-e ™ =i(x)- e/, ®

Z kolei potencjat na elektrodzie charakteryzuje si¢ przesunie-
ciem fazy w stosunku do fazy potencjatu elektrolitu. Zaktadajac
liniowa polaryzacje elektrody oraz czysto pojemnosciowa odpo-
wiedz czgstotliwosciowa odpowiedz elektrody ma postac:

1(55’ t} elektroda — _IGTZ‘V(D(.E, IX elektroda — (9)

— % +C a@txl}l(t)_ qb(;cat)‘elektroda)

gdzie ¥ jest potencjalem aktywnej elektrody w odniesieniu do
elektrody referencyjnej znajdujacej si¢ poza podwdjna warstwa,
R i C sa statymi zaleznymi od konkretnej elektrody. Jesli zatozy¢,
podobnie jak w roéwnaniu (7), ze potencjat aktywnej elektrody ¥
jest podzielny na czg$¢ niezalezna od czasu i czg$¢ niezalezna od
zmiennych przestrzennych, to réwnanie (9) przyjmie uproszczong
postac:

i (;C N 1 elektroda — %g (1 - joR C)(lP - (D(; X elekiroda ) > (10)

Dla warstwy izolacyjnej warto$¢ gestosci pradu wynosi:

i(f} izolator = _’GA/iVQ(f) = O ’ (1 1)

izolator

Roéwnanie Laplace’a wraz z nalozonymi warunkami brzego-
wymi (10) i (1) tworzy zagadnienie znalezienia niewiadomej
funkcji potencjatu zespolonego @.

Mozna zauwazy¢, ze rownanie Laplace’a jest tozsame rownaniu
(5) po podstawieniu a, = 1, o, =1, B=01g = 0.

Przyjmujac @ = 1 s/, R =0,1 Qem?, t =1 s oraz warunki brze-
gowe jak na rys. 3 przeprowadzono symulacje rozktadu potencjatu
w rozwazanej strukturze cienkiej warstwy elektrolitu statego.

Kk VP=(1/R ) (1-joot ) (¥ -®)

We omy n-vo=0

=0m /
V=0

¥=700my \ V=0

-k V=(1/R ) (1-joot ) (¥ -®)

Rys. 3. Zalozone warunki brzegowe zatozone w obliczeniach
Fig. 3. Boundary condition assumed for calculations

Wyniki przedstawiono na rys. 4 i rys. 5 odpowiednio dla czgsci
rzeczywistej i urojonej obliczonego potencjatu.

PAK vol. 56, nr 6/2010

-680 mV -11mV

Rys. 4. Wyniki analizy czg$ci rzeczywistej potencjatu
Fig. 4.  Analysis result for the real part of potential

21mv -98 mV

Rys. 5. Wyniki analizy cz¢$ci urojonej potencjatu
Fig. 5.  Analysis result for the imaginary part of potential

Otrzymane wyniki nie odbiegaja od zaprezentowanych w [6].

Warto$¢ impedancji zespolonej moze by¢ wyliczona jako sto-
sunek obliczonego potencjatu do catkowitego pradu. Powtarzajac
analiz¢ dla kolejnych wartosci @ mozliwe jest otrzymanie kolej-
nych rozktadow zespolonych. Mozliwe jest wigc uzyskanie widm
impedancyjnych symulowanych struktur.

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono mozliwosci opracowanego oprogra-
mowania przeznaczonego do symulacji rozktadu potencjatow
w elektrolitach statych. Oprogramowanie wykorzystuje metode
elementow skonczonych. Uzyskano obiecujace wyniki. Program
w obecnej wersji nie pozwala na tatwe obliczenie widm impedan-
cyjnych symulowanych struktur. Stad tez trwaja prace nad jego
rozbudowa oraz nad weryfikacja pomiarowa otrzymanych wyni-
kow obliczen.

Praca finansowana w ramach projektu badawczego MNiSW nr N N515 243437.
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